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DIE ALGEBRA DER IDEALOPERATOREN EINES
ARCHIMEDISCHEN, GLEICHMASBIG VOLLSTANDIGEN
VEKTORVERBANDES

EGON SCHEFFOLD

EINLEITUNG

Es sei E ein archimedischer, gleichmaBig vollstandiger Vektorverband. Gleich-
miflige Vollstindigkeit bedeutet, daB fiir jedes positive Element u von E das Haupt-

ideal E,,( =Jn[—u, u]), versechen mit der Ordnungseinheitsnorm p(p,(x) :=

n=1
;= inf{Ad >0 : |x| < Au) fiir alle x € E,), vollstindig ist. Beispiele fiir archimedische,
gleichmaBig vollstindige Vektorverbiande sind alle Banachverbiande und alle Dede-
kind-vollstindigen Vektorverbande. Die Algebra der Endomorphismen von E
bezeichnen wir mit L(E).

DEerINITION. Wir nennen einen Endomorphismus S e I(E) einen Ideal-
operator, wenn S jedes Ideal von E in sich abbildet.

Wir bezeichnen die Menge aller Idealoperatoren auf £ mit M(E). Es ist leicht
einzusehen, dafl M(FE) eine Subalgebra von L(E) ist und daBl M(E), versehen mit
der Ordnungsstruktur, welche von der kanonischen Ordnung von L(E) induziert
wird, ein geordneter Vektorraum ist. In dieser Arbeit stellen wir die Algebra M(E)
als Funktionenalgebra aller reellwertigen, stetigen Funktionen auf einem gewissen
topologischen Raum dar und wir zeigen, daB die Wirkung eines Idealoperators
auf E in einem gewissen Sinne als Multiplikation mit einer Funktion beschrieben
werden kann.

Aus der erwidhnten Darstellung der Idealoperatoren folgt, dafl jeder Ideal-
operator ordnungsbeschriankt ist. Dies bedeutet, dafl unsere Idealoperatoren mit
den ,,Kontraktoren” von Bigard-Keimel [1] libereinstimmen und daher Ortho-
morphismen sind. Darstellungen der Orthomorphismen als stetige, numerische
Funktionen sind bekannt und befinden sich in den Arbeiten Bigard-Keimel [1],
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Conrad-Diem [2], Meyer {7] und Portenier [8]. Alle diese Darstellungen beruhen
wiederum auf Darstellungen der betrachteten Vektorverbiinde als Verbinde stetiger,
numerischer Funktionen.

Das Zentrum Z(E) von E ist als die Menge aller Endomorphismen T e L(E)
definiert, welche die Eigenschaft besitzen, daB es eine natiirliche Zahl m gibt, welche
von T abhidngen darf, so dafl [Tx| < mix] fir alle x € E gilt. Das Zentrum Z(E)
von E ist offensichtlich eine Subalgebra der Algebra M(E). Darstellungen des
Zentrums enthalten die Arbeiten Flosser-Gierz-Keimel [4], Flosser [5], Wickstead
[13] und Hackenbroch [5].

Unsere Methode unterscheidet sich sehr wesentlich von den Darstellungs-
methoden der genannten Arbeiten. Sie beruht auf einer neuen Hauptidealdarstellung,
in welcher nur die Hauptideale von E als Funktionenverbinde dargestellt werden.
Da Idealoperatoren alle Hauptideale von E invariant lassen, erweist sich diese
,,Jokale” Darstellung als sehr niitzlich fiir die Darstellung und Beschreibung der
Wirkung von Idealoperatoren auf F.

1. EINE HAUPTIDEALDARSTELLUNG AUF DEM RAUM
DER QUASIMAXIMALEN IDEALE

Es sei Q die Menge der quasimaximalen Ideale von E (s. Luxemburg-Zaanen
{6}, S.205) und & die Menge aller Hauptideale von E. Ein Ideal von E ist quasi-
maximal, falls es beziiglich der Eigenschaft, ein bestimmtes Element nicht zu ent-
halten, maximal ist. Zum Beispiel ist jedes maximale Ideal quasimaximal.

Wir wihlen ein festes Hauptideal H und eine Ordnungseinheit a von H.
Es bezeichne M, den Raum aller maximalen Ideale des Hauptideals A und Q
den Raum aller quasimaximalen Ideale von E, welche beziiglich der Eigenschaft,
das Element a nicht zu enthalten, maximal sind, jeweils versehen mit den entspre-
chenden Hiille-Kern-Topologien. Die Menge (0, ist unabhiingig von der Wahl
der Ordnungseinheit ¢ in H. Bekanntlich ist die Abbildung ¢, : Q@ - QO n H cine
Homd&omorphie zwischen den Riumen Q,; und 9,,. Mit Hilfe der Riume Q(Ke H)
versehen wir die Menge (Q der quasimaximalen Ideale mit der folgenden Topologie :
Eine Teilmenge O von ( ist genau dann offen, wenn O n Qy offen in Q, fiir alle
Ke % ist. Unter dem Raum der quasimaximalen Ideale von £ verstchen wir im
folgenden die Menge (, versehen mit dieser Topologie.

Es sei H wieder ein festes Hauptideal und u eine Ordnungseinheit von H
(alsc H = E,). Da E gleichmaBig vollstindig ist, ist der Vektorverband E,, versehen
mit der Ordnungseinheitsnorm p,, ein AM-Raum mit Einhett. Es bezeichne X,
die schwach®-kompakte Menge aller reellen Verbandshomomorphismen mit Norm !
auf dem Banachverband (E, , p,). Dann ist die Auswertungsabbildung x — X¥(X(f):- -
;- f(x) fur alle /e X,) ein Verbandsisomorphismus von E, auf den Vektorverband
C(X,) der reellwertigen, stetigen Funktionen auf dem kompakten Hausdorffraum X, .
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Ferner ist die Abbildung p: X, » My, definiert durch p(f) := f1({0}) e My fiir
alle fe X, , ecine Homdomorphie zwischen den Riumen X, und M, (s. [6], S. 311).
Wenn wir die Menge Q, mit der Menge X, identifizieren, dann erhalten wir mit Hilfe
der Homdomorphien ¢, und p~', daB das Hauptideal H verbandsisomorph zum
Vektorverband C(Q,,) ist, wobei der Einsfunktion auf @, die Ordnungseinheit u
entspricht. Wir kénnen daher das Hauptideal H mit dem Vektorverband C(Qp)
identifizieren.

Wenn wir in jedem Hauptideal Ke § eine Ordnungseinheit v, wihlen, dann
kann nach dem Vorhergehenden das Hauptideal K mit dem Vektorverband C(Q,)
identifiziert werden. Im folgenden nennen wir eine solche ,lokale’” Darstellung
von E eine Hauptidealdarsteliung von E auf dem Raum der quasimaximalen
Ideale von E und bezeichnen sie mit (Q, 9, (ux)xecs). Diese Darstellung ist bis auf
die Wahl der Ordnungseinheiten u, eindeutig bestimmt.

2. DIE ALGEBRA DER IDEALOPERATOREN

Mit Hilfe einer Hauptidealdarstellung von E konnen wir fiir die Algebra der
Idealoperatoren den folgenden Darstellungssatz beweisen.

THEOREM. Es sei E ein archimedischer, gleichmdifig vollstindiger Vektor-
verband. Dann ist die Algebra M(E) der Idealoperatoren auf E algebraisch — und
verbandsisomorph zum Vektorraum C(Q) der reellwertigen, stetigen Funktionen auf
dem Raum Q der quasimaximalen Ideale von E, versehen mit der kanonischen Algebra—
und Ordnungsstruktur.

Es sei T e M(F) und f; diejenige Funktion in C(Q), welche dem Operator T’
bei der erwiahnten Isomorphie entspricht. Ferner sei (Q, 9, (ux)gxes) eine Haupt-
idealdarstellung von E, H ein Hauptideal von E, x € H, f, € C(Qy) die dem Element x
entsprechende Funktion und fT:(,QH die Einschrankung von f; auf Q4. Dann ent-

spricht dem Element Tx die Funktion fT‘QH-fx € C(Qy); dies bedeutet, die Wirkung
von T kann als Multiplikation mit einer stetigen Funktion beschrieben werden.

Beweis. Es sei T e M(F). Auf die gleiche Weise wie Flosser-Gierz-Keimel [4]
bestimmen wir im néchsten Abschnitt die Funktion f,e C(Q).
Das Element Q € Q sei maximal beziiglich der Eigenschaft, das Element g € E

nicht zu enthalten. Dann ist das von Q und a erzeugte Ideal O das kleinste Ideal,
welches Q echt enthilt. Es ist daher Q,/Q eindimensional. Da T alle Ideale invariant
14Bt, induziert 7' den folgenden Endomorphismus T auf 0/0: f(x +Q)=Tx+Q
fir alle x in Q.

Da Q./Q ecindimensional ist, existiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl

f+(Q), so-daf} f(x -+ Q) = fr(Q)x + Q) fiir alle x e O gilt.
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Nun wihlen wir ein festes Hauptideal H und identifizieren es mit dem Vektor-
verband C(Qy). Die Einschrinkung von T auf H definiert einen Idealoperator
auf C(Oy), welchen wir wieder mit T bezeichnen und welcher sich bekanntlich in
der Form

1) Tf = TeQ” -f

fir alle f e C(Qy) darstellen 1aBt, wobei e, die Einsfunktion auf Q bezeichnet.
H

Sei Q,eQy und Q, das von 0, und uy erzeugte Ideal. Dann existiert eine

eindeutig bestimmte reelle Zah! s(Q,), so daB in dem eindimensionalen Quotienten-
verband H/(Q, n H) die Bezichung

2 Tx+ QonH=s5(Q,) (x + Qy N H)

fir alle x e H gilt.
Da Q,nH mit dem maximalen Ideal {f e C(Qy): f(Q,) = 0} von C(Qg)
identisch ist, erhalten wir aus (1) und (2) die Gleichung T ey (o) = s(Qy)-
H

Dies bedeutet insbesondere

)] Tuy + QN H = TeQH(Qn) (uy + Qo 0 H).

Nach Definition von f; gilt in Q,/Q, die Gleichung

(4) Tuy + Qy = f1(Qo) (ux + Qo).

Aus den beiden Gleichungen (3) und (4) ergibt sich iiber eine leichte Rechnung
T eQH(QO) = f1(Q,). Wir erhalten somit f Tigy = TeQH. Die Gleichung (1) bedeutet
daher, daB sich der Operator T auf den Hauptidealen in der im Theorem ange-
gebenen Form darstellen 1a06t.

Da fiir alle Ke $ die Funktionen Teax auf Q stetig sind, ist die Funktion f7
auf dem Raum Q offensichtlich stetig.

Es bezeichne & die Abbildung T — f; von M(E) nach C(Q). Mit Hilfe der
vorher angegebenen Darstellung von T auf den Hauptidealen ist leicht zu zeigen,
daB @ ein injektiver, bipositiver Algebrahomomorphismus von M(E) nach C(QQ)
ist. Es bleibt nur noch die Surjektivitit von @ nachzuweisen.

Es sei fe C(Q), xe He H und g, die dem Element x entsprechende Funktion
in C(Qy). Dem Element x ordnen wir das Element

Tjx:=/, €€ CQn) (cHSE)

zu. Wir zeigen, daB} diese Zuordnung x — Tx nicht von der Wahl von H abhiéngt,
also wohl definiert ist. Es sei X ein Hauptideal mit x € H < K. Mit THx bzw. T fx
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bezeichnen wir die Elemente, die wir unter Benutzung des Ideals H bzw. des Ideals
K bei der vorhergehenden Zuordnung erhalten. Es geniigt nun zu zeigen, dal3
T{x = TXx ist.

Es bezeichne ¢ die Injektionsabbildung von H in K. Wir identifizieren H mit
C(Qy) und K mit C(Qy). Wir miissen also ¢(TFx) = T¥¢(x) zeigen.

Es sei 0, :={0eQx: ¢@um)(Q) >0} und Q,e0,, .Danmnist @,nkK
ein maximales Ideal von K. Da o(uy) (Q,) > 0 ist, ist ug ¢ Qo N A" und vy ¢ Q,.
Da H in K enthalten ist und Q,n K ein maximales Ideal von K ist, ist Q,nN H
auch ein maximales Ideal von H. Es gilt daher Q, € Q; und somit 0,,[]r < Q-

Als Vektorverbandshomomorphismus 1Bt sich die Abbildung ¢ bekanntlich
folgendermafBlen darstellen: Es gibt eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung

W : OMH nd QH’
so daf

fi o,
o(g)Q) = @(uy) (Q) gW(O)) ir Qe0,,
0 fir QeQy, Q¢ 0.,
fir alle g & C(Qu) gilt.
Da aber QnH = (Q N K)nH ist, ist die Abbildung  die Identitit auf O, .
Es gilt daher

¢un) (@) (f(Q) g(Q) fir Qe Oy,

(p(fm"'gx) (Q) = {0 fiir Q = QK’ Q ¢ Ouﬂ

und

. _[£(©) 0lun) () £0) fiir Qe O,
(f g, 9(8) (@) {0 | oo oo,

Es ist also (p(me &) = f,QK -¢(g,). Dies bedeutet o(THx) = T¥o(x).

Mit Hilfe der Hauptidealdarstellung ist leicht zu verifizieren, daB T, e M(E)
und @7, = f gilt. Es ist also & surjektiv. Q.E.D.

Es sei A eine kofinale Teilmenge des positiven Kegels E,. von E, d.h.,a > 0
fur alle @ € A und zu jedem Element x € E_ gibt es ein a € 4 mit x < a. Ferner sei
9% :={He$:H=E,fir ein Element ae 4}, Q* := |J Qy und

HEg*

T*:={0 = Q* : 0nQy ist offen in Qy fiir alle He $*}.

Dann ist 7* eine Topologie auf Q*. Wie im 1. Kapitel kann auch hier jedes
Hauptideal H € $* mit dem Vektorverband C(Qy) identifiziert werden. Eine nacht-
ragliche Betrachtung des vorhergehenden Beweises zeigt, daB man den Raum Q
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durch den topologischen Raum Q%, versehen mit der Topologie J %, ersetzen kann.
Dies bedeutet, dal die im Theorem iiber C(Q) gemachten Aussagen sinngemif3
auch fiir C(Q*) gelten. Es ist also M(E) auch algebraisch—und verbandsisomorph
zu C(Q%).

Aus diesem Grunde braucht man z.B. bei den Vektorverbinden C(K) in
diesem Zusammenhang nur die Menge der maximalen Ideale zu betrachten, und
nicht die Unmenge der quasimaximalen Ideale.

In Wickstead [14] wird bewiesen, daB fiir Banachverbinde E, M(E) = Z(E)
gilt. Mit dem folgenden neuen Beweis konnen wir zeigen, dall diese Aussage sogar
fiir Fréchetverbinde wahr ist.

SATZ. Es sei E ein Fréchetverband. Dann gilt M(E) = Z(E).

Beweis. Da jeder Idealoperator ordnungsbeschrinkt ist, ist er Differenz zweier
positiver Operatoren. Es gentigt daher zu zeigen, daB jeder positive Idealoperator
zum Zentrum gehort.

Es sei Te M(E) und T > 0. Dann ist T ein stetiger Endomorphismus von E
(s. Schaefer [9], Kap. V, 5.5 und 5.6).

Fiir jede natiirliche Zahl n sei A,:= {xe E, : Tx < nx}. Dann ist jedes Ax

abgeschlossen. Ferner gilt £, = GA,,, und E_ ist ein vollstindiger metrischer
n=1
Raum. Nach dem Satz von Baire gibt es eine natfirliche Zahl #,, ein Element x, € An,
und eine reelle Zahl r > 0, so daf3 Ay, die Kugel §:= {xeE, :d(x,x) <1}
von E, enthilt, wobei d(-,-) die Metrik auf E bezeichnet. Es sei y € E. . Dann
existiert eine reelle Zahl ¢ > 0 mit z := gy + x,e S. Hieraus folgt Tz < n,z. Da
die Einschrinkung von T auf das Hauptideal E, ein Idealoperator von E, ist und
da 0 < gy < z ist, gilt T(ey) < ny(ey) und somit Ty < nyy. Es ist daher T'x < nyx
fiir alle x € E, . Dies bedeutet, daB 7" zum Zentrum gehort. Q.E.D.

Topologische Rdume mit der Eigenschaft, dafl auf ihnen reellwertige, stetige
Funktionen stets beschrankt sind, nennt man pseudokompakt.

FOLGERUNG. Der Raum Q der quasimaximalen Ideale eines Fréchetverbandes
E ist pseudokompakt.

Beweis. Angenommen, { sei nicht pseudokompakt. Dann gibt es eine unbe-
schriankte, nichtnegative, stetige Funktion f auf . Der der Funktion f entspre-
chende Idealoperator T liegt im Zentrum. Es existiert daher eine natiirliche Zahl m
mit 0 € T, < ml, wobei I die Identitét auf E bezeichnet. Hieraus folgt 0 < /' < me,,
was ein Widerspruch ist.

Zum SchluB3 wollen wir noch eine Anwendung des Theorems fiir Verbands-
homomorphismen erwahnen.
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ANWENDUNG. Es seien E und F archimedische, gleichmifBig vollstindige
Vektorverbiande. Ferner sei T ein Vektorverbandshomomorphismus von E nach F
mit der Eigenschaft, dal das vom Wertevorrat T(F) erzeugte Ideal ganz F ist. Es
bezeichne QF bzw. QF den Raum der quasimaximalen Ideale von E bzw. von F.

Es sei 9% :={F,: ve T(E)N\{0}} und QF:= U Qf, verschen mit

Heg®

der Topologie *. Der Operator T induziert die folgende stetige Abbildung ¢,
von Q% nach QF :

0 9(0) == T"(Q)

fir alle @ e QF . Mit Hilfe von ¢, definieren wir die Abbildung 7° : C(QF) - C(Q%)
durch T°f :== foq, fir alle fe C(QF). Da die Menge T(E,)\{0} kofinal im
positiven Kegel von Fist, konnen wir die Algebra M(E) mit C(QF) und die Algebra
M(F) mit C(QF) identifizieren. Dies bedeutet, 7° kann als eine Abbildung von
M(E) nach M(F) betrachtet werden. Damit kdnnen wir nun ein Ergebnis von
Wickstead [12] liber Verbandshomomorphismen und Zentren von Banachverbinden
wie folgt verallgemeinern:

Die Abbildung 7° ist cin Algebra—und Verbandshomomorphismus von
der Algebra M(F) in die Algebra M(F).

Ferner gilt T/, = /. und

ToS=TS-T fir alle Se M(F).
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