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LE COMPLETE DES OPERATEURS FERMES
A DOMAINE DENSE POUR LA METRIQUE DU GAP
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Communicated by Florian-Horia Vasilescu

ABSTRACT. The set LR(H) of closed linear relations on a separable Hilbert
space H (i.e. the set of all closed linear subspaces of H @ H of infinite di-
mension and codimension) contains the set G(H) of the graphs of all closed
densely defined linear operators on H. Equipped with the “gap” metric g,
LR(H) is a complete metric space. In this paper we establish a certain
number of properties of LR(H) and we caracterize the closure of G(H) in
LR(H), providing thus a completion of the set C(H) of all closed densely
defined linear operators on H.
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Soit H un espace de Hilbert séparable. Notons B(H) algebre des opérateurs
linéaire bornés sur H, C(H) 'ensemble des opérateurs fermés & domaine dense sur
H et LR(H) I'ensemble des relations linéaire fermées sur H (c’est & dire I’ensemble
des sous-espace linéaires fermés de H @ H de dimension et codimension infinies).
On munit LR(H) de la métrique g (métrique du “gap”): si E, F € LR(H) on pose
g(E, F) = |Pg — Pr|| ot Pg, Pr sont les projections orthogonales dans H @ H sur
E et F respectivement. Muni de cette métrique LR(H) est un espace complet. Si
A € C(H), notons D(A) son domaine et G(A) = {(u, Au) | uw € D(A)} son graphe.
Alors C(H) s’injecte naturellement dans LR(H) par 'application A — G(A).

La théorie spectrale dans C(H) souffre, par rapport a celle dans B(H), du
fait que C(H) n’est pas complet, d’out des difficultés pour parler du spectre &
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Iinfini. On peut remédier & ce défaut en considérant le complété dans LR(H) de
C(H), identifié & son image par l'injection, ce qui permettra de “banaliser” le point
a linfini (par exemple, si £ € LR(H), alors I’espace propre associé a la valeur

propre oo est E N Hy ou Hy = {0} @ H). Posons:

dim(E N Hy) — dim(E* N H,)
si max{dim(E N Hy),dim(E+ N Hy)} < +o0,
ind; (E) =< 4+oc0  si dim(EN Hy) = oo et dim(E+ N Hy) < +oo,
—oco s dim(EN Hy) < +oo et dim(E+ N Hy) = +oo,
0 si dim(E N Hy) = dim(E*+ N Hy) = +o0;

dim(E N Hy) — dim(E* N H))
si max{dim(E N Hy),dim(E+ N Hy)} < 400,
indz(E) = +oco s dim((EN Hy) = +oc et dim(E+ N Hy) < +oo,
—oo st dim(E N H) < 400 et dim(E N Hy) = 400,
0 si dim(E N Hy) = dim(E+ N Hy) = +o0.

Enfin on dira que E est semi-bornée si:
E + Hy est fermé et min{dim(E N Hy), dim(E+ N H;)} < +oo0.

On notera SB(H) l'ensemble des relations linéaire semi-bornées sur H. En

outre, on dira que F € LR(H) est semi-Fredholm si:
E + H; est fermé et min{dim(E N H;),dim(E+ N Hy)} < +oc.
On notera SF(H) 'ensemble des relations semi-Fredholm sur H. Les principaux

résultats de ce travail sont énoncés dans les théoremes suivants:

THEOREME 33. SF(H) est un ouvert de LR(H) et lapplication E € SF(H)

— ind (E) est localement constante.

COROLLAIRE 35. SB(H) est un ouvert de LR(H) et lapplication E €
SB(H) — inda(E) est localement constante.

Ces deux résultats généralisent des résultats bien connus sur les indices

d’opérateurs.
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THEOREME 36. Le complété de C(H) dans LR(H) (qui est aussi le complété

de B(H)) est le complémentaire dans LR(H) des relations linéaire semi-bornées
E telles que inda(E) # 0.

THEOREME 50 et 38. SB(H) est dense (et ouvert) dans LR(H) et B(H)
est un ouvert dans LR(H), dans lequel indo(E) = 0.

DEFINITION 1. Soit £ € LR(H) on pose:

D(E)={x€ H|3y € H et (z,y) € E} appelé domaine de E.

R(E)={y€ H |3z € H et (z,y) € E} appelé image de E.

N(E)={x € H| (z,0) € H} appelé noyau de E.

On dira que E est quasi-bornée si D(E) est un sous-espace fermé de H.

E est dite semi-bornée si E est quasi-bornée et min{dim(E+ N H;), dim(E N
Hy)} < +o0o avec Hy = H® {0} et Hy = {0} @ H. On notera Py et P, respective-
ment les projections orthogonales sur Hy et Ho.

REMARQUE 2. Soit E un élément de LR(H). Alors E est le graphe d'un
opérateur fermé A de H dans H a domaine dense si et seulement si:
E+nH; = {0} et ENHy = {0};
E est le graphe d’un opérateur borné défini sur tout H si et seulement si:
g(E,Hy) <1

ce qui est équivalent a:

ENHy,=E*NH; ={0} et D(E) est fermé.

LEMME 3. Soit A et B deuz éléments de B(H) avec R(A) fermé. Alors
R(AB) est fermé si et seulement si R(B) + N(A) est fermé.

Preuve. < soit {u,} C H une suite telle que ABu,, converge vers w € H.
Alors v,, = (1—Pn(a)) Buy, converge vers v € H car R(A) fermé; v,, € R(B)+N(A)
et donc v € R(B) + N(A). D’ot w = Av € R(AB).

= Soit {v,} € R(B) 4+ N(A) une suite qui converge vers v € H. Alors
wy, = Av, converge vers Av = w € R(AB) et donc il existe u € H telle que
Av = ABu d’ott v — Bu € N(A). Doncv € R(B) + N(A). 1
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COROLLAIRE 4. Soit E € LR(H). On note Pg la projection orthogonale de
H® H sur E. Alors:

D(E) est fermé si et seulement si E 4+ Hy est fermé;

R(E) est fermé si et seulement si E + Hy est fermé.

Prewve. R(Py), R(Ps) sont fermés. Donc d’aprés le lemme 3 on voit que
D(E) est fermé si et seulement si R(P;Pg) est fermé, ce qui est équivalent &
R(Pg)+ N(P1) = E + H, est fermé; R(E) est fermé si et seulement si R(P2Pg)
est fermé, ce qui est équivalent & R(Pg) + N(P2) = E + H; est fermé. 1

DEFINITION 5. Si E, F € LR(H), on pose:
5(E,F) = (I - Pr) Pg|
(B, F) = [[(Pg — Pr)l(xny)ll
avee X = (ENFYH et Y = (FNEY)" .

PROPOSITION 6. La définition de € est équivalente a celle de [’écartement
de deuzx sous-espaces fermés donnée dans la définition 1.2.1 de [8].

Preuve. On note (-;-) le produit scalaire dans H. Il faut montrer que pour
M et N deux sous-espaces fermés de H, on a:

§(M,N) =e(M,N)

ot M = Mn(MNN)L. Or, §(M,N)=56(M,N), en effet N = (NNM*)+ N
ce qui entraine que 1 — Py =1 — Pyqpye — Py D’ou

§(M,N) = |(P — PxPg; — Pyonrs P || = (P — PPl = 6(M, N)

car Pyny+ Py = 0. En outre, MANNt = {0} car Nt = N+ + N0 M~ et si
z=x+yeMN(MNNHL avecs € Nt ety € NN M+, ona (z;y) =0
et (z;y) = Hy||2 =0,car z € M et y € M+, ce qui entraine que y = 0; x €
(Nt M)n (M nNt)+ = {0}. Par conséquent: MNN+ = {0}. Par symétrie
entre M et N, on montre de la méme fagon que NnMt = {0}. On en déduit
alors (cf. le corollaire 1.2.4 de [8]) que:

§(M,N)=6(M,N) = g(M,N).
Montrons maintenant que (M, N) = g(M, N).
[(Prr = Pn)|xoy || = [(Par—Pn)Pxoy || = [(Py+Paunv: — Py — Pyoars ) Pxoy ||

car M = M+MNNL et N=N+NNM>L et les deux sommes sont orthogonales.
Or il est facile de voirque M C X NY et NCXNY,car M CY et NCX. On
en déduit que (M, N) = ||[Py — Px[l- 1
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PROPOSITION 7. Si E,F € LR(H) et U € B(H) est un opérateur unitaire,
alors:
(1) e(BS F) = &(B, F)
(2) e(U(E),U(F)) = e(E, F).

Preuve. Posons X = (EN FL)J' et Y =(FnN El)l. 11 suffit alors de remar-
quer que lorsqu’on remplace E par E+- et F par F-, X est remplacé par Y et Y
est remplacé par X:

e(BH FH) = /(1 - Pg) — (1= Pr)lynxll = |(Pe — Pr)lxay || = e(E, F).
Pour la seconde équation, il suffit de remarquer que Py gy = UPrU* et que
(UE)NUEFE)S N UFE) NUE)) =0XNY).
DEFINITION 8. Soit E € LR(H). Posons ¢ = ¢(FE, Hy). On définit
1 .
2(E) = 8—271 sie #0,

400 si non;

c(FE) est appelée la conorme de E.

PROPOSITION 9. Si E est le graphe d’un opérateur A fermé a domaine dense,
alors ¢(E) est égale a la conorme de A, définie par:

[[Az||

re€D(A) ||JJH
z 1l N(A)

(¢f. la définition TV.1.3 de [4] et le IV.5 de [5]).

c(A) =

Preuve.
| PoPE(z,y)|l

c(PoPr) = in
(PePp) = o e @0l

Mais N(P,Pg) = E+ + (EN Hy), donec N+ (PoPg) = EN(EN Hy)" et donc
PP,
C(PQPE) _ inf || 2 E(fE,]J)H
@yernEnm)* (@)l
Posons ¢ = ¢(P,Pg). Alors si E est le graphe d’un opérateur A, on a:

2
2 [ Az|

- 2eDA) |z|® + || Az|?
zlN(A)

Dot ¢? = ¢?(A)/(1+c*(A)), il suffit alors d’utiliser I'identité ¢?(Py Py )+e%(M, N) =
1. (cf. la proposition 1.2.2 de [8]). 1
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PRrOPOSITION 10. Soit E € LR(H), S et T respectivement les projections
orthogonales sur E N Hy et sur E+ N Hy. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) ¢(E) > 0;

(ii) E+ Hy est fermé (R(E) est fermé);

(iii) il emiste deuz projections Q et R respectivement sur E N (E N Hy)t et
(ENHy)* N Hy, telles que | =Q + R+ S +T et

1+ c2(E)
c(E)

Preuve. 11 suffit de prendre M = FE et N = Hy; dans la proposi-
tion 1.3.2 de [8]. 1

3) 1QIl = IRl =

COROLLAIRE 11. Soit E € LR(H). Alors,

(4) [t > e(B)[1 = Paelsll V(s,t) € E.

Preuve. Notons P» la projection orthogonale sur Ho, X = (E'N Hl)J‘ et Y =
(E+ N Hy)"
(5,t) = ([1 = Py(pyls, t) + (Pn(g)s,0)

et il est facile de voir que ([1 — Py(p]s,t) € X NY.
(P — P)([1 — Pn(gyls,t) L (Pg — P2)(Pn(g)s,0).
En effet:
(Pe — P2)([1 = Py(g)ls;t) = ([1 = Pn(p)]s,0), (Pe — P2)(Pyn(g)s,0) = (Pyn(g)s,0)

Finalement on obtient:
2 2 2
[(Pe — P2)(s,)[I” = [[(Pe — P2)([1 = Pnm)ls, OII” + | (Pe — P2)(Pn(g) s, 0)
d’ou
Isl* < €21 = Prcalsll® + €[t + || Pasys?
ce qui entraine que

1-— 52(E, HQ)

1-P 2 <P
62(E7H2) H[ N(E)]SH || ||
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- 1-— 62(E,H2)

Or ¢*(E) = . P § t:
r c*(E) (5. 0) ar conséquen

AEL = Pysl® < [1e”.

DEFINITION 12. Soit E, F € LR(H). Posons:

E+F = {(x,y + 2) tel que (v,y) € E et (z,2) € F}.
E+F = {(z,y — 2) tel que (z,y) € E et (x,2) € F}.
EF = {(z,2) tel que 3y € H,(z,y) € F et (y,2) € E}.

Notons que si E = G(A), F = G(B) ou A, B € B(H) alors:

E+F=G(A+B), E+F=G(A-B), EF=G(AB).

PROPOSITION 13. Si E € LR(H) et F = G(A)ou A est un opérateur borné,
alors:

(i) E+F,E+F € LR(H);

(ii) EF est un sous-espace vectoriel fermé.

Preuve. Montrons (i). E+G(A) est fermé. En effet, si {(xn,y, + Az,)} C
E+G(A) converge vers (u,v) € H @ H, alors {(z,, Ax,,)} converge vers (u, Au),
puisque A est borné et donc {(z,,y,)} converge. Comme E est fermé, alors
on en déduit que {(z,,y,)} converge vers (u,w) € E. Par conséquent (u,v) =
(u, Au+w) avec (u,w) € E. Montrons maintenant que dim(E) = dim(E+) = +o0.
On considere I'isomorphisme suivant entre E+G(A) et E:

(2,y) ~2 ®(z,y) = (z,y + Ax).

De la bijectivité de ® on en déduit que dim(E+F) = +oo. De méme on construit
I'isomorphisme suivant entre (E+F)* et E+:

v *
(z,y) — ¥(z,y) = (z + A"y, y).
Cet isomorphisme envoie (E—T—F)l dans E+, car si (u,v) € E et (z,y) € (E+F)*:

(x+ A%, y) ;5 (w,v)) = (+ A"ysu) + (y;v)
= (z;u) + (y; Au) + (y;v)
= ((x,y);(um—i—Au)} =0,

puisque (x,y) € (E+F)*. En outre, il est facile de voir que ¥ est linéaire et
injective. Montrons que W est surjective. Soit (u,v) € E+. Siz = u — A*v et
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y = v, on vérifie facilement que ¥(z,y) = (u, v). Il reste & montrer que (x,y) ainsi
défini est un élément de (E+F)L. Soit (s,t + As) € (E+F).

((u— A*v,v); (s, t+ As)) = (u; 8) + (v;t) = ((u,v);(s,t)) =0,

car (u,v) € E+ et (s,t) € E. (E+F)* et E* sont donc isomorphe et dim(E—T—F)L
= 400

Montrons maintenant (ii). Si (z,z2),(s,r) € EF, alors il existe y,t € H
tels que (z,y) € F,(y,z) € E et (s,t) € F,(t,r) € E. E et F sont deux des
espaces vectoriels, donc (z + s,y +t) € F et (y+t,z+r) € E. Par conséquent
(x+ s,z + 1) € EF. De la méme fagon on montre que si A € C et (z,y) € EF,
alors (Az, \y) € EF, d’ou EF est un sous-espace vectoriel.

Montrons que EF est fermé. Soit {(u,,v,)} une suite de FF qui converge
vers (u,v) € H® H. 1l existe {w,} C H telle que (un,wy) € F et (wy,v,) € E.
F est le graphe d’un opérateur borné A, donc w, = Au,, d’ou la suite {Au,}
est convergente vers Au. La suite {(u,, Au,)} est donc convergente dans F qui
est fermé. Par conséquent elle converge vers (u, Au) € F. La suite {(Aun,vy)}
est donc convergente dans E qui est fermé, elle converge vers (Au,v) € E, d’on
(u,v) € EF. 1

DEFINITION 14. On dira qu’une relation linéaire E est semi-Fredholm si et
seulement si E + H; est fermé et min{dim(E N H;),dim(E+ N Hy)} < +oo0.

PROPOSITION 15. Si E = G(A) et A € C(H), alors A est semi-Fredholm si
et seulement si E est semi-Fredholm au sens de la définition 14.
En outre, on a ind(A) = indy (F) ot ind(A) est l'indice de Fredholm de A.

Preuve. 1l suffit de voir que R(A) est fermé si et seulement si G(A) + H est
fermé, en utilisant le lemme 3. &

DEFINITION 16. Soit E € LR(H) et E~! = J(E) avec:

()

E~! est une relation linéaire appelée la relation inverse de E.

PROPOSITION 17. Soit E € LR(H) et F = E~'. Alors E est semi-bornée
st et seulement si F' est semi-Fredholm et on a:

indy(E) = dim(F N Hy) — dim(F* N Hy) = ind; (F).

Preuve. Evidente. 1
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PROPOSITION 18. Si E,F € LR(H) telles que E est semi-Fredholm et Pg —
Pr est compact, alors F' est semi-Fredholm.

Preuve. Supposons que dim(E N H;) < 400 et montrons que dim(F N
H;) < 400. Supposons le contraire. Alors il existe un systéme orthonormé infini
{(un,0)} C FNH; N (ENH;)" et on a:

()1 = (1 = Pg)(n, O)|I* + || Pr(un, 0
= [I(1 = Pg)(un, OI* + || P Pr (un, 0) |
= |(1 = Pg)(un, OI* + || P Py, (un, 0"

[I(un, O)II*

<= Pe)(wn, O + 57

Par conséquent:

10— Pe) o, 0 > () [

et comme

(1 = Pr)(un, 0)[1* = [|(Pe — Pr)(un, 0%,

il existe une sous-suite qu'on note {(an,0)} telle que {||(Pg — Pr)(an,0)||*} con-
verge, puisque Pg — Pr est compact. La suite {(a,,0)} est donc convergente. Con-
tradiction. Par conséquent dim[F N Hy N (E N Hy)"] < +o00, dott dim(F N Hy) <
+00. Posons S = F+ Hy;N(ENH;, +FNH;)" et montrons que S est fermé. Soit
{(tn,vy)} une suite de S qui converge vers (u,v) € H® H. (up,v,) se décompose

d’une maniere unique sous la forme:
(una vn) = (5n7 tn) + (I’na 0)

avec (sp,tn) € F et (1,,0) € HHN(ENH; + FNHy)*.
Montrons maintenant que {(z,,0)} est bornée. Sinon il existe une sous-suite
(qu’on notera encore {(z,,0)} sans perte de généralité ) telle que lirf [(2r, 0)]]
n—-rroo

= +o00. Or

(1 = Pg)(zn,0) _ (1 = Pp)(un,vn)  (Pr— Pg)(sn,tn)

1@, 0 [(za, 0)]| | (27, 0)]]
Comme la suite { ”((S; S)H } est bornée et Pg — Pp est compact, on en déduit sans

perte de généralité que la suite {(PF Lo )(S"’t”)} est convergente. Donc la suite

I (zn,0)
WM} est convergente. Comme (z,,,0) € Hy N (E N Hp)t, on en déduit

que ﬁg" 8;ﬁ est convergente. (Méme raisonnement que pour la suite (u,,0).) Donc
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la suite {“((5;’ O)H} C (EN Hyp)*t est convergente. Notons (z,0) et (s,t) les limites

respectives de ces deux suites. On a alors:
(z,0) = —(s,t) € FNH, N (FNHy)* ={0}.

On en conclut que (x,0) = (0,0), contradiction, puisque H H( 2n.0) ‘ =1.

(@n,0)]
Donc la suite {(z,,0)} est bornée, ce qui entraine que la suite {(s,,%,)} est

elle aussi bornée.
On a I’égalité suivante:

(1_PE)($m 0) = (1_PE)(unavn) (PF_PE)(Sm n)

La suite {(Pr — Pg)(sn,t,)} admet une sous-suite convergente, encore notée
{(Pr — Pg)(sn,tn)}, sans perte de généralité. Donc la suite {(1 — Pg)(z,,0)}
est convergente et comme plus haut, la suite {(z,,0)} est convergente (notons
(x,0) sa limite, (z,0) € Hy N (EN Hy + F N Hy)bY) et par conséquent la suite
{(8n,tn)} est convergente. Soit (s,t) € F sa limite. (u,v) = (s,t) + (z,0) € S,
d’ot1 S est fermé et comme dim(EN H; + FNHy) < 400, F + Hy est fermé. Alors
dim(F N Hy) < +oo entraine que F est semi-Fredholm.

Si, par contre, dim(E N H;) = 400, on travaille avec E+ au lieu de E, et Ho
au lieu de H;. 1

COROLLAIRE 19. Si E,F € LR(H) telles que E est semi-bornée et Py — Pp
est compact, alors I est semi-bornée.

Preuve. Conséquence immédiate de la proposition 18. I

PROPOSITION 20. Soit E € LR(H) et F = G(A) le graphe d’un élément de
B(H) on a:

9(E+F,E) < || Al

Preuve. D’aprés la proposition 13, E4+F est une relation linéaire. Soit
(z,y) e H®H, ||(z,y)|| < 1. Posons PE_;_F(x,y) = (u,w+ Au) et Pr(z,y) = (a,c)
avec (u,w) € E et (a,¢) € E. On a alors (u —a,w—c¢) € E; (u—a,w—c+ A(u—
a)) € E+F. Si M est un sous-espace vectoriel fermé et € H on a Yy € M,
(Pyx —x;y) =0, dot,

{(x—u;u—a)—l—<y—w—Au;w—c+A(u—a)>:0;
(x—aju—a)+ (y—c;w—c)=0.

Par conséquent:

—Ju—al*+ (¢ —w— Au;w—¢) + (y —w — Au; A(u — a)) = 0
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d’ou on en déduit que:

le = al® + e = w — Aul?
=(y—w—Au;A(u—a)) — (¢ —w — Au; Au)
<y —w = Aull flu — al [|A[l + lle — w — Au] [lu]] | Al

2 2 2 2
< 1Al lle = w — Aull® + Jlu — a1y — w — Au|]® + [u]>

Or
2 2
ly = w— Au* + JulP = [(Ppyp — P )] <1

car g(E+F, Hy) < 1. Par conséquent g(E+F, E) < ||A]. &

DEFINITION 21. Soit E € LR(H). Posons:
E* ={(z,y) | Vs, t avec (s,1) € E, (z;y) = (t;2)}.

E* est une relation linéaire, appelée adjointe de F, et si on pose
0 il
Kk=( . "
—il 0

E* = K(E+) = K(E)*.

on a

PROPOSITION 22. Soit E et F' deux sous-espaces vectoriels de H@® H. Alors,
(5) E*+F* C (E+F)".
En outre si D(E) C D(F) et D{(E+F)*} C D(F*) alors E*+F* = (E+F)*
(6) E*F* C(FE)".

En outre si R(E) C D(F) et D((FE)*) C D(F*) alors E*F* = (FE)*.

Preuve. Soit (z,m) € E*. Alors Vu € D(E + F), Vs tel que (u,s) € E, on a
(u;m) = (s;2).

Si (z,n) € F* alors V(u,t) € F, (u;n) = (t;x). Donc (u;m+n) = (s+¢;x) et par
conséquent (z,m+n) € (E+F)*, d’ott (5). Si maintenant, D(E) C D(F) alors on
a EC (EYF)+F don (E+F)*1F* C (E4+F)FF)* C E*. Etsi D(E4F)*) C
D(F*), alors (E4+F)* C{(E+F)*+F*}4+F* C E*+F*, dou (E+F)* = E*+F*.
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Soit (z,y) € E*F*. Alors 3z € H tel que (z,2) € F* et (2,y) € E*. En
outre ¥(s,t) € FE, Ju € H tel que (s,u) € E et (u,t) € F. Donc (u;z) = (t;x)
et (u;z) = (s;y) et on a:

(s;y) = (t;x) V(s,t) € FE.

Par conséquent, (x,y)

Si maintenant, D{(FE
tel que (z,z) € F* et (z,9)
car R(E) C D(F). Dou E
E*F*=(FE)*. 1

(FE)* ce qui entraine (6).

} € D(F*). Soit (z,y) € (FE)* alors il existe z € H
€ (FE)*(F*)~'. Donc (z,y) € (F-'FE)* C E*
C F7'FE et par conséquent (FE)* C E*F* et

€
)t

PROPOSITION 23. Soit E € LR(H). Alors,
E(la*7 HQ) = E(E, HQ)
c(E*) = ¢(E).

Preuve.
e(E*, Hy) = e(K(E1),Hy) = e(E+, Hy) = e(E, Hy)

en utilisant la proposition 7. 1

PROPOSITION 24. Soit E,F € LR(H) et posons N1(E) = N(E) @ {0} et
Ny(F)=EnNH;. Alors:

*(F)
14 ¢2(F)

Preuve. Comme Ny(E) = EN H; et Ni(F) = F N Hy, alors il suffit de
prendre M = E, M’ = F et N = H, dans la proposoition 1.3.4 de [8]. 1

(7) 8*(N1(E), N1(F)) < (B, F).

PROPOSITION 25. Soit E € LR(H) telle que dim(EN Hy) = dim(E+ N Hy).
On pose:

X =(ENHy)" NE,

Yae{0}=E'nH
et

{0}® Z = EN Hs.

Si on note Q = Pgping,+enm, ¢t W une isométrie partielle de noyau Y+, qui
envoie Y sur Z, alors Py = Px + Pgw/1)Q@ est une projection orthogonale sur le
graphe d’un élément Ay € C(H).
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Preuve. On rappelle que si A est un opérateur alors la projection orthogonale
sur le graphe de A est donnée par la matrice de Stone (cf. le lemme 3.14 de [2]):

b _( Ba ARa
AT\ ARs 1-Ru.

avec R(A) = (1+ A*A)™' € B(H). Donc si W est une isomitrie partielle, la
projection orthogonale sur le graphe de W/t est donnée par:

1 e t v
- oW W ew

(8) Powy = , .
eV e

Montrons que R(Pguw/)@Q) € R(Q). En effet, WW* = Pz et W*W = Py.
Y(z,y) € H® H, soit (a,b) = Q(x,y). Alors (a,0) € E- N Hy et (0,b) € EN Hy
et:

t

1 t 1
P, b :( _ W*Wa + ——W*b ; W WW*b)
Gowola,b) = (@ = 7 WWat = Wb g Wat 175

et on a (W*b,0) € E+ N Hy, (0,Wa) € ENHy, W*Wa =a et WW*b=b. Alors
Pow/tQ = QPgw/y) @ est un opérateur auto-adjoint et:

Paw/nQPaw/h@ = Paw/)Q-

Donc Pgw/)@ est une projection orthogonale.

Enfin R(Px) et R(Pgw/+) @) sont orthogonaux, ce qui entraine que P; est
une projection orthogonale.

Par ailleurs R(P;) est le graphe d’un opérateur fermé a domaine dense. En
effet, R(P;) N Hy = {0} car si Jy tel que (0,y) € R(P;) N Hy et:

Si on pose Px(0,y) = (a,b) et Pouw/nQ(0,y) = (¢, Wc/t), alors ¢ = —a et
((a,b); (—a, —Wa/t)) = 0, ce qui entraine que |jal|* 4+ (b;Wa/t) = 0. En outre
(0,Wa/t) € (EN Hs) et (a,b) € X. Par conséquent ((0,Wa/t);(a,b)) =0, don
(Wa/t:b) =0 et donc ||a]|®> = 0, cest & dire que a = 0.

On en déduit alors que b = y et Px(0,y) = (0,y), d’ott (0,y) € X et y =0.
D(R(P;)) est dense dans H. En effet, D(R(P,)) = D(E)+Y ou Y = D(E)*.

PROPOSITION 26. Soit E € LR(H) semi-bornée telle que inda(E) = k.
Alors E* est une relation semi-bornée et inda(E*) = —k.

Preuve. 1l suffit d’écrire la définition de E* et de calculer inda(E*). 11



82 YAHYA MEZROUI

PROPOSITION 27. Soit E € LR(H) telle que dim(E N Hy) = dim(E+ N Hy).
Alors, il existe une application continue de [0,1] dans C(H) (t — {A¢}) telle que:

(9) lim g(G(4,), B) = 0.

Preuve. Soit {A;} donnée par la proposition 25. Alors si ¢ et r sont diffirents

de zéro on a:

9(Ey, Ep) = |Pow/p@ — Paowm QI < | Paw)yy — Paw)n)ll
< W™ —r W < [t —r|[WX]

< |Paaw+) — Pagw+)

car g(A, B) < ||A — Bj|, dans le cas ou A et B sont deux opérateurs bornés, (cf.
le corollaire 5.2 de [6] et la proposition 20) et 'inverse de Moore-Penrose de tW*
est W/t. 11 suffit alors d’utiliser le (3) du corollaire 3.5 de [9].

Sit=0,

9(E, Et) = ||Px + Penu, — Px — Paow/o)Qll = 1P (enm,) — Paowv/nQll-

Or Penp,@ = P2Q = Pgap,. Soit (z,y) € H® H, tel que ||(z,y)|| < 1. Alors

1PQ(z,y) — Paw/oQz,y)ll = [(0,y2) — (a, Wa/t)|| avec Q(x,y) = (z2,y2) et
d’aprés la définition 21,

(2,y2) = (a, @) + (%W%,—c) = (a, @) + (b, —tWD).

4
On a alors:
> lal® blIZ & £2|1bl12 = 2 2 < 1.
llal™ + 5=+ 1ol + 7Hol™ = llz2f” + [ly2ll” < 1;
a

x2=a+b, y2:7_th_

De la premicre équation, on tire que ||a/|®> < 2 et donc tliﬁn la]] = 0. De la
— T 00
seconde équation, on tire que . ligrn IWa/t —ys2|| =0. 1
— T 00

PROPOSITION 28. Soit E € LR(H) semi-bornée telle que 0 < inda(E).
Alors, il existe une application ® qui satisfait les propriétés suivantes:
(i) t €10,1] W2, O(t) € LR(H) est continue;
(i) ®(¢t) est semi-bornée pour tout t € [0,1];
(iii) V¢t > 0, D(®(t))* N Hy = {0} (i.e. D(®(t)) = H).

Preuve. Posons EX N H; = X @ {0}, EN Hy = {0} @Y. Soit M un sous-
espace de Y tel que dim(M) = dim(X) (M existe car indy(F) > 0) et W une
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isométrie partielle de noyau X+ qui envoie X sur M. Posons Z = {0} & M+ NY,

Q1= Pginm,+{0yem et enfin:
(10) P = P gam,ytne + Poown@i + Px.

P, est une projection orthogonale sur une relation linéaire E;. En effet, il suffit de
remarquer que les trois termes qui interviennent dans l’expression de P; sont des
projections orthogonales sur des espaces deux & deux orthogonaux. (ENHy)*NE
est orthogonal & Z puisque Z C (E N Hs) et en utilisant la formule de Stone on
montre que R(Pgw/Q1) € R(Q1), dout Z L R(Pgw/nQ1), (EN Hy)tnE L
R(Pgw/4)@1) et Pew/@1 est une projection orthogonale.

Posons ®(t) = E; et montrons que ® est continue.

Continuité de ® au point ¢ = 0. Pp = P gy, Lnp+HEnm,) doug(E, E) =
| Proyort Q1 — Paowy o Qull-

En outre Poypnm Q1 = P2Q1 = Ppoyen done g(E, Ey) = [[P2Q1—Pow/n Q1 |-
Si (z,y) € H® H avec ||(z,y)|| < 1, posons Q1(x,y) = (x2,y2). Alors:

(0, 52) = Paowye) (2, y2)|?

1
= H ({EQ — 7W*W1'2 +

t 1
1412 142

W
T2t

2
Wy, W*Wys — y2) H .

t
1+41¢2

Par ailleurs W*W = Px et WW™* = Py, ce qui entraine que:

1 t t 2
e W'Wap 4 —— Wy, W W Wy — )H
H(” 142 Tty Ve Vit Ty Y2 b2
t\2 .
= (1) e + W gall” + [ W — tye]?].

Par conséquent:
}in%g(E,Et) =0.

Continuité de ® au t # 0. On procede de la méme facon que dans la propo-
sition 27 ce qui acheéve la démonstration de (i).

On voit que ®(t) est semi-bornée & aide du corollaire 19, puisque Pr — P,
est compact et (ii) est démontré.

(iii) découle directement de la définition de ®(t). &

COROLLAIRE 29. Si E € LR(H) telle que ind2(E) > 0, alors il existe une
application ® qui satisfait les propriétés suivantes:
(i) @ est continue de [0,1] dans LR(H);
(ii) ®(0) = E et ®(1) est une relation linéaire ¢ domaine dense dans H.

Preuve. 11 suffit de reprendre la construction de la proposition 28. 1
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PROPOSITION 30. Soit E € LR(H) a domaine dense non fermé D(E) dans
H. Alors 3{A,} CC(H) et lirf 9(G(A,), E) =0.

Preuve. D(E) admet un complément algébrique de dimension infinie. En
effet, D(E) @ {0} = R(P1(E)) et donc D(E) est un espace paracomplet (cf. la
définition 2.1.1 de [8]) ou “range space” si 'on adopte la terminologie de [3].
Supposons que D(FE) admette un complément algébrique D* de dimension m <
+oo. Alors D(E) et D* étant paracomplets, D(E)ND* = {0} et D(E)+D* = H
étant fermés, D(F) serait fermé d’apreés le lemme de Neubauer, (cf. [12] et [§]).

Contradiction.
1°" cas. dim(E N Hy) = n = dim(Y) < 400 ot {0} &Y = EN He. Soit
{e1,ea,...,e,} un systéme orthonormé et D* I'espace vectoriel engendré par les

ei, i =1,...,n tel que D* N D(E) = {0}. Posons X = EN (ENHy)". Alors
X est le graphe d’un opérateur A fermé de domaine dense D(A) = D(E). On
définit la suite d’opérateurs {A,,} sur D(A) + D* par: pour z € D(A) et y € D*,
Ap{z +y} = Az + mUy ou U est une matrice unitaire qui envoie D* sur Y. 1l
est clair que A,, est fermé car G(A,,) = G(A) + G(U) et dimY = dim D* < 400,
d’ott dim(G(U)) < 4o0.

La suite {G(A,,)} converge vers E. En effet, posons t = 1/m. Si (x, Az) +
(ty,Uy) € G(Ap,) et (x, Az) + (0,Uy) € E, alors:

I((z, Az) + (ty, Uy)) = ((z, Az) + (0,Uy))|* = ty]l* < U7 |Uy]>

Comme [[Uy|* < |(z, Az) + (ty, Uy)[)*, alors 6(G(An), E) < U] Par
conséquent:
lim §(G(An),E) =0.

m——+o0o

De méme on montre que:

11111 0(E,G(AnR)) =0,
ce qui entraine que
lim ¢(E,G(A)) =0.

m— 00

2°me cgs. dim(E N Hg) = 4+00. Posons {0} &Y = ENHy = dimY = +o0.
D(E) est dense non fermé et paracomplet. Il existe donc un sous-espace vectoriel
dense non fermé D* tel que D(E) N D* = {0} (cf. l'introduction de [7] et [13]).
D* est le domaine d’un opérateur fermé non borné B. On peut donc construire un
opérateur borné bijectif de Y sur D*, puisque dim(Y") = 400 et H est séparable.
Soit T cet opérateur et C' = T—1. C est alors un opérateur fermé de domaine dense
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égale & D*. En fait D* = R(Sp) ou Sp = /(1 + B*B)~! (cf. la proposition 1.2
de [10]) et on a ||| < 4oc.
On définit comme précédement une suite d’opérateurs {A,,} de domaine
D(E) + D* de la fagon suivante. Pour z € D, y € D*, A,,,(x +y) = Az + mCly.
On montre dans un premier temps que les A,, sont des opérateurs fermés.
Soit {xn}, {yn} telles que:

Tn +Yn — X,

Ap(zn + yn) = A(xy) + mCyy, et Az, L Cy,, done {Az,} et {mCy,} sont deux
suites convergentes. T" est borné donc {T'(mC,, )}(= {my,}) est convergente, d’out
{yn} est convergente. Par conséquent {z,,} converge vers un élément u € H. A est
fermé donc { Az, } converge vers un élément v = Au € H. D'onu € D(A) = D(E)
et v = Au et {y,} converge vers un élément r € H et {Cy,} converge vers un
élément s € H. Comme 'opérateur C est fermé, r € D* et s = Cr.

Par conséquent, z = u+r € D(E) + D* et y = A,z

Enfin de la méme maniere que dans le premier cas, on montre que:

—_

3(G(Am), E) < —|T|,

o(E,G(An)) < —|T1.

3|l~3

Donc lim g(E,G(A4,))=0. 1

m——+00

PROPOSITION 31. Soit E,F € LR(H) avec E + H;y fermé et N(E) = {0}.
Si F est telle que 62 = §*(F,E) < 2(E)/(1 + ¢*(E)) alors F + Hy est fermé et
N(F) = {0}.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.3.5 de [8]. 1

COROLLAIRE 32. Soit E € LR(H) semi-Fredholm avec, dim N(E) < +o0.
Si F € LR(H) est telle que §° = §*(F,E) < 2(E)/(1+ ¢*(E)), alors F + H; est
fermé et dim N(F) < dim N(E).

Preuve. Conséquence immédiate du corollaire 1.3.2 de [8]. 1

THEOREME 33. Soit E € LR(H) semi-Fredholm et F' € LR(H) telle que

*(E)

(11) ¢*(E,F) < Trem)

Alors F est semi-Fredholm, et indy(F) = ind;(E).
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Prewve. E est semi-Fredholm donc E + Hp est fermé et min{dim N;(F),
dim Ny (E*)} < 4o00.

Distinguons deux cas:

(1) Supposons d’abord que dim N;(E) < 4+o00. D’aprés la proposition 24 on
a dim Ny (F) < dim N1 (F) < +00. Posons m = dim Ny (E) — dim Ny (F'). 1l existe
alors un sous-espace vectoriel X de dimension m tel que X C Ny (E)N[F* + Hs).
On reprend les notations de la proposition 10 en échangeant les roles de F- et E
d’une part et Ho et H; d’autre part. Alors R est la projection d’image Ho N (F+N
Hy)* et N(R)NX = {0}. Eneffet,siz € N(R)NX,alorsz € F*NX C F*NE
car N(R) = F-+ FNHy et X C (FNH;)*NE. En outre g(E,F) < 1 donc
F+-NE = {0} dott # = {0}. Donc si on pose Y = R(X) alors dimY = m.
Posons Z =Y + K(N1(F*)) C Hy. Alors dimZ = m + dim N1(F*). En effet,
siu €Y NK(N(F*)), alors u € Hy N (Hy N F1)+ N F+ = {0}. Supposons que
dim Z > dim Ny (E*). Alors,

dim Z > dim K(N,(E*)) = dim E*+ N Hy.

Donc il existe z € ZN(E + Hy) tel que z # 0 et z = y + w, avec y € Y,
w € K(Ni(F*)) ety = R(v) otv € X. Comme FX+ Hy = F-+ HyN(HyNFL)+
alors z —v=y—v+we FL, dot,

2
&l

_h=n 2FE _ 2
e s E B - ol

2 2 2
Iz —ol” = |1 = Pg)(z = v)I” + [|[Pe(z = v)|” <
puisque z L (K(N{(E*))+ (FNHy))etz—v L F.
En outre z € Hy et v € Hy, ce qui nous permet d’écrire:

1

2
— < -
llz =l < {1+c2(E)

+¢*(B, F) 1z — vl

et comme g?(E, F) < %, on obtient alors z—v = 0 d’ou z = 0, contradiction.
Donc dim Z < dim Ny (E*), d’ou

dim Ny (E) — dim N1 (F) < dim Ny (E*) — dim Ny (F*).

Enfin, en échangeant les roles de F et E*, de F et F*, on obtient l'inégalité
contraire, puisque g(E, F) = g(E*, F*), ¢(E*) = ¢(E) et si dim N1 (E*) < +o0
alors dim N (F™*) < +oo. Par contre si dim Ny (E*) = 400 alors dim Ny (F*) =
400 d’aprés la proposition 24.

(2) Si, par contre dim Ny (E) = 400, alors dim Ny (E*) < +00. On reprend le
méme raisonnement que celui du cas (1) en remplagant E par E* et Hy par Hy. 1
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REMARQUE 34. Ce théoreme peut étre obtenu directement en utilisant le
théoreme 2.2 de [1]. Toutefois par cette méthode on n’obtient pas d’estimation
de la boule optimale dans laquelle, le résultat reste vrai (on se contente de le
démontrer pour des perturbations “suffisamment petites”). Par ailleurs la con-

stante donnée par le théoréme 33 est optimale (cf. exemple donné ci-dessous).

EXEMPLE 35. Soit A = I l'identité sur H. Alors ¢(A4)/y/1+ c2(4) = 1/\/§
On vérifie facilement que g(A,0) = 1/4/2, mais I'opérateur nul n’est pas semi-
Fredholm.

COROLLAIRE 36. Posons By, = {E € LR(H) | E semi-bornée et indy(E) =
k}. Alors By est un ouvert de LR(H).

Preuve. F = E~! étant semi-Fredholm, il suffit d’appliquer le théoreme 33. 1

THEOREM 37. L’adhérence de C(H) dans LR(H) est le complémentaire dans
LR(H) des relations linéaires semi-bornées E telles que inda(E) # 0.

Preuve. Soit E € LR(H) semi-bornée d’inds non nul. Alors E ¢ C(H).
I suffit d’utiliser le corollaire 36 pour s’en persuader. Si E € LR(H) est non
semi-bornée, alors on a deux cas:

1°" cas. dim(E* N Hy) = dim(E N Hy) = +oo. Dans ce cas E € C(H) (cf. la
proposition 27).

2¢me cqs. D(E) est non fermé, on peut toujours supposer que dim(E+NH;) <
dim(ENHz) quitte a prendre E* a la place de E, puisque indy(E*) = —inda(E). On
peut donc supposer que D(E) est dense dans H (cf. le corollaire 29) et on conclut
alors a l'aide de la proposition 30 que E est la limite de graphes d’opérateurs

fermés a domaine dense. 1
THEOREME 38. B(H) est un ouvert de LR(H) dans lequel I'inds est nul.

Preuve. Soit E = G(A) telle que A € B(H). Alors E~! est semi-Fredholm,

ind;(E~!) = 0 et N(E7!) = {0}. Soit FF € LR(H) telle que g(E,F) =
-1

g(BE~L F Y < % Alors, d’aprés la proposition 31, F'~! est semi-Fredholm

et N(F~1) = {0}. Par ailleurs ind; (F~1) = 0 (cf. le théoréme 33), ce qui entraine

que (F~YH1 N Hy = {0}. Do,
FNHy=F-nH ={0}

et D(E) est fermé. F est donc le graphe d’'un opérateur borné (cf. la re-
marque 2). 1
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PROPOSITION 39. On reprend les notations de la proposition 30 et on pose
Ry = (1+ AnA*n)fl. On a alors:

(12) lim ||Ra:(y)[|=0 VyeVY
n—-+00
(13) Jim 47 Ry ()] =0 Vye.

Preuve. Pour établir (12), soit (z,y) € H @ H tel que ||(z,y)| < 1. Posons
Pea,)(@,y) = (@0 + Yn, Axp +nCyn) et Pgay+{oey)(@,y) = (u, Au+ Pyy).

En outre (2, — u + yn, Az, —u) + nCy,) € G(A,) et (z, —u, Az, —u) —
Pyy) € G(A) + {0} @Y. D’on,

(T =Ty — Yn;Tn —u+yn) + (y — Az, — nCyp; Az, —u) + nCyy,) =0
(r —usxp —u) + (y — Au— Pyy; A(x, —u) — Pyy) = 0.

On retranche la seconde équation de la premiére, on obtient:

<$—U;yn> + <u_xn_yn ; xn_u+yn> + <y_AfL'n_nCyn 5 A(xn_u)+ncyn>
—(y—Au—Pyy; A(zn,—u)—Pyy) = 0.

En outre Au 1 Y et Az, L Y, on peut donc écrire cette dérniere égalité de la

facon suivante:
(@—1;yn)+(Pyy—nCyn; Pry) = |lu—zn — ya|*+ ] Au+ Pyy — Az, — nCy, |,

Avec [[zn 4 yn|® + [Aza|® + n2||Cynl®> < 1 dott |Cyn| < 1/n. T = C~' est
borné, par conséquent ||y, || = |TCynll < [|T|| ||Cyn||- D’on, ngrfoo llyn|l = 0.

(1)Siy LY onobtient: (z—u;y,) = ||u— 2, — yn|*+]|Au — Az, — nUy, ||,
d’ou ngrfoo =2y — ynl|* = 0 et nll}foo | Au — Az,, — nUy,|* = 0.

(2) Si y n’est pas orthogonal & Y, on écrit y = Pyy + (1 — Py)y. (1 —
Py)y LY. Par conséquent d’aprés le (1) I'expression ||Pga,)(z, (1 — Pyy)) —
Paay+{oyey)(1 — Pyy)|| tend vers zéro quand n tend vers I'infini et si on pose
y1 = Pyy, alors seul le terme Pg(a,)(0, Pyy) — (0, Pyy) reste et vaut:

(A Raxyr, (1= Rax)(y1)) — (0,41) = (AL Rax (y1), —Rax (1))

Comme hIJIrl 9(G(A,, E) = 0, on en déduit que || A} Rax 1] et ||[Raxy:1| tendent
vers zéro quand n tend vers l'infini. (12) entraine (13) (cf. le (iii) du corollaire 4.1

de [6]).
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DEFINITION 40. (cf. [6]) Soient H et K deux espaces de Hilbert. Si A €
C(H, K). Posons:
AZASA(1+SA)71 H— K

avec Sq =1/ (14 A*A)~'. A est appelé le bissecteur de A et on a N(A) = N(A),
R(A) = R(A).

PROPOSITION 41. Soit A € C(H) alors:

(14) (A)" = A
1+S5
(15) Ry= TA
— 1
(16) A*RX = §ASA

Preuve. Pour la preuve de cette proposition, voir par exemple [6] et [11]. 1

DEFINITION 42. Soient A, B € C(H). Posons:

2

s2(A,B) = ||Sa — Sg|° + ||AS4 — BSp||* + ||Sar — Sp-|* + ||A*S 4+ — B*Sp-

Alors s est une métrique sur C(H) (cf. [6]) et on notera S(H ) I’espace C(H) muni
de cette métrique.

PROPOSITION 43. Si A, B € C(H) on pose:

2

p*(A,B) = |Ra — Rp|*+||ARs — BRg|*+|Ra- — Rp-||*+||A*Ra- — B*Rp-

p est une métrique sur C(H) et on a:
9(A, B) < p(A, B) < 29(A, B) ¥A,B € C(H).
Preuwve. (i) g(A, B) < p(4, B). Soit (u,v) € H® K.
[(Peay — Pasy) (u, v)]|?
= ||(Ra — Rg)u+ (A*Ra~ — B*Rp-)v|* + ||(ARA — BRp)u + (Rp- — Ra- )|
< (IRa — Rp|* + A" Ra- — B*Rp-|*)(||ull* + [|]*)
+ (|ARa — BRp|* + | R+ — Ra-|I*)(lull* + [[o]*).

Donc:
gQ(A, B) < pZ(A,B).

(ii) p(A, B) < 29(A,B). On prend successivement v = 0 et u = 0 dans
Pégalité de (i) et on obtient alors:
I(Ra = Rp)ul® + [[(ARA — BRp)ul* < *(4, B)
I(A*Ra- = B*Rp-)v|” + | (Ra- — Rp-)v||* < 6*(A, B).
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Donc:
IR — Ral* < g°(A, B);

|ARA — BRg||* = ||A*Ra- — B*Rp-||*> < ¢%(A, B)

et
|Ra- — Rp-|* < g*(A, B),

d’ott p?(A, B) < g?(A, B). 1

REMARQUE 44. Si A, B € C(H), alors s(A, B) = 2p(A, B) et I(A,B) =
29(A, B) = |M4 — Mg| < s(A, B) < 2I(A, B).

PROPOSITION 45. (cf. [6]) On note My ’isométrie de H @ K :

Sy A*S,
My = .
4 (ASA —S4- )

My est une réflezion sur le graphe de A qui envoie G(A) sur H ® {0}.
PROPOSITION 46. Soit A,B € C(H). Alors g(A, B) < (A, B) < s(A, B).

Preuve. (cf. la proposition 6.4 de [6])

Ra— Rp A*Ry« — B*Rp-«
Foy =Fa») =\ AR, _BRy  Rp- — Ra
_ 1 Sa  A*Sy- Sa A*S 4+
) AS, =Sy« —AS 4 Sax
1 Sg  B*Sp- Sp B*Sp«
2\ BSp — S —BSp Sp=
1 1 0 1 1 0
=—(My—-—M M -M My — Mp).
2( A B)(O 1) A+2 B(O 1)( A B)
Donc

1 1
9(4, B)=|Fa(a) — Pap) | < 5 1Ma— M| | Mall+5 | Ml | Ma-Mp| =1(A, B). 0

NOTATION 47. On note BC(H, K) I'ensemble de tous les A € B(H, K) tels
que ||A|| < 1 et ker{I — A*A} = {0}, muni de la topologie uniforme.

PROPOSITION 48. (cf. [6]) L’application bissecteur:

S(H,K) — BC(H, K)
Ars A
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est un homéomorphisme et on a ||A|| <1 si et seulement si A est borné.
Dans ce cas on a A =2A[I — (A)*A].

PRrROPOSITION 49. B(H,K) est un ouwvert dense dans C(H,K) pour la
métrique du gap g.

Preuve. Soit A € B(H) et A son bissecteur. Si ¢ < 1 on pose Cy =

2tA(1 — t2A*A) . Par conséquent C; € B(H,K) et C; = tA. En outre (cf. la
proposition 6.4 de [6]), ¢(Ci, A) < 2¢(Cy,A) < 2]1 — t|||A]. Donc

%irr% g(Ci, A)=0. 1

THEOREME 50. L’ensemble des relations semi-bornées est un ouvert dense
dans LR(H).

Prewve. Soit E € LR(H). Posons F = EN (EN Hy)" et K = R(F). Sans
perte de généralité on peut supposer que D(F) est dense (cf. la proposition 10).
Donc F est le graphe d’un opérateur de C(H, K). D’aprés la proposition 49, il
existe une suite {A,} C B(H, K) telle que:

lim ¢(A,, F)=0.

n—-+oo

On pose F,, = G(4,) + (E N Hy). Comme D(F,) = H, F,, est semi-bornée et
g(Fna E) = g(G(An) + E N Ha, G(A) +EnN H2) = g(G(An)v G(A))v d’ou,

lim ¢(F,,E)=0. 1

n—-+o00o
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