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ABSTRACT. Let Moy C M; an irreducible depth 2 inclusion of factors with
a faithful semi-finite normal operator-valued weight, verifying a regularity
condition, and let (M;);cn the canonical tower; it has been proved ([8], [7])
that both relative commutants M> N M} and M3 N M bear Woronowicz
algebra structures, dual to each other. We show that to every intermediate
subfactor My C No C M; can be associated, in a bijective way, a left co-ideal
of M3N Myj; this application preserves the lattice structures on these sets, and
we recover and generalize in this way the results of [12], obtained in the case
of compact groups and compact type Kac algebras by using very different
considerations.
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1. INTRODUCTION

1.1. Les premieres tentatives pour définir, a ’aide des algebres d’opérateurs,
des structures analogues & celles des groupes (structures qu’on appellerait au-
jourd’hui des “groupes quantiques localement compacts” ou des “groupes quan-
tiques mesurés”) ont été faites pour clarifier la théorie de la dualité des groupes
localement compacts, c’est-a-~dire en cherchant quels objets (munis de quelles struc-
tures) pouvaient, dans le cas d’un groupe non abélien, remplacer le groupe dual.
A un niveau algébrique, la notion d’algebre de Hopf permet d’étudier & la fois
les groupes discrets et leurs objets duaux; aussi, pour atteindre le méme but pour
des groupes localement compacts quelconques est-il naturel, pour rendre compte
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des représentations de dimension infinie, de considérer des algebres d’opérateurs
munies de structures analogues & celles des algebres de Hopf; apres les premiers
travaux de W.F. Stinespring, cela a été fait dans les années 60 par G.I. Kac,
qui construisit les “ring-groups”, une catégorie auto-duale, qui contient a la fois
les groupes unimodulaires et leurs duaux; le cas non unimodulaire (c¢’est-a-dire
construire une catégorie auto-duale, qui contient a la fois les groupes localement
compacts et leurs duaux) a été traité durant les années 70, apres les travaux de M.
Takesaki, indépendamment par G.I. Kac et L. Vainerman, et par J.-M. Schwartz

A

et auteur, qui avons appelé “algebres de Kac” cette classe d’objets, pour marquer

limportance des travaux initiaux de Kac sur ce sujet. Sur cette théorie, voir [10].

1.2. Malheureusement, cette théorie a longtemps souffert d’un sérieux manque
d’exemples (autres que les groupes localement compacts et leurs duaux; voir [13]
et [14] pour les premiers exemples non triviaux). Au contraire, des procédures de
quantisation ont permis & V.G. Drinfeld ([4]) (et d’autres) d’obtenir des algebres
de Hopf non commutatives et non co-commutatives, en déformant l’algebre en-
veloppante d’algebres de Lie semi-simples. Independamment, S.L. Woronowicz
([24]) construisit une C*-algebre qui était une déformation de l'algebre des fonc-
tions continues sur le groupe de Lie compact SU(2); ce dernier objet, qui est
essentiellement le méme que celui construit par Drinfeld, vérifie des propriétés
plus faibles que les axiomes des algebres de Kac; il apparut ainsi que la catégorie
des algebres de Kac était trop restreinte (trop “unimodulaire”) pour contenir de
nombreux exemples. Une théorie satisfaisante des “groupes quantiques compacts”
a été ensuite obtenue [25].

Le lien entre les algebres de Kac et les travaux de Woronowicz a été fait par
S. Baaj et G. Skandalis ([2]), qui ont mis en lumiere les “unitaires multiplicatifs”.
Ces derniers généralisent les algebres de Kac, ainsi que les groupes quantiques
compacts, et possedent une dualité trés élégante. Ceci a été utilisé dans [5] pour
étudier les “groupes quantiques discrets”, par dualité du cas compact. Cette con-
struction est aujourd’hui au coeur des développements récents sur la théorie des
groupes quantiques ([20], [1], [16], [26] et [17]).

Une théorie des “groupes quantiques mesurés” est présente dans les travaux
les plus récents ([16], [26] et [17]) similaire & la théorie des algebres de Kac, la
différence essentielle étant la présence d’un groupe a un parametre de déformations
de T’algeébre de Hopf-von Neumann sous-jacente (ce groupe & un parametre étant
trivial dans le cas des algebres de Kac, qui apparaissent donc comme un cas par-
ticulier “unimodulaire” de groupe quantique mesuré). Ces objets ont été appelés
“algebres de Woronowicz” dans [16]. Plus précisément, si W est un unitaire mul-
tiplicatif (i.e. W € L($ ® $) est unitaire et vérifie Wy o W5 3Wo 3 = Wo 37 2, on



SOUS-FACTEURS INTERMEDIAIRES ET GROUPES QUANTIQUES MESURES 307

peut associer sur 'algébre de von Neumann M = {(id @ w)(W) | w € L($)}" un
coproduit I' défini par, pour tout x € M:

[(z) = W*(1®z)W.

Par ailleurs, on peut considérer 'application (id®@w)(W) — (id®w)(W*), qui,
formellement, joue le role d’une antipode. Un unitaire multiplicatif est dit “mani-
able” (manageable), au sens de Woronowicz ([26]), si cette application possede une
“décomposition polaire” du type 7;/2 0 j, ou j est alors une co-involution, et 7, un
groupe & un parametre de déformations de (M,I"). Si W est fourni par un poids
invariant & gauche sur (M, '), on est en présence d'une “algebre de Woronowicz”
au sens de [16].

1.3. Une autre approche est possible: les groupes classiques sont utilisés pour agir
sur des espaces, et, de méme, il est possible de faire agir un groupe quantique sur
un “espace quantique” (c’est-a-dire sur une algebre); cela a été fait dans la cadre
des algebres de Kac ([6] et [9]), et dans la cadre des unitaires multiplicatifs [2].
A une telle action sur une algebre de von Neumann My, il est possible d’associer
une autre algebre de von Neumann M7, appelée le produit croisé, qui contient My;
alors, A. Ocneanu ([19]), appliquant a cette inclusion la théorie des sous-facteurs de
Jones, a conjecturé que, inversement, pour toute inclusion irréductible de facteurs
de type II;, d’indice de Jones fini, de profondeur 2 (cela signifie que M3N M| est un
facteur, ou My C My C My C M3 C --- est la tour canonique de facteurs associée
a linclusion My C My), il existe une algebre de Kac de dimension finie I, et une
action extérieure o de K sur My (“extérieure” signifie que le commutant relatif
de M, dans son produit croisé est trivial) telle que I'inclusion initiale est égale &
I'inclusion de M dans son produit croisé (voir aussi la postface d’A. Ocneanu de
[10] et la remarque de [11], 4.7 a); la démonstration de ce résultat a été publiée
récemment ([22], [3] et [15]). Il est naturel d’étendre ce résultat & un cadre plus
général, c’est-a-dire sans restriction sur le type des facteurs ou la valeur de I'indice.

1.4. Dans des articles récents ([8] et [7]), le cas général d’une inclusion My C M,
irréductible, de profondeur 2 a été étudié: avec I’hypothese qu’il existe un poids
normal fidele semi-fini suffisamment régulier de M; sur My (ces conditions de
régularité étant vérifiées si on a une espérance conditionelle normale fidele, mais
cette hypothese est loin d’étre nécessaire), on peut construire, en toute généralité,
une algebre de Woronowicz W (qui sera un groupe quantique compact s’il existe
une espérance conditionnelle normale fidele de M7 sur My), et une action extérieure
a de W sur M; telle que le sous facteur My soit égal a M7*; le facteur My fourni
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par la construction de base est alors isomorphe au produit croisé M;x W, et la
tour de Jones construite a partir de I'inclusion initiale est donc la tour des produits
croisés successifs.

1.5. Ce résultat a permis un nouvel éclairage sur la théorie des groupes quantiques
mesurés (“algebres de Woronowicz” ([16])) en montrant que ces objets (et en
particulier les unitaires multiplicatifs “maniables” au sens de Woronowicz ([26]))
apparaissent naturellement dans 1’étude des sous-facteurs irréductibles, et cela,
sans condition sur le type des facteurs ni sur I'indice du sous-facteur.

Cependant, on peut noter que dans le cas ou les deux facteurs My et M7 sont
semi-finis, les seuls groupes quantiques compacts (ou discrets) qui apparaissent par
cette construction sont des algebres de Kac.

1.6. Dans cet article est étudié le cas des sous-facteurs intermédiaires My C Ng C
My d’une inclusion My C My irréductible de profondeur 2, c’est-a-dire, d’apres ce
qui précede, d’une inclusion M{* C M7, oll « est une action extérieure et minimale
d’une algebre de Woronowicz W sur un facteur M;. Cette situation a été étudiée
par de nombreux auteurs dans des cas particuliers, d’abord dans le cas d’actions
d’un groupe localement compact ou d’'un dual de groupe localement compact dans
[18], plus recemment dans le cas d’une algebre de Kac de type compact [12].

Dans le cas le plus général, a un tel sous-facteur intermédiaire, on peut
associer 'algebre:

By, = {(w®id)a(X) |w € M., X € Ny}’

qui est un co-idéal & gauche de l'algebre de Woronowicz W. Inversement, si B est
un co-idéal a gauche de W, on peut lui assicier le sous-facteur:

Ng :{X e M, | a(X) € M, ®B}H.

Ces deux applications sont inverses I'une de 'autre et réalisent donc une
dualité de type galoisien entre les sous-facteurs intermédiaires et les co-idéaux a
gauche de l'algebre de Woronowicz W.

De plus, on peut définir une dualité entre les coidéaux a gauche de W et ceux
de I'algebre de Woronowicz duale, et a cette dualité correspond la construction de
base Nog C My C N; qui associe, & un sous-facteur intermédaire My C Ng C My,
le sous facteur N7, sous facteur intermédaire My C Ny C M.

1.7. Cet article est organisé comme suit: le chapitre 2 contient des rappels sur les
algebres de Woronowicz, et des propriétés sur leurs actions; le chapitre 3 introduit
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une dualité entre les co-idéaux d’une algebre de Woronowicz, et ceux de 1’algebre
de Woronowicz duale; le chapitre 4 commence par un résumé de [8] et [7] ol sont
rappelés résultats et notations concernant le lien entre algebres de Woronowicz et
inclusions de profondeur 2, et contient les résultats concernant les sous-facteurs
intermédiaires, et le liens avec les co-idéaux de 1’algebre de Woronowicz sous-

jacente.

2. ACTIONS D’UNE ALGEBRE DE WORONOWICZ

Dans ce chapitre est rappelée la définition des algebres de Woronowicz (2.1) in-
troduites en [16], et sont démontrés, dans ce cadre, les résultats (2.10, 2.11) qui
avaient ét¢ démontrés dans [6] et [9] pour les actions des algebres de Kac. Les

démonstrations ont été abrégées quand il suffit de se reporter a [6] ou [9].

2.1. DEFINITION. ([16], 1.1) Un quintuplet W = (A,T,j,7,¢) est une
algébre de Woronowicz si:
(i) Le triplet (A,T",j) est une algeébre de Hopf-von Neumann involutive au
sens de [10], 1.2.1;
(ii) ¢ est un poids normal semi-fini fidele sur A, invariant & gauche au sens

de [10], 2.2.1, c’est-a-dire tel que, pour tout z positif de A:
(id ®@ @)L (z) = ¢(x)1;

(iii) 7 : R — Aut A est un groupe continu & un parametre d’automorphismes

de A, tels que I, j, ¢ sont invariants par 74:
Fonn=(n®m)ol
jory=T1t0j

POTE =¥

(iv) Pour tous z,y dans M,, pour tout w dans le prédual A, tel que w o
T_i/2 appartient au prédual (si on écrit 7(z) = h'*zh~', ou h'* est fourni par
hitAy, () = Ay(Te(z)), et si w = we,,, out & € D(h™Y/2) et n € D(h'/?), on a alors

WenmOT—ij2 = Wh—1/2£7h1/2,,’):
(w, ([d@ @) (1 @y )l(2))) = (wo i, jid®p)(T(y") (1 ® 2)));

(v) Le poids ¢ est invariant par le groupe modulaire du poids ¢ o j.
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2.2. REMARQUES. (i) Ce dernier axiome differe de celui utilisé par Masuda
et Nakagami ([16], 1.1 (iii)—(c), mais c’est en fait celui qu'ils utilisent (voir [16],
p. 803 et [16], 3.14). Dans la suite, on notera par p I'opérateur positif autoadjoint
inversible, affilié & A%, qui est la dérivée de Radon-Nykodym de ¢ par rapport a
@ oj. On a donc, pour tout = positif de A, p(z) = o j(p*/?zp'/?), et, pour tout
y de At de R, pityp~it = 6¥0%% (x). D’apres ([16], 3.12), on a, pour tout ¢ de
R, T(p') = p'* @ p't. Les hypotheses assurent que p et Popérateur h introduit en

2.1.4 commutent. Par ailleurs, lespace D = () D(p°h') est dense dans H.,.
s,teR
(ii) On associe au poids ¢ les objets usuels de la théorie de Tomita-Takesaki,

I'idéal a gauche M, 'injection A, de M, dans I'espace hilbertien H,, etc. Grace
a l’axiome 2, on construit ([16], 2.4) une isométrie W (opérateur de Kac-Takesaki)

sur 'espace hilbertien H, ® H, par, pour tous x,y dans N,:
W(Ay(2) © Ap(y)) = Apep((y)(z @ 1)).
L’opérateur W appartient & A ® L(H,) et vérifie:
W12Wa 3 = WasWi Wi .

Les axiomes 4 et 5 permettent alors de montrer que W est un unitaire qui vérifie

donc, pour tout x dans A:
Na)=W({1®z)W".

Par ailleurs, W* est donc un unitaire multiplicatif au sens de [2], qui vérifie, de

plus ([16], 2.11), pour w € A, tel que w o 7_;/5 soit défini dans A.:
(@@ id)(W) = (@ o115 0)(W")

et donc W* est un unitaire multiplicatif “maniable” au sens de Woronowicz ([26])
(manageable). On en déduit aussi ' o of = (1, @ of)T ([16], 2.16).

(iii) En s’appuyant sur la dualité des unitaires multiplicatifs, on peut alors
construire une Etlgébre de Woronowicz duale W = (E, r.7,7, ®) ([16], 3), et on peut
identifier W a W ([16], 4.1). De plus, les isométries antilinéaires J et J construites
en appliquant la théorie de Tomita-Takesaki, respectivement, aux poids ¢ et @
commutent, et, pour tout « de A, j(z) = Jz*J ([16], 3.6.2 (iv), et 3.9). De plus,
on a ([16], 2.16 (iii)):

W*=(JJJ)W(J®.J).



SOUS-FACTEURS INTERMEDIAIRES ET GROUPES QUANTIQUES MESURES 311

Enfin, A et A vérifient la propriété de Heisenberg ([16], 3.11 et 3.11.1):
ANA=ANA=ANA =ANA =C.

Enfin, on a JhJ = h™* et JpJ = p~* ([16], 2.14 (ii) et (1.1)). On en déduit que
D est stable par J. En particulier, si £,n sont dans D, on aura:
W ©T-i/20] = Wh-1/2Tp n1/27e

(iv) On peut définir une algebre de Woronowicz opposée W = (A, o, j, 74,
poj), et on peut munir le commutant A’ (sur I'espace hilbertien H,) d’une struc-
ture d’algebre de Woronowicz W'; on a W' = W ([16], 4.3 et 4.4). L’application
x — JJxJJ est un isomorphisme de A sur A’ qui rend isomorphes les algebres de
Woronowicz W et W'7; on le notera Zyy.

(v) Les algebres de Kac (au sens de [10]) sont ainsi un cas particulier
d’algebres de Woronowicz, ou le groupe 7 est trivial, et les groupes modulaires
de p et ¢ o7 égaux. L’intérét — a priori — des algebres de Woronowicz est
donc de fournir beaucoup plus d’exemples que la théorie des algebres de Kac. Les
groupes quantiques compacts ([24], [25]) sont des algebres de Woronowicz (et donc
les groupes quantiques discrets [8]). Il en est de méme des divers autres exemples
(cf. par exemple [1]).

2.3. PROPOSITION. Pour tout x positif de A, on a:
(p@id)I(z) = p(z)p™".
Démonstration. En tous points semblable & [9], 1.3, en utilisant I'(p') =
Pt @ pit. n
2.4. LEMME. Soient M une algébre de von Neumann, w dans A, tel que
worT_j existe dans Ay, X, Y dans Nygia,,; alors, on a:

(wReeid)(Feid)(Y")(1® X)) =(woTpoj®e®id)(1®Y")(T ®id)(X)).
Démonstration. Se démontre comme [9], 1.9, en utilisant (w ® id)(W) =
(woT_ijp07)(W*) al'analogue de [9], 1.8.

2.5. PROPOSITION. Soit M une algébre de von Neumann, ¥ un poids normal
semi-fini fidéle sur M, W = (A,T,4,7,¢) une algébre de Woronowicz (on reprend
les notations de 2.1 et 2.2), £,n dans D; alors, on a, pour tout X positif dans
M®A, Y1,Ys dans Nygy:

(Y @peid)(deI)(X) = (¥ e e)(X)p™
(V@ @@ wpyzg pr/2) ((Id @) (V) (Y2 ® 1))
= (lﬁ QDY wp1/2h—1/2</]\,,]7p—1/2h1/2j\£)((Yi* ® 1)(id ® F)(Y2))
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Démonstration. La démonstration reprend [9], 1.4 pour démontrer la pre-
miere formule, en utilisant la formule T o 6f = (1 ® of )T (remarque 2.2 (ii)).

Pour démonter la deuxieme formule, on peut écrire:

(1 ® ¢ ® Wprsa prr2y)(d @ T)(¥)(V2 @ 1))
= (W@ poj@uwyig /) (10 p72@1)(IdRT)(Y) (2@ 1)(1©p 2 ®1))
= (W @poj@uwume,) (10?2 p?)(del)(Y) (Y2 1) (1 p'/? 1))
=W ®poj@wue,)(([deT)((1ap/?)Y)(Y2(1@p'/?) @1))

ce qui, en utilisant le lemme 2.4 appliqué a W7 (on aura donc, par 2.2 (iv), 7_;/2
et non /) est égal a:

(@ poj@uwypszg,orijzof)((1@p)Y @1)(IdT)(Ya(1@ p'/?))
= (Y®P 0 JOW, 105 1121050 (L00T2)Y @1) (&) (Yo) 1@p P01 /?))
= (1/] Qe wh—1/2p1/2‘?n7h1/2p—1/23\§)((Yl* ® 1)(1d ® F)(YQ)) 1

2.6. DEFINITIONS. Soient W = (A, T, j, 7, ) une algétbre de Woronowicz,
M une algebre de von Neumann. On appellera action de YW sur M une structure
de comodule de (A,T") sur M, i.e. un morphisme normal de M dans M ® A tel
que a(l) =1 et

(a®id)a = (id®T)a.
On définit
MY={zeM|alz)=z1}
MxoW = (a(M)UC® A')".

On dira que laction « est extérieure si le commutant relatif M x, Wna(M)’
est égal a C. Les algebres de von Neumann M et M x, W sont alors trivialement
des facteurs.

Sur M x, WV est définie une action canonique & de W', par (X dans M x,WV):

aX)=(1e(JJRJHW*(JIJH)X 1)1 (JJe JHW(JIT® JJ))
et on a donc, pour z € M, y € E’:

ala(z))=a(z)®1
aley) =121 (y).

L’application T, = (id ® ¢)a est un poids opératoriel normal fidele de M
sur M%; Taction « sera dite intégrable si ce poids opératoriel est semi-fini. Le
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coproduit I" est donc une action intégrable de W sur A; on vérifie comme en [9],
I1.4 que D’action duale & est une action intégrable de W’ sur M x W.

Comme en [6], 1.6, on appellera a-cocycle un unitaire de M ® A tel que:
([deT)(U)=Ue1)(ax1)(U).

En particulier, si on prend pour « ’action triviale, on obtient les cocycles
triviaux U tels que (id @ T')(U) = Uy 2Uz 3. On définit aussi, comme en [6], 1.10,
léquivalence entre actions (& cocycle pres) et 'isomorphisme.

2.7. DEFINITION. Soit o une action d’une algeébre de Woronowicz W sur
une algebre de von Neumann M. On dira que le poids normal semi-fini fidele v

sur M est p~!-relativement invariant par rapport d « si on a, pour tout x positif

de M7 Y1,Y2 de md” ganED:

(¥ ®@id)a(z) = y(z)p™!
(w Y Wp1/2§,p1/2n)(a(yf)(y2 ® 1)) = (¢ ® wh—1/2p1/23\r,’h1/2p—1/2:]\£)((yf ® 1)04(y2)).

2.8. PROPOSITION. (i) Le poids de Haar ¢ est p~'-relativement invariant
par rapport a Uaction I' de W sur A.

(ii) Soit « une action intégrable de W sur M, et soit ¥ un poids normal
semi-fini sur A®; alors, le poids 1 o T, est p~?

a laction o de W sur M.

-relativement invariant par rapport

Démonstration. Cela se démontre comme [9], IT11.3 et II1.4. 1

2.9. THEOREME. Soient a une action dune algébre de Woronowicz W
sur une algébre de von Neumann M, et 1 un poids normal semi-fini fidéle p~!-
relativement invariant sur M. Alors:

(i) il existe une isométrie U € L(Hy) @ A, telle que, pour tout x de My, et

y de Ny N Neoj, on ait :

U(Ay(2) @ p~ 1200 (1) = Apsp(alz)(1 @ y));

o~ ~

(ii) U est un unitaire, et vérifie U* = (Jy @ J)U(Jy @ J). De plus, U est
un cocycle pour Uaction triviale de W sur L(Hy);
(iii) On a, pour tout x de M:

alz)=U(z® 1)U*

poj

et, de plus , aocrf’ = (o*f’@o*foa 2 oT ).
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Démonstration. La démonstration de (i) est claire. On en déduit que, pour

x,y dans Ny, §,n dans D, on aura:

(¢ @we ) (Y™ @ D)) = ((Id @ wp-1/2¢ ) (U) Ay (2)[ A (y)

d’olt on déduit que Ay ((id ®@ we,)a(r)) = (id @ wy-1/2¢ ,)(U)Ay (7). En notant
Sy la fermeture de Iapplication Ay (z) — Ay(z*), on aura donc, pour &, n dans
D(p~'/?):

(1d X wp71/2§7n)(U)Sw C Sw(ld (39 wp71/2n75)(U)

et, en passant aux adjoints, en notant Fy, = S;Z:
(ld & w§7p71/2n)(U*)F¢ C F¢(1d ® wn7p—1/2§)(U*).

1

On a, par définition de U, et parce que ¥ est p~ -relativement invariant:

(1 © wpr/2,) (U A (@) A (1) =(0d @ 020 (O Ay (W[ (@)
—T @ wprram el (@ @ 1)aly))
=) ® Wy szg o) 0y ) @ 1))
(
(

=Y ® wh*1/2p1/2j\n,hlﬂp*l/zj\E)((y* ® 1)0[(1’))
=((d® whfl/zj\mhl/zprQ:fg)(U)Alb(x)|Aw(y))

d’ou on déduit que:
(id & Wp1/2g,n)(U*) = (id ® Wh—1/2j\n7h1/2p—1/zj\5)(U)'
Comme Ay = FySy, on en déduit que:

(id®w§7p—1/2n)(U*)Aw CFy (id® wn7p—1/z€)(U*)S¢,
= Fl/ﬂ(ld ® wh71/2p1/2j\57h1/23\n)(U)Slb - Aiﬁ(ld ®w
= Ad,(ld ® W}Lp—1§7h—1pl/2n)(U*)

h1/2p*1/2j\n,h*1/2p3\£)(U)
d’ou on déduit:

UAy @ h=1p) U =Ay @b~ 1p

et donc, pour tout ¢t de R:

(%) U(AY @ h™"p") = (A @ b p™")U.
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On en déduit aussi:

Ty (d ® we 17201729 (U) Ty =Sp A5 (A @ we por 2oy (U)A S,
=Sy (id ® w,-1/2p1/2¢ ) (U) Sy
=(id ® wy-1/2, p1/2¢)(U)
=(id ® ng,jhlxzp—1/2n)(U*)

ce qui fournit:

U* = (Jy @ HU(Jy @ J).

On démontre ainsi que U est un unitaire; on montre que c’est un cocycle
pour l'action triviale de W sur L(H,) comme en [6], II1.16, ce qui acheve la
démonstration de (ii). La premiere relation de (iii) est alors claire par la définition
de U, et la deuxiéme par la formule (%) démontrée plus haut. 1

2.10. THEOREME. Soit a une action de W sur une algébre de von Neu-
mann M ;
(i) alors, on a M ® L(H,) = («(M)U1® L(H,))";
(ii) il existe un isomorphisme © de L(L*(M)® H, ® H,,) tel que, pour tout
z de M, y de E’, z de A’ on ait:

Oa®id)a(zr) =alz)®1
O1leley) =1aT"()
O(1l®1lez2)=101® 2.
L’application © o (o ® id) réalise donc un isomorphisme entre M @ L(H,) et le

double produit croisé (MNQW)XIgVV\';
(iil) de plus, pour tout X de M ® L(H,), on a:

a00o(a®id)(X) = (00 (a®id) ® Iy)B(X)
ot B est laction de W sur M @ L(H,) définie par:
BX)=(10cWo)(id®o)(a®id)(X)(1 ® cWo).

Ainsi, Uaction biduale & de W'? sur le double produit croisé est équivalente (a co-
cycle prés) a laction (id ® 0)(a ®id) de W sur M @ L(H,).

Démonstration. La partie (i) se démontre comme en [9], IV.1 et IV.2,; la
partie (ii) se démontre comme en [6], III.1, et la partie (iii) comme en [6], II1.6,
IIL.7 et TII.8. 1
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2.11. THEOREME. Soit a une action de W sur une algébre de von Neumann
M; alors B
(M3 I = (M)

aM)={XeM®A|(a®id)(X) = (id®)(X)}.

Démonstration. La démonstration est en tous points analogue & [9], IV.2. 1

3. CO-IDEAUX D’UNE ALGEBRE DE WORONOWICZ

Dans ce chapitre est introduite une dualité entre les co-idéaux d’une algebre de
Woronowicz W est les co-idéaux de I’algebre de Woronowicz duale W (3.3); il s’agit
de la généralisation au cas des algebres de Woronowicz de résultats bien connus
pour les groupes ([23]); dans la cas des algebres de Kac de type compact, on
trouve une démonstration de cette dualité dans ([12], 4.6). Ensuite, on considere
une action o d’une algebre de Woronowicz W sur une algebre de von Neumann
M, et la sous-algebre du produit croisé M x, W engendrée par a(M) et 1 ® B, ol
B est un co-idéal a gauche de W'. Diverses propriétés de cette sous-algebre sont
fournies (3.9 and 3.10).

3.1. DEFINITION. Soit (A,T') une algébre de Hopf-von Neumann (au sens
de [10], 1.2.1); une sous-algébre B de A sera dite un co-idéal ¢ gauche (resp. a
droite, resp. bilatére) si on a I'(B) C A® B (resp. B® A, resp. B® B). Ainsi, si
B est un co-idéal a droite, I'| est une action de (A,T") sur B.

3.2. PROPOSITION. (i) Soit B un co-idéal & droite de W; alors, l’algebre
AN B est un co-idéal a droite de W;

(ii) Soit B un co-idéal & gauche de W; alors, algébre A'N B’ est un co-
idéal & droite de W'. On notera B = 5’(2’ N B'), qui est donc un co-idéal a
gauche de W

Démonstration. Par définition (cf. 2.2 (ii)), on a W(1 @ B)W* C B® A C
B ® L(9); en passant aux commutants, on trouve donc:

B'®1cCc W(L(®H)® B YW*

et donc:
W*(B'@ )W C L(H) @ B'.

On trouve méme, plus précisément, en utilisant 2.2 (iii):

W*(B' @ )W C L($) ® (AN B')



SOUS-FACTEURS INTERMEDIAIRES ET GROUPES QUANTIQUES MESURES 317

d’ott on déduit, grace & 2.2 (ii):

o~

T(ANB)c (ANB)® A

ce qui acheve la démonstration de (i). La partie (ii) s’obtient en appliquant (i)
aws. 1

3.3. THEOREME. Soit W = (A,T,7,7,¢) une algébre de Woronowicz, B
une sous-algebre de von Neumann de A; alors, B est un co-idéal o droite de VW
si et seulement si on a B = AN (//l\ﬁ B')'; B est un co-idéal a gauche de W

si et seulement si B = AN (/Al’ N B'Y, ce qui s’écrit encore, avec les notations
de 2.2 (iv) et 3.2, Tyy(B) = B. On en déduit que Uapplication B — B est une
bijection de l’ensemble des co-idéauz a gauche de W sur l’ensemble des co-idéaux

a gauche de W

Démonstration. Pour toute sous-algébre B, les inclusions B C AN (AN B'Y
et BC AN (A N B') sont évidentes. Par ailleurs, on a:

I(B)=W(I1@BW*C (A2 A)N(A® (BUA)")=A (AN (A NB'Y).
En appliquant ce résultat a W7, on trouve:
I'(B)=(AN(AnB))® A
et donc, si B = AN(A'NB'), B est un co-idéal & gauche, et si B = AN (ANB'Y,
B est un co-idéal a droite. Inversement, supposons que B soit un co-idéal a droite;
sizeB,yc AN(ANB'), on a:
Fy)(zel)=Wley) W (z®1).

Comme, en utilisant le calcul de 3.2, on a W*(z @ 1)W € L(9) ® (A\ﬂ B’), on en
déduit que:

T(y)(z®1) = WIRy)W* (@@ )WW* = WW* (20 1) W(1oy)W* = (20 1)T(y).

Donc I'(y) € B® A. Par ailleurs, on a (I' g ®id)I'(y) = (id®I")['(y); en appliquant
2.11 a l'action I'| g de W sur B, on trouve que I'(y) appartient & I'(B), et donc, par
Iinjectivité de I', que y appartient & B. On acheve la démonstration en appliquant
ce résultat a W7. 1
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3.4. COROLLAIRE. Soit W = (A,T,j,7,¢) une algébre de Woronowicz, W

son unitaire de Kac-Takesaki, B un co-idéal & gauche de W'. Alors, on a:
W(B®1)W* C B® A.

Démonstration. D’apres 3.3 appliqué a V/\7’7 B = (A\U (A'n B’))”; de plus,
siye A, Wy )W =ol'(y) e A0 A, etsiyc ANB W (y@ )W =y®1¢c
A'NB"®1. On en déduit que W*(B'® 1)W C B’ ® A.

Si maintenant z est dans B, et y dans B’, on a, en utilisant ce qui précede:

WeEee )W y)=WEe )W (ye 1))IWW*
=WW(y1l)WEel) W =y 1)W(Ee 1)Wr.
D’ott on déduit que W(z ® 1)WW* appartient & B ® L(), et le résultat. 1
3.5. PROPOSITION. Soit W = (A,T,j,7,¢) une algébre de Woronowicz, B
un co-idéal a droite (resp. a gauche) de W. Alors, on a:
B={({d®w)l(z)|we A,z € B}’
(resp. B={(w®id)I'(z) |w € A.,xz € B}").
Démonstration. Soit B un co-idéal a droite de W; posons
C={(id®@w)l(z)|we A,z € B}".

Comme I'(B) C B® A, on a C C B, et, par définition de C, on aura I'(B) C
C ® A; on en déduit que C est un co-idéal a droite de W; soit « dans B, comme
I'(z) e C® A, et (I'e ®id)I'(z) = (id@TI')I'(z), en appliquant 2.11 & l'action I' ;¢
de W sur C, on trouve que I'(z) € T'(C), et donc, par U'injectivité de T, que = € C.
On acheve la démonstration en appliquant le résultat a W7. 1

3.6. LEMME. Soit W une algebre de Woronowicz, a une action de W sur
une algébre de von Neumann M, & [action duale de W' sur la produit croisé
Mx W, B un co-idéal a gauche de W' ; alors, on a:

{(X e Mx W |a(X) € Mx,W® B} = Mx, WnNL(L*(M))® (AU B)".

On notera M x4 B cette sous-algebre de M x, V.

Démonstration. Par définition de & et de B, 'ensemble de gauche est claire-
ment inclus dans celui de droite. Mais, plus précisément, ’ensemble de gauche est
formé des X de M x, W tels que X ® 1 commute a

(1@ (JT@JIWIT@JN1eA NB)Y 1 (JJe JHW(JJ® JJ)

c’est-a-dire & 1 @ I (A’ N B’). Comme A’ N B’ est un co-idéal a droite de W'
d’apres 3.2 appliqué & W, on peut appliquer 3.5, et cette condition est donc
équivalente & X € L(L*(M)) ® (A’ N B’)’. D’ou le résultat. 1
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3.7. DEFINITION. Soit W une algeébre de Woronowicz, o une action de W
sur une algebre de von Neumann M, a I'action duale de W sur la produit croisé
MW, B un co-idéal a gauche de W'. Par définition de Mx,B (3.6), il est clair
que

(a(M)Ul® B)" C Mx,B.

On dira que « vérifie la propriété Pg si on a:

(a(M)U1® B)’ = Mx,B.

3.8. PROPOSITION. Soit W une algébre de Woronowicz, a une action de
W sur une algébre de von Neumann M, & laction duale de W' sur la produit
croisé Mx W, B un co-idéal & gauche de W' ; alors l'action duale & vérifie
la propriété Pp.

Démonstration. En utilisant 2.10 et 3.6, on trouve que ’ensemble
(@0 (a®id)) (M x ,Wx=B)

est égal a {Y e M@ L(H,) | B(Y) € M®L(H,) @y (p)}, et donc, par définition
de B, a {Y e M® L(H,) | (d®o)la®id)(Y) € (1 ® cWo)(M ® L(H,) ®
Iw(B))(1®cW*o)}, ouencore a {Y € MRL(H,) | (a®id)(Y) € MW (Zyw(B)®
L(H,)WY.

Par ailleurs, comme B est un co-idéal & gauche de W'?, JBJ est un coidéal
a gauche de W? et donc un coidéal & droite de W; en appliquant 2.10 (i) & 'action

[yyBy, on a:
JBJ ® L(H,) = (I'(JBJ)U1® L(H,)) = (W1 ®JBJ)W*U1® L(H,))"
et donc:
W*(JBJ @ L(H,))W = (1@ JBJ)UW*(1® L(H,))W)".
En utilisant 2.2 (iii), on en déduit:
W(ZIw(B)® LH,))W* = (1@ BUW (1 L(H,))W*)" = (1®(BU2’)”UF(A))”.

On trouve donc que (© o (a ® id))*l(MNan;;E) est égal a l'algebre de

von Neumann engendrée par la réunion de

(YeM®L(H,) | (a0id)(Y)e M@1@ (BUA)"} = M*® (BUA)"
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et de{Y e M®A| (a®id)(Y) € M ®T(A)}. SiY appartient & ce dernier
ensemble, il existe Z dans M ® A tel que (e ®id)(Y) = (id®I')(Z); on en déduit

donc:
(a®id®id)(deT)(V)=(d®id®TI)(aid)(Y
ideideN)(ideI')(Z
) (
)

( ( )(Y)
( ( )(Z)
(ideT®id)(ideT)(2)
( ( )(Y)
= ( )(Y)

ideT'®id)(a®id)(Y
a®id®id)(a ®id)(Y).
On en déduit donc que (Id®@T)(Y) = (a®id)(Y) et donc (2.11
tient & a(M). L’inclusion inverse est claire, et donc (O o (a®id))~

) que Y appar-
))"HM X Wx=B)
est égal & l’algebre de von Neumann engendrée par la réunion de M ® (BU A’)”
et de a(M), c’est-a-dire & (Mx W U1® B)".
Par ailleurs, en utilisant 2.10, on trouve facilement que:
(©o(a®id)) (A Mx W) U1R1® B) = (Mx,WU1l® B)"
et on en tire le résultat. &

3.9. THEOREME. Soit W une algébre de Woronowicz, o une action de W
sur une algébre de von Neumann M, B un co-idéal o gauche de W'. Alors, ’action
« vérifie la propriété Pg définie en 3.7.

Démonstration. En appliquant 3.8 a l'action 5, on trouve que l'action (8
définie en 2.10 vérifie Pg. On a donc:

(M ®L(Hy))xgWNM®LH,) ®(AUB)" = (8(M ® L(H,))Ul®1® B)".

Cela s’écrit encore:
(d®@ o) (M3 W R L(H,))NM@oWo(L(Hy) ® (AU B)")oW*o
=(([d®o)(a(M)® LH,)U(1®cWo)(1® B)(1®cW*s)"

ou encore:
(Mx WNM®(AUB)")® L(H,) = (a(M)® L(H,) Ul® W(B®1)W*)"”
ce qui, en utilisant 3.4, est inclus dans:
(a(M)® L(H,) Ul® B® L(H,))" = (a(M)U1l® B)" @ L(H,).
On en déduit:
(Mx, WNM®(AUB)") C (a(M)Ul® B)”

et, comme l'inclusion inverse est claire, on a donc I’égalité. 1
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3.10. COROLLAIRE. Soit W une algébre de Woronowicz, B un co-idéal a
gauche de W', a une action de W sur une algébre de von Neumann M. Alors, on a:

{(w®id)a(X) |w € (MxaW)., X € Mx,BY' = B.

Démonstration. D’apres 3.9, M x, B est ’algébre de von Neumann engendrée
par la réunion de o(M) et de 1 ® B. Si X appartient & a(M), on a

(weid)a(X) = (w, X)1
Par ailleurs, si X =1®y, avec y € B, on a:
(w®id)a(X) = (woid) (12 T'(y))

d’out on déduit le résultat, en appliquant 3.5. 1

4. SOUS-FACTEURS INTERMEDAIRES ET CO-IDEAUX

Dans ce chapitre sont d’abord rappelés les résultats essentiels de [8] et [7] (4.2). Ces
résultats sont ensuite utilisés pour construire une bijection entre les sous-facteurs
intermédaires et les co-idéaux a gauche de l'algebre de Woronowicz sous-jacente.

4.1. RAPPELS ET NOTATIONS. Soit My C M; une inclusion irréductible de
facteurs, et 77 un poids opératoriel normal semi-fini fidele de M; sur My. On
notera 1y un poids normal semi-fini fidele sur My, Y1 = g o Th, H1 = Hy,,
J1 = Jy,. La construction de base associée a cette inclusion est l'algebre de
von Neumann My = JyM|Jy, ce qui définit une autre inclusion M; C M,. Par
ailleurs, il existe alors un poids opératoriel canonique normal semi-fini fidele T, de
My sur M construit & partir de Ty ([8], 3.1 et 10.3). Par récurrence, on construit
pour tout ¢ > 0, l'inclusion M; C M,;;1 et le poids opératoriel Ty de M;y; sur
M;. L’ensemble de ces inclusions s’appelle la tour de Jones associée a l'inclusion
My C M;. Pour tout i > 0, on définit par recurrence ¥;11 = t; o Tj41, et on
notera H; = Hy,, J; = Jy,, ji(x) = J;a*J; pour tout  de L(H;); pour tout 7 > 1,
Ji est un anti-automorphisme de M; 1 N M/_;.

On dira que l'inclusion My C M; est de profondeur 2 si Palgebre MsN M est
un facteur. On suposera, de plus, que les poids ¢ = Toi vy €6 o2 = T30
sont semi-finis.

Avec ces hypotheses, on peut définir une isométrie U; de H,, ® Hy dans Hj
([8], 5.8 et 11.5) telle que, pour tout = de Ny, , y de Ny, , on ait:

Ur(Ag, (2) © Ay, () = Ay, (2y).
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Cette isométrie Uy est alors, en fait, un unitaire ([8], 6.3), et vérifie (dans les
égalités suivantes, les algebres écrites & gauche agissent sur Hs):

Mz = Uy(L(Hyp, ) ® My)UY

My =U(L(H,,) ® My)UY

Mo = Uy (C® Mo)Uy

My My = Ur(L(Hyp,) ® Mz 0 Mg)UY
M3 0 M}, = Uy(L(H,,) ® C)U;

ce qui définit un isomorphisme 7 de M3 N Mg sur L(H,,) par:
m(z) ®1=Ujzls

dont la restriction & My N M est la représentation 7, construite par la théorie
de Tomita-Takesaki ([8], 6.3 et 11.5).

Par ailleurs, on peut construire, en utilisant Uy, un unitaire multiplicatif Wy
sur H,, ® H,,; Popérateur W7 appartient & m1(Ms N M) ® m (Mo N M§)" ([8],
7.3, 7.5 et 7.12). Cet unitaire engendre les algebres w1 (M3 N M7)" et w1 (Mo N M)
au sens que:

{(ld@w)(W) |w e L(Hy,).}" = m (M3 N M)’
{(w®id)(W1) |w € L(H,, ).} = m1 (M2 N Mp)'

et permet donc de construire un coproduit sur chacune de ces algebres ([8], 11.15)
par, pour x € m(My N M), v — Wi(z ® 1)W{ (noté 'y (x) dans [8] et [7]), et,
pour y € m(Ms N M}), y — Wi (1®y)W; (noté T'y(y) dans [8] et [7]). Munies
de ces coproduits, ces algébres sont, en fait, des algebres de Woronowicz ([7], 7.6).
Plus précisément, on notera W; D'algébre de Woronowicz 1 (M2 N M{)' munie
du coproduit x — oWi(z ® 1)Wio (que nous noterons I'y(z) dans la suite de
cet article, par souci de cohérence des notations). Son unitaire de Kac-Takesaki
est donc égal & cWio; en utilisant 2.2 (iv), on voit que cette structure peut étre
transportée par isomorphisme sur My N M{; le coproduit sera également noté 'y, la
co-involution sur MaNM] est alors égale a j1, et le poids de Haar est ¢ ([7], 8.1 (i)).

L’algebre 71 (M3 N M7)', munie du coproduit y — Wi (1 ® y)W7i, est donc
alors 'algebre de Woronowicz l//V\f = W{ Son coproduit sera donc noté dans
la suite de cet article I'}(y) par souci de cohérence des notations. Par ([8], 5.2
et 5.5), la restriction de 71 & M3 N M] est isomorphe & la représentation my,o;,
construite par la théorie de Tomita-Takesaki. Ainsi, il existe, en composant js avec
Panti-isomorphisme canonique de Tomita entre 71 (Msz N M) et w1 (MsN M), un
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isomorphisme canonique entre M3 N M/ et m (M3 N Mj)’; cette application rend

isomorphes ’algebre de Woronowicz W, obtenue en appliquant ce qui précede a

I'inclusion M; C Ms et I'algebre de Woronowicz 17\/\{ décrite ci-dessus ([7], 8.1 (ii)).
De plus, 'application «; définie, pour X dans M; par:

Oél(X) :O'UTXUlcT

envoie M; dans M; ® m(Ms N M), et est une action de Wa (plus exactement
de W) sur M;y. ([8], 8.1 (iii)). Ces constructions se résument dans le théoréme
suivant (dans lequel on a identifié W; et W¢ /):

4.2. THEOREME. ([7], 8.2) Soit My C M; une inclusion irréductible de
facteurs, de profondeur 2, et Ty un poids opératoriel normal semi-fini fidéle de M,
sur My. Soient (M;)ien la tour de facteurs associée, et, pour tout i > 0, soit T;
le poids opératoriel normal semi-fini fidéle associé de M; sur M;_1. Alors, si la
restriction de To o My N M| et la restriction de T5 a Mz N M] sont semi-finies:

(i) On peut munir My N M|, d’une structure d’algébre de Woronowicz Wy ;

(ii) Pour tout i > 0, la restriction de Tyy1 & M1 N M]_, est semi-finie;
on peut donc appliquer (1) & Ualgébre M;+1 N M/_, qui est ainsi munie d’une
structure d’algébre de Woronowicz W;; de plus W;41 est isomorphe au commutant
de l’algébre de Woronowicz duale de W;

(iii) Pour tout i > 0, il existe une action extérieure o; de W11 sur M;
telle que M,;_1 soit égale & Ualgébre des éléments invariants M, et l'inclusion
M; C My isomorphe a Uinclusion de M; dans son produit croisé M;xqo, Wii1.

(iv) Pour tout i > 0, 41 est isomorphe o Uaction duale de «;, au sens de
2.6. La tour (M;);~o est donc isomorphe & la tour canonique des produits croisés
successifs construite a partir de laction aq de Wy sur My, et le premier facteur
My est égal a M.

4.3. DEFINITION. ([12], 4.3) Soit « une action de l'algébre de Woronowicz
W sur le facteur M; on dira que 'action a est minimale si le commutant relatif
(M*) N M est trivial, et si {(w ® id)a(z) | w € My,z € M}’ = A. Avec les
hypothéses de 4.2, laction a; est minimale ([7], 2.8).

4.4. PROPOSITION. (i) Soit My C M; une inclusion vérifiant les hypothéses

de 4.2; alors, si Ny est un sous-facteur intermédiaire
My C Ny C My
on a égalité:

{(w X ld)()q(X) | w e M1*7X (S No}” = 7T1(M3 N N(l))/
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(ii) La sous-algébre m (Ms N N§)' de mi(MsN M) est un co-idéal & gauche
de Wi. On Uappellera le co-idéal a gauche associé au facteur intermédiaire Ny et
sera noté By, .

Démonstration. Grace & 4.3, si x appartient & M3 N M|, et m1(x) commute &
tous les éléments de la forme (w®id)ay (X) (X € Ny, w € M1,), on aura X = Xz
et donc z appartient & Nj. Ainsi:

{((.d X 1d)a1(X) ‘ w € Ml*,X S NQ}/ = ﬂ'l(Mg n N(/))

d’ou on tire (i).
Par ailleurs, on aura, avec 6 € m1(Ms N M), X € Np et w € My,:

(0 @i (w®id)ay (X)) = (v ® 0 ®id)(id ® T oy (X)
= (w®I®id)(a; ®id)ai(X)
car o est une action. Et donc:

(0 ®@id)T (w ®@id)o (X)) = ((w ® 0) 0 ay ®@ id)ay (X) € 71 (Ms N NG’

et donc:
I"l((w & 1d)a1(X)) S 7T1(M3 N M{)/ (39 7T1(M3 N N(/))l

et, grice a (i), on en tire:
fll(ﬂ'l(Mg, N N(/))I) € 7T1(M3 N M{)I & 7T1(M3 N Né)l

ce qui est (ii). &

4.5. COROLLAIRE. (i) Soit My C M; une inclusion vérifiant les hypothéses
de 4.2; alors, si Ny est un sous-facteur intermédiaire

My C Ny C M,

la sous-algébre My N N{) est un co-idéal a gauche de W .
(ii) On a:
M3 N Ny = (M3 M{)U (Myn NY))".
(iii) 97 N1 est le sous-facteur intermédiaire My C N1 C My obtenu en faisant
la construction de base associée & Uinclusion No C My (on a donc Ny = JyNjJ1),

Ualgébre N1 N M{ est un co-idéal & gauche de Wi° (ou Wi). De plus, avec les
notations de 3.5 et 4.4, on a:

N, N M} = By,
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et donc (en considérant, Ny N M} dans Wi par identification de Wy et de Wi°):
By, = Ny N M,

(iv) On a:
M3 N N = (Mszn M{)N (N, N M)

Démonstration. En appliquant 3.2 (ii) au co-idéal & gauche m (M3 N N{)' de
Wi, on trouve que w1 (Mz N Nj) = w1 (M2 N Mj) N (Ms N NJ) est un co-idéal a
droite de W’l’ = W,?, ou encore un co-idéal & gauche de Wi, ce qui prouve (i).

En appliquant 3.3 au co-idéal & gauche m1(Ms N Nj)' de W{, on trouve que:
7I'1(M3 N N(/))/ == 7T1(M3 N M{)/ n 7T1(M2 N N(/))/
d’oti on tire (ii).
En appliquant la co-involution j;, on trouve (iii).
En appliquant (i) & l'inclusion M; C Ma, on trouve que Mz N N est un

co-idéal & gauche de Wj, et donc (4.2) que w1 (M3 N Ny) est un co-idéal & gauche
de 17\/\1; en utilisant 3.3 et 4.1, on trouve donc:

7T1(M3 ﬂN{) = 7T1(M3 OM{) n (7T1(M2 ﬁMé) ﬂ?Tl(Mg ﬂN{)/)/.

Or, on a, trivialement Ny N M{§ C Me N My N (Ms N Ny)’, d’ot on déduit
donc:
7T1(M3 n M{) n 7r1(N1 N Mé)/ - 7T1(M3 n N{)

L’inclusion inverse étant triviale, on en déduit (iv). 1

4.6. PROPOSITION. (i) Soit My C M; une inclusion vérifiant les hypothéses

de 4.2; alors, si B est un co-idéal & gauche de )7\/\{, on a ’égalité:
{X € My |ai(X) €M ®B} =M N (B
et cette algebre, notée Ng, vérifie:
My C Np C M;.

(ii) Si No est un facteur intermédiaire My C My, on a:
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(iii) Avec les notations de 4.5, on a:

Nl = (Ml @] (Nl N M(/)))”
No = My N (Ma N M)

et Uapplication N — By définie en 4.4 est donc injective.

Démonstration. Si x appartient & 7 '(B’), m1(z) appartient & B', et 1 ® z
commute donc & M;®B. On en déduit 1’égalité de (i), en utilisant 4.1. Par ailleurs,
on a clairement, en utilisant 4.2, My C Np, ce qui achéve la démonstration de (i).

En appliquant (i) & By, = m1(M3 N N{)', on trouve:

Npy, = My N0 (Ms N Np)'.

N,

La deuxieme égalité se déduit alors de 4.5 (ii).
Comme en 4.5, on pose Ny = J; N|J1; on a, trivialement:

(Ml U (Nl N Mé))” C N, CMynN (M3 n N{)/

L’isomorphisme qui rend M isomorphe & M; an{ (4.2), envoie ([8], 11.6)
X € M sur a1(X), et y € My N M) sur 1 ® m(y), et done (My U (N, N M}))”
sur (a1 (M) U (1 ® w1 (N1 N M), qui est donc égal & My x4, (N1 N M]), d’apres
4.5 (iii) et 3.9.

Cet isomorphisme envoie MaN(M3zNN7)' sur My xalV/\}{ﬂMl ®m1(MsNNT)Y,
ou encore, en utilisant 4.5 (iv) sur:

M1 Xalw\i n M1 ® (7T1(M3 N M{)/ U 7T1(N1 n M(/)))//
ce qui, par 3.6 est aussi égal & My X4, (N1 N M{); on en déduit que:
(M7 U (Ny N M) = My (M3 Ny

d’ott on déduit que N7 = (M7 U (N1 N M{))”. En passant aux commutants, on
trouve donc que No = My N (Ma N My)', et donc, par (ii), que Np,, = No, ce qui
assure l'injectivité de 'application N — By. 1

4.7. THEOREME. Soit My C M une inclusion vérifiant les hypothéses de

4.2. Soit Ny un sous-facteur intermédiaire
My C Ny C M.

Notons Ny le sous-facteur intermédiaire My C N1 C My obtenu en faisant la

construction de base associée a Uinclusion Nog C My (on a donc Ny = JyNjJ1).

Alors:
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(i) on a By, = ENO, ot By est le co-idéal a gauche associé au facteur
intermédiaire N (4.4), et B — B est la dualité entre co-idéauz de Wy et W'®
introduite en 3.5;

(ii) on a:

Jpm1 (N1 N Mg)Jp, = mi (N2 0 M)’

ot Ny est le sous-facteur intermédiaire Mo C No C Ms obtenu en faisant la
construction de base associée & linclusion N1 C My (on a donc No = JoN{Jo);
(iii) lapplication N — By est une bijection entre facteurs intermédiaires et

co-idéauz, qui préserve les structures ordonnées sur ces deux ensembles.

Démonstration. D’apres 4.6 (iii), Ny est isomorphe & My, (N1 N M}), et
cet isomrphisme, d’apres 4.2, envoie as sur Paction duale a;. Donc, en utilisant
3.10, on trouve que By, = Ny N M|, ce qui est égal, d’apres 4.5 (iii), & ENO, ce qui
démontre (i). Par ailleurs, on a By, = ma(My N N{) (en considérant By, comme
un co-idéal a gauche de )//V\é) Par I'isomorphisme entre Wé et Wi?, on va donc
obtenir, par ([8], 5.5) et 4.1, Jy,, m1 (No N M) J,, = m1(NoN M), dot le résultat,
par (i).

Soit maintenant B un co-idéal a gauche de 17\/\{, et soit B le co-idéal associé
de Wj?; en utilisant encore 3.10, on trouve que By = E, ou N est le facteur
intermédiaire M; € N = (M; U B)” C M. Posons Ny = JiN'Jy; alors Ny est
un facteur intermédiaire My C Ny C My, et, d’apres (i), ENO =By = E; d’ol1 on
tire, grace a 3.3, By, = B; l'application N — By est donc surjective; on a vu en
4.6 qu’elle est injective; elle est donc une bijection, qui préserve évidemment les

structures ordonnées sur ces deux ensembles. 1

4.8. THEOREME. Soit My C M; une inclusion irréductible de facteurs de
profondeur 2, et Ty un poids opératoriel normal semi-fini fidele de My sur M.
Soient (M;);en la tour de facteurs associée, et, pour tout i > 0, soit T; le poids
opératoriel normal semi-fini fidéle associé de M; sur M;_1. Alors, si la restriction
de Ty a My N MY et la restriction de T5 & Ms N M/ sont semi-finies:

(i) on peut munir My N M|, d’une structure d’algébre de Woronowicz Wh ;

(ii) pour tout i > 0, la restriction de T;11 a M;11 N M]_, est semi-finie;
on peut donc appliquer (i) a Ualgébre M;11 N M[_, qui est ainsi munie d’une
structure d’algébre de Woronowicz W;; de plus W;41 est isomorphe au commutant
de l’algébre de Woronowicz duale de W;

(iii) pour tout i > 0, il existe une action extérieure o; de Wii1 sur M;,
telle que M,;_1 soit égale & Ualgébre des éléments invariants M, et l'inclusion

M; C My isomorphe a Uinclusion de M; dans son produit croisé M;xqo, Wii1;
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(iv) pour tout i > 0, a;y1 est isomorphe d laction duale de «;, au sens de
2.6. La tour (M;);>o est donc isomorphe a la tour canonique des produits croisés
successifs construite a partir de laction aq de Wo sur My, et le premier facteur
My est égal & M7,

(v) pour tout co-idéal & gauche B de W;11, on peut associer un sous-facteur
intermédiaire M;_1 C Np C M, tel que:

NBZ{XEMZ|C¥Z(X)€M1®B}

et on obtient ainsi une bijection entre les ensembles ordonnées des sous-facteurs
intermédiares entre M;_1 et M;, et les co-idéauzr a gauche de Wii1;

(vi) pour tout co-idéal a gauche B de Wii1, soit B le co-idéal a gauche de
W42 associé par 3.3; alors , on a B = Bp, ou le sous-facteur intermédiaire P,
M; C P C M;41 est donné par la construction de base fournie par linclusion
Np C M,;.

Démonstration. 11 s’agit de 4.2 et 4.7. 1

4.9. THEOREME. ([18], VII) Soit My C My une inclusion irréductible de
facteurs, de profondeur 2, et Ty un poids opératoriel normal semi-fini fidéle de My
sur My. Soient (M;)ien la tour de facteurs associée, et, pour tout i > 0, soit T;
le poids opératoriel normal semi-fini fidéle associé de M; sur M;_1. Alors, si la
restriction de Ty 6 Mo N M), et la restriction de Ts a M3 N M/ sont semi-finies, et
st My N M{) (resp. M3z N M) est une algébre abélienne:

(i) 4l existe un groupe localement compact G tel que l’algébre L>°(G) soit
isomorphe o MaN M| (resp. ¢ MsN M) et tel que l'algébre R(G) engendrée par la
représentation réguliére droite de G soit isomorphe & M3N M (resp. a MaNM]);

(ii) 4l existe une coaction (resp. une action) a de G sur My telle que My =
MY et telle que Uinclusion My C Ma soit isomorphe a linclusion de My dans son
produit croisé My xa@ (resp. M1xoG);

(iii) pour tout sous-groupe fermé H de G, on peut associer un sous-facteur
intermédiaire Mo C Ny C M tel que:

Ng = {X € M, |a(X) € M, ®R(H)}

(resp. on peut associer le sous facteur intermédiaire My C M{l C My ou M
est formé des éléments de My invariant par l'action « restreinte au sous-groupe
fermé H) et on obtient ainsi une bijection entre l’ensemble ordonné des sous-
facteurs intermédiaires entre My et My, et ’ensemble ordonn des sous-groupes
fermés de G.
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Démonstration. Les énoncés (i) et (ii) sont [7], 8.3. Les co-idéaux & gauche

de R(G) (en fait, comme R(G) est symmétrique, il s’agit des sous-algebres de

Hopf-von Neumann) sont de la forme R(H) ot H est un sous-groupe fermé de G

([23], théoreme 6), ce qui fournit la premiere partie de (iii), en utilisant 4.8; les

CO

-idéaux & gauche de L°°(G) sont de la forme L*°(G/H) ([23], théoréme 5); le

sous-facteur intermédiaire associé est donc:

ce

10.

11.

12.

13.

14.

15

(X €M | (s — as(X)) € My @ L=(G/H)}

qui est trivialement égal & M{ | et démontre donc (iii). B
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