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Abstract. Let (X, ‖ · ‖) be a Banach space. Let N be the set of norms on
X that are equivalent with ‖ · ‖. For T ∈ B(X) and | · | ∈ N , we introduce
a Fredholm perturbation function F|·|(T ) (for example: the measure of non-
compactness; the essential norm, etc.). In this article we show that re(T ),
the essential spectral radius of T , can be calculated by the following formula:
re(T ) = inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N}.

In addition, we introduce another perturbation function G|·|(T ) (for
example: the essential conorm, the distance with respect to the set of Fred-
holm operators, etc.) and we show that if T is Fredholm then dist(0, σe(T )) =
sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N}.
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1. INTRODUCTION

Dans ce travail (X, ‖·‖) désignera un espace de Banach (complexe) et N l’ensemble
des normes dans X, équivalentes à ‖ ·‖. Soit B(X) l’algèbre des opérateurs bornés
de X dans lui-même. Si T ∈ B(X) et | · | ∈ N , alors |T | dénotera, dans la suite,
la norme d’algèbre de T associée à la norme | · |. Pour T ∈ B(X), on notera
N(T ), R(T ) et σ(T ) respectivement le noyau, l’image et le spectre de T .

L’idéal des opérateurs compacts sera noté par K(X). Soit

C(X) = B(X)/K(X)

l’algèbre de Calkin et soit π : B(X) 7→ C(X) la surjection canonique. Un opérateur
T ∈ B(X) est dit Fredholm si l’image de T est fermée et

max{dim(N(T )), codim(R(T ))} < ∞.
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L’ensemble des opérateurs Fredholm sera noté par Φ(X). Par le théorème
d’Atkinson on a

(1.1) T ∈ Φ(X) ⇔ π(T ) est inversible dans C(X).

Notons par σe(T ) le spectre essentiel de T , défini par

σe(T ) = {λ ∈ C : T − λI n’est pas Fredholm}.
D’après (1.1), σe(T ) = σ(π(T )).

Le rayon spectral essentiel de T sera noté re(T ) et défini par,

re(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σe(T )}.
Plusieurs auteurs ([5], [7], [11], [17], [18], [20], [21] et [22]) ont introduit

et étudiés des quantités liées aux opérateurs de Fredholm (par exemple: norme
essentielle, mesure de non-compacité, mesure de non-strict singularété, etc.). Ils
ont obtenus des formules de re(T ) en fonction du comportement asymptotique des
puissances de T .

Dans le paragraphe 2, nous introduisons une fonction perturbation des opéra-
teurs Fredholm. Plusieurs exemples de quantités liées aux opérateurs de Fredholm,
notamment les exemples cités plus haut, entrent dans le cadre de la définition de
cette fonction. En remarquant que cette fonction de perturbation dépend aussi de
la norme choisie dans N , nous donnons une formule du rayon spectral essentiel en
fonction des variations de la norme dans N (voir théorème 2.3).

Dans le paragraphe 3, nous introduisons une autre fonction de perturbation
qui dépend aussi de la norme choisie dans N et nous établissons une formule de
distance au spectre essentiel (voir théorème 3.7).

Dans la suite nous adoptons essentiellement les notations utilisées par
M. Schechter ([17]) et J. Zemánek ([20], [21] et [22]).

2. RAYON SPECTRAL ESSENTIEL

Pour T ∈ B(X) et | · | ∈ N , définissons le module minimal par

j|·|(T ) = inf{|Tx| : |x| = 1},
et, le module de surjectivité par

q|·|(T ) = sup{ε > 0 : εB|·|(0, 1) ⊂ TB|·|(0, 1)},
où B|·|(0, 1) = {x ∈ X : |x| 6 1}.

Alors (voir [16]), pour tout | · | ∈ N ,

(2.1) j|·|(T ) > 0 ⇔ N(T ) = {0} et R(T ) fermé.

Et,

(2.2) q|·|(T ) > 0 ⇔ R(T ) = X.

Si T est inversible alors j|·|(T ) = q|·|(T ) = |T−1|−1. Si T ∗ est l’adjoint de T alors

(2.3) j|·|(T ) = q|·|(T ∗) et j|·|(T ∗) = q|·|(T ).
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D’autre part il est facile de voir que pour tout T, S ∈ B(X),

(2.4) j|·|(ST ) 6 |S| · j|·|(T ) et q|·|(TS) 6 |S| · q|·|(T ).

Dans toute la suite on utilisera les notations suivantes
E(X) = {sous-espaces fermés de X};
Edi(X) = {M ∈ E(X) : dim(M) = ∞};
Edf(X) = {M ∈ E(X) : dim(M) < ∞};
Ecf(X) = {M ∈ E(X) : codim(M) < ∞};
Eci(X) = {M ∈ E(X) : codim(M) = ∞}.
Soit M et V dans E(X) alors JM et QV désignera respectivement l’injection

canonique de M dans X et la surjection canonique de X sur le quotient X/V .
Un opérateur T ∈ B(X) est dit strictement singulier et sera noté T ∈ SS(X)

si il n’existe pas de sous-espace fermé M de dimension infinie tel que j|·|(TJM )
soit strictement positive.

Un opérateur T ∈ B(X) est dit strictement co-singulier et sera noté T ∈
SC(X) si il n’existe pas de sous-espace fermé V de codimension infinie tel que
q|·|(QV T ) soit strictement positive.

Alors ([15]),
(1) K(X) ⊂ SS(X) ∩ SC(X);
(2) T ∗ ∈ SS(X∗) ⇒ T ∈ SC(X) et T ∗ ∈ SC(X∗) ⇒ T ∈ SS(X).

2.1. Définition. Soit T ∈ B(X) et |·| ∈ N , on dira que la fonction F|·|(T ) à
valeurs réelles positives est une fonction Φ1-perturbation si les conditions suivantes
sont vérifiées:

(a) F|·|(T + K) = F|·|(T ) pour tout K ∈ K(X);
(b) F|·|(I) = 1;
(c) min{F|·|(ST ),F|·|(TS)} 6 |S|F|·|(T ) pour tout T, S ∈ B(X);
(d) si |λ| > F|·|(T ) alors T − λI est Fredholm.

2.2. Remarque. Les propriétés suivantes résultent directement des condi-
tions (a), (b) et (c) de la définition 2.1:

(i) F|·|(T ) 6 |T | pour tout T ∈ B(X);
(ii) F|·|(K) = 0 pour tout K ∈ K(X);
(iii) si pour tout T, S ∈ B(X), F|·|(ST ) 6 |S|F|·|(T ) ou F|·|(TS) 6 |S|F|·|(T )

alors la condition (c) est vérifiée.

Les quantités suivantes sont des exemples de fonction Φ1-perturbation.

2.3. Example. La norme essentielle,

|T |e = inf{|T + K| : K ∈ K(X)}
il est clair que |T |e vérifie les conditions de la définition d’une fonction Φ1-perturbation.

2.4. Example. La mesure de non-compacité de Kuratowski ([1], [4], [5],
[10]).

Soit D un sous-ensemble borné de X, notons alors,

α̃|·|(D) = inf
{

ε > 0 : D ⊂
n⋃

k=1

Dk

}
;
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où les Dk sont des sous-ensembles de X de diamètres, δ(Dk) < ε et par définition
δ(Dk) = sup{|x− y| : x, y ∈ Dk}.

Alors α̃|·|(D) = 0 si est seulement si D est relativement compact.
Maintenant pour T ∈ B(X), on définit,

α̃|·|(T ) = sup
{

α̃|·|(TD)
α̃|·|(D)

: α̃|·|(D) > 0
}

.

α̃|·|(T ) est une fonction Φ1-perturbation. En effet, les conditions (a), (b), (c) et
(d) de la définition 2.1 se déduisent de [4], lemme I.2.8 et théorème I.4.4.

2.5. Exemple. La mesure de non-compacité de Hausdorff ([1], [4], [5], [11]),

α|·|(T ) = inf
{

ε > 0 : TB(0, 1) ⊂
n⋃

k=1

B(xk, ε)
}

où, xk ∈ X et B(xk, ε) = {x ∈ X : |x− xk| 6 ε}.
α|·|(T ) est une fonction Φ1-perturbation. En effet, les conditions (a), (b),

(c) et (d) de la définition 2.1 se déduisent respectivement de [4], lemme I.2.8 et
théorème I.4.4.

2.6. Exemple. Encore une mesure de non-compacité ([1], [4], [11]),

|T |m = inf{|TJM | : M ∈ Ecf(X)}.
|T |m est une fonction Φ1-perturbation. En effet, les conditions (a) et (d) se
déduisent respectivement de [11], p. 9 et théorème 6.1, et les condition (b) et
(c) sont évidentes.

2.7. Exemple. Encore une mesure de non-compacité ([21]):

k|·|(T ) = inf{|QV T | : V ∈ Edf(X)}.
k|·|(T ) est une fonction Φ1-perturbation. En effet, les condition (b) et (c) sont
évidentes. D’autre part k|·|(T ) = 0 si et seulement si T ∈ K(X) (voir [21], p.
221) et puisque k|·|(T + S) 6 k|·|(T ) + k|·|(S), pour tout opérateur compact K,
k|·|(T + K) 6 k|·|(T ). D’où si on remplace dans la dernière inégalité T par T + K
et K par −K, on obtient k|·|(T ) 6 k|·|(T + K). Par conséquent la condition (a)
est vérifiée. La condition (d) se déduit de [21], théorème 5.2.

2.8. Exemple. Mesures de non-stricte singularité ([7], [17], [19], [21]):

∆|·|(T ) = sup{inf{|TJN | : N ⊂ M, N ∈ Edi(X)},M ∈ Edi(X)}.
∆|·|(T ) est une fonction Φ1-perturbation. En effet, la condition (a) se déduit

de [17], (c), p. 1062. Les conditions (b) et (c) sont évidentes. Pour la condition
(d), il suffit d’appliquer le [17], théorème 2.12, pour B = T et A = λI.

2.9. Exemple. Encore une mesures de non-stricte singularité ([17], [5],
[21]):

τ|·|(T ) = sup{j|·|(TJM ) : M ∈ Edi(X)}.
τ|·|(T ) est une fonction Φ1-perturbation. En effet, la condition (a) se déduit de
[17], (d), p. 1062. Les conditions (b) et (c) sont évidentes. Pour la condition (d),
il suffit d’appliquer le [17], théorème 2.14, pour B = T et A = λI.
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2.10. Exemple. Mesures de non-stricte co-singularité ([3], [7], [17], [19],
[21]):

∇|·|(T ) = sup{inf{|QV T | : V ⊃ W, V ∈ Eci(X)},W ∈ Eci(X)}.

Posons K|·|(T ) = inf{|QV T | : V ∈ Edi(X)}, alors d’après [3], lemme 4.13, on
a pour tout T, S ∈ B(X)

(2.5) K|·|(T + S) 6 ∇|·|(T ) + K|·|(S)

d’où

(2.6) ∇|·|(T + S) 6 ∇|·|(T ) +∇|·|(S).

D’autre part, il résulte de [3], théorème 4.15, que si K ∈ K(X) alors ∇|·|(K) = 0.
D’où, (2.6) implique que pour tout K ∈ K(X), ∇|·|(T + K) 6 ∇|·|(T ). Donc
∇|·|(T ) = ∇|·|((T + K) + (−K)) 6 ∇|·|(T + K) et donc pour tout K ∈ K(X),
∇|·|(T + K) = ∇|·|(T ), ce qui montre que la condition (a) est vérifiée.

Montrons que la condition (d) est aussi vérifiée. Soit |λ| > ∇|·|(T ) et posons
S = −λI alors K|·|(S) = |λ| et ∇|·|(T ) < K|·|(S). Soit t ∈ [0, 1] alors (2.5)
implique K|·|(S + tT ) > K|·|(S)−∇|·|(tT ) = |λ| − t∇|·|(T ) > 0. D’où d’après [4],
corollaire 4.4, S + tT est semi-Fredholm inférieur et par continuité de l’indice, on
obtient ind(T − λI) = ind(S) = ind(λI). Par conséquent T − λI est Fredholm et
la condition (d) est vérifiée.

2.11. Exemple. Encore une mesures de non-stricte co-singularité ([21]):

v|·|(T ) = sup{q|·|(QW T ) : W ∈ Eci(X)}.
v|·|(T ) est une fonction Φ1-perturbation. En effet, les conditions (b) et (c) sont
évidentes. La condition (d) se déduit de [21], théorème 5.1. D’autre part, soit
ε > 0 alors par dédinition de v|·|(T ), il existe Wε sous-espace fermé de codimension
infinie tel que v|·|(T ) 6 q|·|(QWεT ) + ε/2.

Soit K un opérateur compact alors il existe un sous-espace Vε de dimension
finie tel que |QVεK| < ε/2.

D’où, en posant Zε = Wε + Vε, alors Zε est fermé, de codimension infinie et
on a

v|·|(T )− ε

2
6 q|·|(QWεT ) 6 q|·|(QZεT ) 6 q|·|(QZε(T + K)) + |QZεK|
6 q|·|(QZε(T + K)) + |QWεK| 6 q|·|(QZε(T + K)) +

ε

2
6 v|·|(T + K) +

ε

2
.

Et, comme ε > 0 est arbitraire, on obtient v|·|(T ) 6 v|·|(T + K). En rem-
plaçant dans cette dernière inégalité T par T + K et K par −K, on obtient
v|·|(T + K) 6 v|·|(T ). Par conséquent, pout tout K ∈ K(X), v|·|(T + K) = v|·|(T )
et donc v|·|(T ) vérifie la condition (a).

2.12. Exemple. Distance aux opérateurs strictements singuliers:

|T |SS = inf{|T + R| : R ∈ SS(X)}.
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Les conditions (a) et (b) sont clairement vérifiées (K(X) ⊂ SS(X)). Puisque
SS(X) est un idéal, pour tout R ∈ SS(X),

|ST |SS 6 |ST − SR| 6 |S| · |T −R|
et donc, |ST |SS 6 |S| · |T |SS. D’où, la condition (c) est vérifiée.

D’autres part, pour tout R ∈ SS(X),

∆|·|(T ) = ∆|·|(T −R) 6 |T −R|
d’où

∆|·|(T ) 6 |T |SS

et la condition (d) se déduit de cette dernière inégalité (voir exemple 2.8).

2.13. Exemple. Distance aux opérateurs strictements co-singuliers:

|T |SC = inf{|T + R| : R ∈ SC(X)}.
Les conditions (a) et (b) sont clairement vérifiées (K(X) ⊂ SC(X)). Puisque
SC(X) est un idéal, pour tout R ∈ SC(X),

|ST |SC 6 |ST − SR| 6 |S| · |T −R|
et donc, |ST |SC 6 |S| · |T |SC. D’où, la condition (c) est vérifiée.

D’autres part, pour tout R ∈ SC(X),

∇|·|(T ) = ∇|·|(T −R) 6 |T −R|
d’où

∇|·|(T ) 6 |T |SC

et la condition (d) se déduit de cette dernière inégalité (voir exemple 2.10).

2.14. Exemple. La quantitée suivante a été introduite par H. Tylli ([18]).
Soit M un sous-espace fermé de dimension infinie, notons par

φ|·|,M (T )=inf{α|·|(TJN ) : N ⊂ M} et χ|·|(T )=sup{φ|·|,M (T ) : M ∈ Edi(X)}.
Alors il est facile de voir que χ|·|(T ) vérifie les conditions (a), (b) et (c) de

la définition d’une fonction Φ1-perturbation. La condition (d) se déduit de [18],
corollaire 3.

2.15. Exemple. La quantitée suivante a été aussi introduite par
H. Tylli ([18]).

Soit W un sous-espace fermé de codimension infinie, notons par

η|·|,W (T )=inf{α|·|(QV T ) : V ⊂ W} et µ|·|(T )=sup{η|·|,W (T ) : W ∈ Eci(X)}.
Alors il est facile de voir que µ|·|(T ) vérifie les conditions (a), (b) et (c) de

la définition d’une fonction Φ1-perturbation. La condition (d) se déduit de [18],
corollaire 3.

2.16. Remarque. (i) La fonction perturbation étudié par F. Galaz-Fontes
([5]) est une fonction Φ1-perturbation.

(ii) Les quantités |T |e, α̃|·|(T ), α|·|(T ) et |T |m sont des mesures de non-
compacités car on a (voir [4], [9], [1] et [3]),

T ∈ K(X) ⇔ |T |e = 0 ⇔ α̃|·|(T ) = 0 ⇔ α|·|(T ) = 0 ⇔ |T |m = 0.
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(iii) Les quantités ∆|·|(T ) et τ|·|(T ) sont des mesures de non-stricte singularité
car on a (voir [17])

T ∈ SS(X) ⇔ ∆|·|(T ) = 0 ⇔ τ|·|(T ) = 0.

(iv) Les quantités ∇|·|(T ) et v|·|(T ) sont des mesures de non-stricte co-
singularité car on a (voir [3], [19], [20]), T ∈ SC(X) ⇔ ∇|·|(T ) = 0 ⇔ v|·|(T ).

(v) Les exemples 2.13 et 2.14, restent des fonction Φ1-perturbation même si
on remplace α|·|(T ) par α̃|·|(T ) ou par |T |m.

(vi) Les mesures de non-compacités (exemples 2.3–2.6) sont des semi-normes
dans B(X) et des normes dans C(X) = B(X)/K(X), l’algèbre de Calkin. α|·|(T ),
α̃|·|(T ) et |T |m sont équivalentes (voir [1], [4], [11]). Il est facile de voir que C(X)
muni de la norme |T |e est complet. Puisque α|·|(T ) 6 |T |e, par le théorème du
graphe fermé, on a : C(X) muni de la norme α|·|(T ) est complet si et seulement si
α|·|(T ) et |T |e sont équivalentes. A. Lebow et M. Schechter, ([11], corollaire 3.7)
ont montrés que si X a la propriété de l’approximation compacte bornée (b.c.a.p.)
alors les normes α|·|(T ) et |T |e sont équivalentes. La reciproque a été obtenu par
K. Astala et H. Tylli ([1], théorème 2.5) et ils donnent un exemple d’espace de
Banach n’admettant pas b.c.a.p. ([1], exemple 2.6). Donc en général, α|·|(T ) (ou
α̃|·|(T ) ou |T |m ) et |T |e ne sont pas équivalentes.

D’autre part, puisque les noyaux de ∆|·|(T ),∇|·|(T ) et α|·|(T ) sont respec-
tivement SS(X), SC(X) et K(X), ces quantités ne pouvent pas être équivalentes.

Le résultat suivant se déduit directement de la définition d’une fonction Φ1-
perturbation.

2.17. Théorème. Soit T ∈ B(X) et | · | ∈ N et F|·| une fonction Φ1-
perturbation. Alors

re(T ) = lim
n→∞

F|·|(Tn)1/n.

Démonstration. En utilisant la condition (d), on voit facilement que pour
tout n > 1,

re(T ) = re(Tn)1/n 6 F|·|(Tn)1/n.

D’autre part, les conditions (a), (b) et (c) impliquent que pour tout n > 1,

F|·|(Tn)1/n 6 |Tn|1/n
e .

Puisque | · | ∈ N , il existe k > 0 tel que |T |e 6 k‖T‖e. D’où en utilisant les deux
inégalités précédente et en passant à la limite quand n tend vers l’infini, on obtient
la conclusion du théorème.

2.18. Remarque. La conclusion du théorème précédent a été obtenue, pour
les exemples cités plus haut, par des différents auteurs (voir [4], [5], [11], [17],
[18], [21]).

2.19. Théorème. Soit T ∈ B(X) et F|·| une fonction Φ1-perturbation,
alors

re(T ) = inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N}.

Pour la démonstration du théorème 2.19 on aura besoin des lemmes suivants.
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2.20. Lemme. ([14], lemme 6) Soit T ∈ B(X) et ε > 0. Alors:
(i) l’ensemble σ(T )∩{λ ∈ C : |λ| > re(T )+ε} est fini (éventuellement vide);
(ii) il existe un opérateur de rang fini F ∈ B(X) tel que

σ(T + F ) ⊆ {λ ∈ C : |λ| 6 re(T ) + ε}.

2.21. Lemme. Soit T ∈ B(X) avec r(T ) < 1, alors il existe | · | ∈ N tel que
|T | 6 1 où r(T ) est le rayon spectral de T .

Démonstration. Puisque r(T ) < 1, la suite (Tn)n>0 converge vers zéro, donc
elle est bornée. Soit M = sup

n>0

‖Tn‖. Posons |x| = sup
n>0

‖Tnx‖, pour x ∈ X. Alors

pour tout x ∈ X, ‖x‖ 6 |x| 6 M · ‖x‖ et |Tx| 6 |x|. Par conséquent, | · | ∈ N et
|T | 6 1.

Démonstration du théorème 2.19. D’après la condition (d) de la définition
d’une fonction Φ1-perturbation, on a pour tout | · | ∈ N , re(T ) 6 F|·|(T ). D’où,

re(T ) 6 inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N}.
Montrons l’autre inégalité. Soit ε > 0, alors, par le lemme 2.20, il existe un

opérateur de rang fini F ∈ B(X), tel que le rayon spectral,

r(T + F ) 6 re(T ) +
ε

2
.

Maintenant par le lemme 2.21, il existe | · |ε ∈ N tel que |T +F |ε 6 re(T )+ε. Mais
par définition d’une fonction Φ1-perturbation (voir la remarque 2.2), on obtient,
F|·|ε(T ) = F|·|ε(T + F ) 6 |T + F |ε. Par conséquent, F|·|ε(T ) 6 re(T ) + ε et donc,
inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N} 6 re(T ) + ε. Et, comme ε > 0 est arbitraire, il résulte que
inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N} 6 re(T ) et le théorème est démontré.

Application à un exemple classique. Soit H un espace de Hilbert séparable
muni de la norme ‖ · ‖, définie par le produit scalaire et soit (en)n>1 une base
orthonormée de H. Soit T ∈ B(H) le shift unilatéral défini par Ten = en+1 pour
n > 1. Alors il est facile de voir que: ‖T‖ = 1 et σ(T ) = D := {z ∈ C : |z| 6 1}.

Maintenant en utilisant remarque 2.2 (i) on obtient pour la norme usuelle,
F‖·‖(T ) 6 ‖T‖ = 1. D’où,

inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N} 6 F‖·‖(T ) 6 1.

Montrons que pour tout | · | ∈ N , F|·|(T ) > 1. Supposons que F|·|(T ) < 1.
Alors pour λ ∈ ∂σ(T ), |λ| = 1 > F|·|(T ). Il résulte alors que T − λI est Fredholm
(voir la condition (d) de la définition 2.1), contradiction, car R(T − λI) n’est pas
fermé pour tout λ ∈ ∂σ(T ). Par conséquent,

inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N} > 1.

Donc finalement,
re(T ) = inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N} = 1.

2.22. Remarque. (i) Dans le cas de l’exemple du shift l’inf est atteint.
Ceci suggère la question suivante: Pour un opérateur T ∈ B(X) Fredholm et X
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un espace de Banach de dimension infinie, existe-t-il une norme équivalente |·| ∈ N
telle que re(T ) = F|·|(T )?

(ii) Si T est une isométrie dans un espace de Hilbert avec indice fini alors,
par un raisonnement analogue utilisé dans le cas du shift, il est facile de voir que
re(T ) = inf{F|·|(T ) : | · | ∈ N} = 1 est que cet inf est atteint.

3. FORMULE DE DISTANCE AU SPECTRE ESSENTIEL

Rappelons la définition et quelques propriétés de la conorme d’un opérateur T ∈
B(X) et | · | ∈ N , notée par γ|·|(T ) et par définition:

γ|·|(T ) := inf{|Tx| : dist(x,N(T )) = 1}, γ|·|(T ) = +∞ si T = 0.

Alors (cf. [6], [9])
γ|·|(T ) > 0 si et seulement si R(T ) est fermé,(3.1)
γ|·|(T ) = γ|·|(T ∗).(3.2)

D’après la définition de γ|·|(T ), on voit facilement que

j|·|(T ) =
{

γ|·|(T ) si T est injectif à image fermée,
0 si non.

Et par dualité (voir (2.3) et (3.2)) on obtient,

q|·|(T ) =
{

γ|·|(T ) si T est surjectif,
0 si non.

Le théorème qui suit, sur les perturbations des Fredholm, est dû à T. Kato
([9], théorème 1; voir aussi [6], théorème V.1.6).

3.1. Théorème. Si T ∈ Φ(X) et S ∈ B(X) alors
|S| < γ|·|(T ) ⇒ T − S ∈ Φ(X).

3.2. Lemme. Soit T, S ∈ B(X) avec TST = T (dans ce cas, S est dit
inverse généralisé de T ), alors pour tout | · | ∈ N ,

γ|·|(T ) > 1
|S| .

Démonstration. Puisque TST = T , alors pour tout x ∈ X, x−STx ∈ N(T ).
D’où, dist(x,N(T )) = dist(STx,N(T )) 6 |STx| 6 |S| |Tx|. Et donc, γ|·|(T ) >
1/|S|.

3.3. Lemme. Soit T ∈ Φ(X) alors:
(i) il existe S ∈ B(X) tel que TST = T ;
(ii) si TST = T alors π(S) = π(T )−1.

Démonstration. (i) Puisque T est Fredholm, il existe X0, M0 sous-espaces
fermés de X tel que N(T )⊕X0 = X = R(T )⊕M0. Soit P la projection sur R(T ).
Soit T0 = T : X0 7→ R(T ) alors T0 est inversible et S = T−1

0 P ∈ B(X) vérifie
TST = T .

(ii) Par le théorème d’Atkinson (voir (1.1)), π(T ) est inversible dans l’algèbre
de Calkin C(X). D’autre part TST = T implique π(T )π(S)π(T ) = π(T ). D’où,
en multipliant à droite et à gauche l’égalité précédente par π(T )−1, on trouve
π(S) = π(T )−1.
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3.4. Définition. Soit T ∈ B(X) et |·| ∈ N , on dira que la fonction G|·|(T ) à
valeurs réelles positives est une fonction Φ2-perturbation si les conditions suivantes
sont vérifiées:

(a) G|·|(T + K) = G|·|(T ) pour tout K ∈ K(X);
(b) F|·|(I) = 1;
(c) min{F|·|(ST ),F|·|(TS)} 6 |S|F|·|(T ) pour tout T, S ∈ B(X);
(d′) si T ∈ Φ(X) et |λ| < G|·|(T ) alors T − λI ∈ Φ(X).

Les quantités suivantes sont des exemples de fonction Φ2-perturbation.

3.5. Exemple. La distance aux opérateurs non Fredholm:

d|·|(T ) = dist(T, B(X) \ Φ(X)).

La stabilté des opérateurs Fredholm par les perturbations compacts implique
la condition (a). Par le Théorème 3.1 et puisque 0 ∈ K(X), on a

1 = γ|·|(I) 6 d|·|(I) 6 |I| = 1

et la condition (b) est vérifiée. La condition (d′) est évidente. Il reste à montrer
que d|·|(T ) vérifie la condition (c). En utilisant (1.1), on voit facilement que:

TS et ST ∈ Φ(X) ⇔ T et S ∈ Φ(X),(3.3)
T ∈ Φ(X) et A ∈ B(X) \ Φ(X) ⇒ TA et AT ∈ B(X) \ Φ(X),(3.4)
T ∈ Φ(X) ⇒ B(X) \ Φ(X) = T · [B(X) \ Φ(X)] + K(X).(3.5)

D’autre part, si TS ou ST est dans B(X)\Φ(X) alors min{d|·|(TS), d|·|(ST )}
= 0 et donc (c) est vérifiée.

Supposons maintenant que TS et ST ∈ Φ(X) alors d’après (3.3), T ∈ Φ(X).
D’où, par (3.4), pour tout A ∈ B(X) \ Φ(X) et K ∈ K(X) on a,

d|·|(ST ) 6 |ST − STA + SK| 6 |S| · |T − TA + K|.
Maintenant en utilisant (3.5), on obtient, d|·|(ST ) 6 |S| · d|·|(T ). Ce qui

montre que la condition (c) est vérifiée.

3.6. Exemple. La quantité suivante, introduite par B. Gramsch, est liée
aux nombres de Gelfand (voir [8], [17], [21]):

G|·|(T ) = inf{|TJM | : M ∈ Edi(X)}.
Pour la condition (a) voir [21], théorème 3.1. Les conditions (b) et (c) sont
évidentes. La condition (d′) se déduit du [17], théorème 2.12, appliqué à B = λI
et A = T (voir aussi [21], théorème 5.3).

3.7. Exemple. La quantité suivante est liée aux nombres de Kolmogorov
([21]):

K|·|(T ) = inf{|QV T | : V ∈ Eci(X)}.
Pour la condition (a) voir [21], théorème 3.1. Les conditions (b) et (c), sont
évidentes. La condition (d′) se déduit du [21], théorème 5.3.

3.8. Exemple. Pour la quantité suivante a été introduite par J. Zemànek
([7], [22]):

∆′
|·|(T ) = sup{inf{|TJN | : N ⊂ M et N ∈ Edi(X)},M ∈ Ecf(X)}.
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Dans [7], remarque 3.2, on montre que ∆′
|·|(T ) = G|·|(T ) (voir section 2, exem-

ple 2.4), d’où ∆′
|·|(T ) est aussi une fonction Φ2-perturbation.

3.9. Exemple. Pour la quantité suivante voir [3], [7], [22]:

∇′|·|(T ) = sup{inf{|QV T | : V ⊃ W et V ∈ Eci(X)}, W ∈ Eif(X)}.
Les conditions (b) et (c), sont évidentes. Pour la condition (a) s’obtient comme
dans section 2, exemple 8. La condition (d′) se déduit de ∇′|·|(T ) 6 d|·|(T ), (voir
[22], p. 233) d’où ∇′|·|(T ) est aussi une fonction Φ2-perturbation.

3.10. Exemple. La quantité suivante est liée aux nombres de Mityagin ([7],
[21]):

M|·|(T ) = sup{q|·|(QV T ) : V ∈ Eif(X)}.
Pour la condition (a) voir [21], théorème 3.1. Les conditions (b) et (c), sont
évidentes. La condition (d′) se déduit du [21], théorème 5.1.

3.11. Exemple. La quantité suivante est liée aux nombres de Bernstein
([7], [21]):

B|·|(T ) = sup{j|·|(TJM ) : M ∈ Ecf(X)}.
Pour la condition (a) voir [21], théorème 3.1 . Les conditions (b) et (c), sont
évidentes. La condition (d′) se déduit du [21], théorème 5.1.

3.12. Exemple. Pour la quantité suivante voir [7], [18]:

φ|·|(T ) = inf{α|·|(TJM ) : M ∈ Edi(X)}.
Les conditions (a), (b) et (c) se vérifient facilement (voir section 2, exemple 2.5).
La condition (d′) se déduit de [18], corollaire 3.

3.13. Exemple. Voir [7], [18]:

η|·|(T ) = inf{α|·|(QV T ) : V ∈ Eci(X)}.
Les conditions (a), (b) et (c) se vérifient facilement (voir section 2, exemple 2.5).
La condition (d′) se déduit de [18], corollaire 3.

3.14. Exemple. Pour la quantité suivante voir [18]:

Ã|·|(T ) = inf
{ α̃|·|(TD)

α̃|·|(D)
: α̃|·|(D) > 0

}
.

Les conditions (a), (b) et (c) se vérifient facilement(voir section 2, exem-
ple 2.4). Pour démontrer la condition (d′), on utilise l’inégalité Ã|·|(T ) 6 φ(T )
voir la preuve du [18], théorème 7 et corollaire 3.

3.15. Exemple. Pour la quantité suivante voir [7]:

V|·|(T ) = inf{v|·|(QW T ) : W ∈ Eci(X)}.
Les conditions (a), (b) et (c) se vérifient facilement (voir section 2, exemple 2.11).
La condition (d′) se déduit de section 3, exemple 3.7 et de l’inégalité suivante
V|·|(T ) 6 K|·|(T ) (voir [7], théorème 4.5).
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3.16. Exemple. Pour la quantité suivante voir [7]:

τ̃|·|(T ) = inf{τ|·|(TJM ) : M ∈ Edi(X)}.
Les conditions (a), (b) et (c) se vérifient facilement (voir section 2, exemple 2.9).
La condition (d′) se déduit de section 3, exemple 3.5, et de l’inégalité suivante
τ̃|·|(T ) 6 d|·|(T ) (voir [7], p. 21).

3.17. Remarque. (i) ([7], théorème 4.3 et théorème 4.5) montre que M|·|(T )
6 V|·|(T ) 6 K|·|(T ), mais ces quantitées ne sont pas équivalentes.

(ii) ([7], théorème 2.7) montre que B|·|(T ) 6 τ̃|·|(T ), mais ces deux quantitées
ne sont pas équivalentes.

(iii) ([7], proposition 3.6) montre que φ|·|(T ) 6 G|·|(T ) 6 2φ|·|(T ).

3.18. Lemme. Soit T ∈ Φ(X) et S ∈ B(X) avec TST = T alors

G|·|(T ) > 1
|S|e .

Démonstration. Puisque T ∈ Φ(X) et TST = T , F1 = I−ST et F2 = I−TS
sont des projections respectivement sur le noyau de T et un complement de R(T ).
Donc, F1 et F2 sont de rang fini. En utilisant les conditions (a) et (b) de la
définition d’une fonction Φ2-perturbation, on obtient pour tout K ∈ K(X),

1 = G|·|(I) = G|·|(ST + F1) = G|·|(ST ) = G|·|((S −K)T ),

de même 1 = G|·|(I) = G|·|(TS + F2) = G|·|(TS) = G|·|(T (S −K)). D’où, par (c),
on a pour tout K ∈ K(X), 1 = G|·|(T (S−K)) = G|·|((S−K)T ) 6 |S−K|G|·|(T ),
et donc pour tout K ∈ K(X), G|·|(T ) > 1

|S−K| . Par conséquent, G|·|(T ) > 1
|S|e et

le lemme est démontré.

3.19. Théorème. Soit T ∈ Φ(X), | · | ∈ N et G|·| une fonction de Φ2-
perturbation. Alors

dist(0, σe(T )) = lim
n→∞

G|·|(Tn)1/n.

Démonstration. Par la condition (d′) de la définition d’une fonction Φ2-
perturbation, on a pour tout n > 1, G|·|(Tn) 6 dist(0, σe(Tn)). Maintenant, en
appliquant le théorème de l’application spectral, on obtient pour tout n > 1,
G|·|(Tn)1/n 6 dist(0, σe(T )). D’autre part, en utilisant les lemmes 3.18 et 3.3, on
voit sans difficulté que pour tout n > 1,

G|·|(Tn) > 1
|π(T )−n|e .

Par conséquent, on a pour tout n > 1,

1

|π(T )−n|1/n
e

6 G|·|(Tn)1/n 6 dist(0, σe(T )).

Finalement, par passage à la limite quand n tend vers l’infini, on obtient la
conclusion du théorème.
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3.20. Remarque. La conclusion du théorème précédent a été obtenue, pour
les exemples cités plus haut, par des différents auteurs (voir [4], [5], [11], [17], [18],
[21]).

3.21. Théorème. Soit T ∈ Φ(X), alors

dist(0, σe(T )) = sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N}.

Démonstration. Soit d = dist(0, σe(T )) et δ > 0. Puisque T ∈ Φ(X), par
théorème 5.2 du [12], il existe un opérateur Fδ ∈ B(X) de rang fini tel que pour
tout λ ∈ B(0, d/(1 + δ)), T + Fδ − λI ∈ Φ(X) soit injectif ou surjectif (selon
l’indice de T ). Maintenant en utilisant [2], théorème 3.1, on voit facilement que
si, on note, Tδ = T + Fδ, alors

d

1 + δ
6 sup

{ 1
r(S)

: TδSTδ = Tδ

}
.

Soit maintenant ε > 0 et S ∈ B(X) avec TδSTδ = Tδ. Alors par le lemme 2.20, il
existe | · | ∈ N tel que |S| 6 r(S) + ε.

D’où en utilisant le lemme 3.18 et la condition (a) de la définition d’une
fonction Φ2-perturbation, on obtient

G|·|(T ) = G|·|(Tδ) > 1
|S|e > 1

|S| > 1
r(S) + ε

.

D’où, sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} > 1/(r(S) + ε). Et, comme ε > 0 est arbitraire, on
a sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} > 1/r(S) et ceci pour tout S ∈ B(X) avec TδSTδ = Tδ.
D’où,

sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} > sup
{ 1

r(S)
: TδSTδ = Tδ

}
> d

1 + δ
.

Et, comme δ > 0 est arbitraire, on obtient

sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} > d.

L’autre inégalité s’obtient en utilisant la condition (d′) de la définition d’une
fonction Φ2-perturbation. En effet, la condition (d′), implique que pour tout
| · | ∈ N , G|·|(T ) 6 d et donc,

sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} 6 d.

Ce qui permet de conclure.

Application à un exemple classique. Considérons encore le shift unilatéral
défini à la fin de la deuxième section. Soit H un espace de Hilbert séparable
muni de la norme ‖ · ‖, définie par le produit scalaire et soit (en)n>1 une base
orthonormée de H. Soit T ∈ B(H) le shift unilatéral défini par Ten = en+1 pour
n > 1. Alors il est facile de voir que:

(1) L’opérateur T ∗ ∈ B(H), l’adjoint de T est défini par T ∗e1 = 0 et T ∗en =
en−1 pour tout n > 1.

(2) T ∗T = I, TT ∗ = I − P , où P est la projection orthogonale sur le sous-
espace engendré par e1.

(3) ‖T‖ = ‖T ∗‖ = 1 et σ(T ) = D := {z ∈ C : |z| 6 1}.
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En utilisant maintenant, (a) et (b) de la définition 3.4, et (2), on obtient
G|·|(T ∗T ) = G|·|(TT ∗) = 1. D’où par la condition (c) de la définition 3.4, on a pour
tout | · | ∈ N , 1 6 |T ∗| · G|·|(T ). Par conséquent on a,

sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} > G‖·‖(T ) > 1
‖T ∗‖ = 1.

D’autre part, la condition (d′) de la définition 3.4 implique que pour tout | · | ∈ N ,
G|·|(T ) 6 1. En effet, si G|·|(T ) > 1 alors pour λ ∈ ∂σ(T ), |λ| = 1 < G|·|(T ). Il
résulte alors que T −λI est Fredholm, contradiction car R(T −λI) n’est pas fermé
pour tout λ ∈ ∂σ(T ).

Donc finalement, le théorème 3.21 montre que

dist(0, σe(T )) = sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} = 1.

3.22. Remarque. (i) Dans le cas de l’exemple du shift le sup est atteint.
Ceci suggère la question suivante: Pour un opérateur T ∈ B(X) Fredholm et X un
espace de Banach de dimension infinie, existe-t-il une norme équivalente | · | ∈ N
telle que dist(0, σe(T )) = G|·|(T )?

(ii) Si T est une isométrie dans un espace de Hilbert avec indice fini alors, par
un raisonnement analogue utilisé plus haut dans le cas du shift, on peut montrer
facilement que dist(0, σe(T )) = sup{G|·|(T ) : | · | ∈ N} = 1 est que ce sup est
atteint.

3.23. Exemple. La conorme essentielle ([13]):

γe,|·|(T ) = sup{γ|·|(T + K) : K ∈ K(X)}.
Les conditions (a) et (b) de la définition d’une fonction Φ2-perturbation sont
évidentes. La condition (d′) se déduit du théorème 3.1. En effet, si T ∈ Φ(X) et
|λ| < γe,|·|(T ) alors il existe un opérateur compact K0 ∈ K(X) tel que |λ| < γ|·|(T+
K0). Comme T + K0 ∈ Φ(X), le théorème 3.1 implique que T + K0 − λI ∈ Φ(X)
et donc T −λI ∈ Φ(X). Par contre la condition (c) n’est pas vraie en général. En
effet, soit T un opérateur tel que γe,|·|(T ) = 0 (voir [13], p. 249, exemple 3) et soit
K un opérateur compact alors γe,|·|(KT ) = γe,|·|(TK) = ∞ et |K|γe,|·|(T ) = 0 par
conséquent la condition (c) n’est pas vérifiée.

3.24. Théorème. Soit T ∈ Φ(X), alors

dist(0, σe(T )) = sup{γe,|·|(T ) : | · | ∈ N}.

Démonstration. On utilise le lemme 3.2 et les mêmes arguments que la
démonstration du théorème 3.21.

J. Zemànek a introduit les quantités suivantes (voir [21]):

q|·|,e(T ) = sup{q|·|(T + K) : K ∈ K(X)}
et

j|·|,e(T ) = sup{j|·|(T + K) : K ∈ K(X)}.
Soit g|·|(T ) = max{q|·|,e(T ), j|·|,e(T )}. Alors on a le corollaire suivant
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3.25. Corollaire. Soit T ∈ Φ(X), alors

dist(0, σe(T )) = sup{g|·|(T ) : | · | ∈ N}.

Démonstration. Il suffit de remarquer que si T est Fredholm alors g|·|(T ) =
γe,|·|(T ) et appliquer le théorème 3.24.
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