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ABSTRACT. We are firstly interested in finding the best possible compressions
for a polynomially bounded operator T that belongs to the class A1 ; intro-
duced by H. Bercovici, C. Foias and C. Pearcy in [3]. Then, we use these
compressions in order to obtain spatial factorizations, with a single vector, for
large classes of lower semicontinuous positive functions f, in the sense that

there exists a vector x in the Hilbert space H such that f(n) = (T~ "x|x), for
all negative integer numbers #.
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1. INTRODUCTION ET PRELIMINAIRES

Soient H un espace de Hilbert séparable, B(H) l'algebre des opérateurs
bornés sur H et B;(H) l'espace des opérateurs a trace. La dualité de Schatten
nous dit que B(H) est le dual de B;(H). On notera Lat(T) 1’ensemble des sous
espaces fermés de H qui sont invariants par un opérateur T € B(H). On dit
que T € B(H) est polynomialement borné (notation T € PB(H)) si il existe une
constante M € [1, +oo] telle que

(11) IP(T)]| < M sup [p(z)]
|z|=1

pour tout polynéme appartenant a C[X]. On notera par Mt la constante opti-
male dans (1.1). Avec I'inégalité de von Neumann, on sait que toute contraction
T est polynomialement bornée avec Mt = 1. Ainsi tout opérateur similaire a une
contraction appartient a PB(H). On sait également [24] qu’il existe dans PB(H)
des opérateurs qui ne sont pas similaires a des contractions. Récemment, il a
été prouvé dans [1], en utilisant une variante du lemme de Zenger (la version
classique peut-étre trouvée dans p. 18-20 de [7]) et des techniques de factorisa-
tion proches de celles introduites par S. Brown [8], que tout opérateur polyno-
mialement borné sur un espace de Banach dont le spectre contient le cercle unité
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admet des sous espaces invariants non triviaux, généralisant ainsi le résultat de
S. Brown, B. Chevreau et C. Pearcy [9]. Ce nouveau résultat relance les ques-
tions de factorisation pour des opérateurs T € PB(H). On rappelle que Cy. est
la classe des éléments de PB(H) pour lesquels la suite (||T"x||),,>0 converge vers
0 pour tout x € H, et que C.o et Cp sont définies en posant C.g = (Cp,.)* et
Cop = Co.NC.0.SiT € PB(H) etsi (x,y) est un couple d’éléments de H, il existe
une mesure j (non unique) sur [0, 27| telle que

27
(1.2 [ plet)du(t) = (p(T)xly)

0
pour tout polynéme p a coefficients dans C. On dit qu'un opérateur de PB(H) est
absolument continu (respectivement singulier) si pour tout couple (x,y) € H x H
les mesures p solutions de (1.2) sont absolument continues (respectivement sin-
gulieres) par rapport a la mesure de Lebesgue m. Un opérateur polynomialement
borné T se décompose de fagon unique comme somme directe (non orthogonale
en général) d'un opérateur absolument continu T; et d’un opérateur singulier T,
[23].

On note D le disque unité ouvert de C, et on note T le cercle unité. Les
espaces LP = LP(T), 1 < p < +oo, sont les espaces de Lebesgue usuels rela-
tivement a la mesure de Lebesgue m, et les espaces HP (T) sont les espaces de
Hardy classiques. L'espace H*(T) s’identifie au dual de l'espace L'/H} (ou

2
H} = {f eLl: Off(e“)ei”tdm(t) =0,n> 0}), la dualité étant donnée par

2

([l = [ feh(e)dm(t), feLlheH™

0

Rappelons également qu’une suite (a);>o de I est une suite de Blaschke si elle
vérifie

+o00

Y (1 —]ax]) < +oo (condition de Blaschke).

k=1

Dans ce cas, le produit

= a0 oap—z
b(z) = TT &
@ =

converge dans D (avec la convention &y / || = 1siay = 0). La fonction b, appelée
produit de Blaschke associé a la suite (a),o, appartient a I'espace de Hardy H*®
(|b(el)| = 1 m-presque partout) et ses zéros sont précisément les points a;. On
dit qu’une suite (ay);>o de D est une suite d’interpolation si I’application h —
(h(ag))k=0 est une surjection de H* sur I'espace des suites complexes bornées /o.
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Lorsque T € PB(H) est absolument continu (notation T € PB,,(H)), il

existe un homomorphisme @7 de l'algeébre H* dans 'algébre duale At = C[T]W
engendrée par T, qui vérifie les propriétés suivantes:
(i) @7(p) = p(T) pour tout polyndéme p € C[X];
(i) ||Pr(h)| < Mr||h|| pour tout h € H*;
(iii) Il existe une application linéaire injective et bornée
¢r: Qr = Bi(H)/(*Ar) — L'/Hj
telle que &1 = 7.
L’application @7 correspond au calcul fonctionnel de B. Sz.-Nagy et C. Foias,

lorsque T est une contraction absolument continue (voir par exemple [27]), qui a
été étendu au cas des opérateurs absolument continus de PB(H) par W. Mlak

[23]. Si x et y sont deux vecteurs de H, et si l'on pose (x ® y)(a) = (aly)x pour
tout a € H, la classe [x ® y| de 'opérateur de rang un x ® y est envoyée par @r

vers un élément de L'/ H} que nous noterons x E y (notation usuelle dans le cas
des contractions absolument continues). Une étude des algébres duales engen-
drées par les opérateurs polynomialement bornés a débuté avec les travaux de
W. S. Li et C. Pearcy [21], [22]. Pour un compte rendu trés récent sur le sujet, on
pourra aussi consulter [18].

Nous présentons maintenant I’analogue, pour les opérateurs de PB(H), de
la classification des contractions proposée dans [3]. Soient m,n deux nombres
cardinaux tels que 1 < m, n < Rp; on dit qu'un opérateur T appartient a la classe
Ay, , si tout systeme de la forme

(1.3) [Ll’,]'] = [Xi ®y]'}, 0<i<m0<j<n,

ott ([Li;])o<i<m,o<j<n €st une matrice a coefficients dans le prédual Qr, admet
une solution {x; : 0 <i <m} U{y;:0<j < n} constituée de vecteurs de H. On
dira que T € Ay, ,(r) (pour un réel r > 1) si pour tout s > r le systéme précédent
peut étre résolu avec des vecteurs satisfaisant les conditions suivantes

| x]]2 < 52 Z 0<i<m, et ||y]-|\2 < 82 Z
0<j<n o<i<m

<j<n.

Pour tout réel M > 1, en suivant [22], on désigne par AM 1a classe des
opérateurs polynomialement bornés absolument continus pour lesquels @t est
un isomorphisme de H® sur A tel que ||®r|| = M et [|®7'|| = 1. Dans ce cas,
on sait que @1 est aussi un homéomorphisme de H* sur At pour les topologies
faibles. En utilisant un cas particulier de I'extension du théoreme d’Apostol qui
est donnée dans [12], on voit que si T € PB(H) a un spectre qui contient le cer-
cle unité, alors T admet un sous espace hyperinvariant ou bien il appartient a la
classe AMT, ce qui illustre bien I'importance de ces classes. Signalons également
que la classe A! est I’ensemble des contractions pour lesquelles le calcul fonction-
nel de B. Sz.-Nagy et C. Foias est isométrique (c.a.d. @t est une isométrie) et que
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la notation usuelle est alors A. Si T est une contraction absolument continue, on

peut voir que pour tout couple (x,y) € H x H, il existe une unique fonction x g y
de L! dont les coefficients de Fourier satisfont

(14) (X Ty)/\(n) _ { <T*”x|y> sin >0,

(T "x|y) sin<DO.
Dans le cadre des contractions absolument continues T € Ay, x, 2 AN Copy, on
sait (d’apres [14], ou d’apres [4], [5] compte tenu des remarques du paragraphe 5
de [14]) que pour toute matrice infinie ( ﬂ,j)i,j>0 d’éléments de L!, il existe deux

suites (x;)i>0 et (yj)j>0 de vecteurs de H telles que f;; = x; T y; pour tout cou-
ple d’entiers (i, ]), et que pour toute fonction positive f € L' — {0} qui est semi
continue inférieurement (notation sci), il existe x € H tel que f = x ! x. La situ-
ation se complique si I'on quitte la classe Ay, . Par exemple pour le shift usuel

. S : .
S sur H?, on voit que f = x ° x si et seulement si In |f| est intégrable. Dans cet
article nous nous intéressons aux factorisations des classes de fonctions positives

sci dans L!/H} sous la forme x |5 x pour des opérateurs T € PBs(H) qui ap-
partiennent a A1, ou bien a Ay, U Ay 1. Les points de départ des techniques
qui nous ont permis d’établir ces résultats se trouvent de fagon plus ou moins im-
plicite dans [11], [28]. On en déduit ensuite des résultats de factorisation spatiale

pour des fonctions positives sci sous la forme x ' x, avec x € H, lorsque T est
une contraction appartenant a la classe A ou ala classe (AN Cy.) U (ANC.p).

2. COMPRESSIONS QUASI-DIAGONALISABLES

On dit qu'un opérateur D € B(H) est quasi-diagonalisable s'il existe un sys-
téme biorthogonal complet (e, ¢!) dans lequel sa matrice infinie est diagonale, ce
qui revient a dire que I'on a (Degle!) = 0 lorsque k # I. Le théoréme suiv-
ant, qui éclaircit la situation relativement a I'existence de compressions quasi-
diagonalisables, va jouer un role crucial pour les nouvelles factorisations que
nous allons obtenir. Rappelons qu'un opérateur T € B(H) dilate un opérateur
R agissant sur un sous espace fermé E de H, si pour tout entier 7 on a

R" = PgT"|E

ou Pr désigne la projection orthogonale sur le sous espace E. Si A et B sont
deux opérateurs de B(H), on définit la constante de similarité C(A, B) en posant
C(A,B) = inf{||X]||[|X!||; X € GL(H) et A = XBX "'}, en faisant la convention
que C(A, B) = +o0si A et B ne sont pas similaires.

THEOREME 2.1. Soit T un opérateur polynomialement borné absolument continu
qui appartient a la classe Ay 1, et soit (ay )= une suite de Blaschke de points distincts du
disque unité ouvert . Alors I'opérateur T admet une compression quasi-diagonalisable
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R dont le spectre o(R) est le compact {ay; k > 0}, de sorte que o(R) ND ={ay; k > 0}.
Lorsque (ay)=q est une suite d’interpolation, I'opérateur T dilate un opérateur R, dont le
spectre 0(R) est le compact {ay; k > 0}, qui est similaire a un opérateur normal diagonal
N, avec une constante de similarité vérifiant 'inégalité C(R, N) < Mpb(T)zAz, o A
est la constante d’interpolation associée a la suite (ay)=o. Dans ce dernier cas, I’algebre
duale Ag est isomorphe a 'algebre lo, des suites complexes bornées.

Preuve. Considérons la fonction ¢ de L!(T) définie par ¢(t) = el’b(elt).

T
Comme T € Ay, il existe x,y € H tel que [¢p] = [x O y] dans LY(T)/H}. 11
en découle que
27

1) (W(T)aly) = (x Oy ) = [ he)eBleT)dm()
0

pour toute fonction h € H*. On introduit le sous espace fermé E = \/ T"x en-
n=0

gendré par les images de x par les itérés de T. On a évidemment E € Lat(T) et par
conséquent la restriction TdeTaE appartient & B(E). Quitte a remplacer y par
sa projection orthogonale sur E, on peut supposer dans la suite que y appartient
aE.

On considére maintenant le produit de Blaschke b associé a la suite (ay)>o-
Pour tout entier / on note par b; le produit de Blaschke associée a la suite (a )i

et on pose u;(z) = b;(z)/b;(x;). On introduit les sous espaces F; = \/0 T*"y et

nz
Fy = E © F;. On définit alors 'opérateur R € B(F;) en posant R = Pr, T|F; =
P, T|F,. Par construction, R est une compression de T et il s’ensuit que b(R) = 0.
Comme b(R)*y = 0, on remarque que le vecteur u;(R)*y est un vecteur propre
de 'opérateur R* associé a la valeur propre «;. Il est non nul car (x|u;(R)*y) =
((T)x,y) = w/|ay| - (1= |a|?) /b () # 0 d’aprés (2.1). On pose ek = u(T)*y/
lue(T)*y|| et ex = ug(R)eX pour tout entier k.

On a le résultat suivant.

LEMME 2.2. Les suites ((ex)x>0, (¢X)k=0) constituent un systéme biorthogonal
complet de Fj.

Pour effectuer la preuve du lemme 2.2, nous utiliserons le résultat intermé-
diaire suivant.

LEMME 2.3. L’espace de Hardy H® est la fermeture faible du sous espace F donné
par

n
F = { Zakuk+bg;n €N, (ag,...,ay) €Clet g € H°°}.
k=0
En effetsih € H®, etsion pose iy = (h— h(«;))/(z — «;), alors

hu; — h(oq)ul = (Z — al)ulhl € bH®,
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ce qui prouve que F est un idéal de H*, qui est faiblement dense dans H*
puisque le pged des facteurs intérieurs de ses éléments non nuls est égal a 1.

Preuve du lemme 2.2. On commence par remarquer que pour tout couple
(k,1) d’entiers, on a (ele!) = (eF|ug(R)*e') = ur(a;)(e*le!) = &, ce qui mon-
tre déja que les suites (e )= et (€F)=o forment un systéme biorthogonal.

En appliquant le lemme 2.3 et en utilisant la continuité faible du calcul fonc-
tionnel H* pour les opérateurs polynomialement bornés, on voit que pour tout
entier p on a

(2.2) = lim [Eak R)'y+ gm(R )b(R)*y}

m——+400

ot les ay(m) appartiennent a C et les fonctions g, sont dans H*. Comme b(R)*y
= 0, on en déduit que y est faiblement adhérent a 1’espace vectoriel engendré

par les vecteurs e” et par conséquent que y € \/ " € Lat(R*). Le vecteur y
n=0
étant cyclique pour R*, il en résulte que F; = \/ ¢". De la méme maniére, en
n=0
k

appliquant le lemme 2.3, en utilisant les égalités b(R) = 0 et ¢y = ui(R)e", on en

déduit que ¢! € \/ e, pour tout entier I. Ceci entraine que F; = \/ e, et termine
n=0 n=0

la preuve du lemme 2.2. 1

Fin de la preuve du théoréeme 2.1. On commence par remarquer que le lem-
me 2.2 et I'analyse précédente permettent d’affirmer que 1'opérateur R est quasi-

~+o0
diagonalisable (ce que I’on écrit symboliquement sous la forme R ~ ) ajer ® .
k=0

Il est clair que K = {aj;k >0} C o(R) C D. Soit A € D\K. Le produit de
Blaschke b se prolonge analytiquement au voisinage de A (voir p. 68 de [20]) et
par suite on peut écrire b sous la forme b = b(A) + (z— A) f avec f € H®. Comme
R est un opérateur polynomialement borné absolument continu (car T dilate R),
le calcul fonctionnel H* nous donne

(2.3) 0=>b(R) = b(A)I + (R — AI)f(R).

Or |b(A)| = 1si A appartient au cercle unité, et b(A) est également non nul
si |[A| <1, ce qui implique dans les deux cas d’apres (2.3) que A ¢ o(R).

Supposons maintenant que la suite (« )= est une suite d’interpolation du
disque unité ouvert, et soit ¢ = ]1r>1£ |br(ax)| la constante de Carleson associée

a la suite (ay)g>o, qui est strictement positive [10]. L'application h € H*® —
(h(ax))k=o est alors une application surjective de H® sur I°, et pour tout u € [*
il existe h € H® telle que h(ay) = uy pour k > 0, avec ||h]|c < A, olt Aestla
"constante d’interpolation” associée a la suite (ay)x=o (ona A < (co/c)(1 —1Inc),
ol ¢y est une constante universelle). On peut alors associer a toute partie G de N
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une fonction hg € H® telle que
(24) he(ae) = 16(k),  [hclleo < A.

Posons L({ax}kec) = hG(R), de sorte que [|L({axtkec) || < Mpp|A]|e- En
appliquant I'opérateur d’interpolation a la fonction 1 — 2 - 1, on voit que l'on a
aussi

(2.5) [T =2L({ax k) | < Mppl|A]eo-

Par un procédé d’extension standard, on étend L en une mesure spectrale (non or-
thogonale en général) sur (R). Il résulte d"une application classique du théoreme
du point fixe de Markov (voir p. 1945-1947, lemmes XV.6.1 et XV.6.2 de [17]) que
cette mesure spectrale est similaire & une mesure spectrale orthogonale L. Plus
précisément il existe un opérateur autoadjoint B a inverse borné tel que BRB™!
coincide avec I'opérateur normal N := [ zdL(z),etona ||x||>/C? < ||B(x)|?> <
7(R)
C?||x||?> pour tout x, ot C = sup || 1 — 2hg(R)||. I résulte alors de (2.5) que C(R, N)
G

<C? < M}ZDb |Al|%. Enfin, comme N est diagonal, il est clair que 1’algébre duale
AR est isomorphe a 1’algebre [*° des suites complexes bornées. 1

3. FACTORISATION

Nous sommes maintenant en mesure donner un premier résultat de factori-
sation. Ce résultat montre 'importance des suites de Blaschke pour la factorisa-
tion spatiale relativement & la plus grande classe A; 1. Rappelons que le noyau de
Poisson en un point & de D est défini par Py(z) = (1 — |a|?)|1 — &z| =2 pour tout
z € D.

THEOREME 3.1. Soit T un opérateur polynomialement borné absolument continu
qui appartient a la classe Ay 1, et soit (ay)i=o une suite de Blaschke du disque unité
ouvert D. Alors pour toute suite (a)io € I*(R) de réels positifs, il existe x € H tel
que l'on ait

T ™=
xOx = [Zakp,xk}.
k=1
Preuve. Le théoréme 2.1 nous permet d’assurer I'existence d'un sous espace
fermé F de H, d’ un systéme biorthogonal complet { (e} )0, (¢F)x=0} de F et d’un
—+o00
opérateur quasi-diagonalisable R ~ Y ape; @ ek € B(F) qui est dilaté par T.
k=0

Soit p > 1 un entier, on note P, la p;ojection orthogonale sur le sous espace
F, engendré par les vecteurs ey, ...,ep. En appliquant le théoréme 2.2 de [28] a
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P
I'opérateur Ry = ) ager @ (Ppek ) qui agit sur le sous espace de dimension finie
Fp,, on en déduit qui’ﬂ existe un vecteur x, de F, tel que

Ry Ry

p p Ry
xp O xp = Z Hzek Oe = Zﬂkek O (Ppek).
k=1 k=1

Comme l'opérateur ¢; @ (Ppe ) appartient a l'algebre duale engendrée par
Ry, on peut utiliser 1'égalité précédente pour calculer ([x, ® x,],e; @ (Pye')) et on
obtient

k k
3.1) (xple®) (exlxp) = (xp|Ppet) (exlxp) = ax
pour tout k € {0,...,p}. On observe que cette derniere propriété entraine que
P
lxp 1> = £ 1<xp|Ppek><€k|xp> Z .

Comme la suite (xp ),>0 est bornee, on peut en extraire une sous-suite (xp, )i>o
qui converge faiblement vers x € H. On déduit immédiatement de (3.1) que pour
tout entier k on a

(32 {xlex) (¢|x) = a.

+00
Considérons une fonction ¢ donnée par ¢(z) = Y byui(z) + b(z)g(z) ot la suite
k=0

de nombres complexes (by)x=o n'a qu'un nombre fini de termes non nuls et ot
g € H®. D’apres (3.2), il vient

(x Dx ¥) = <[Zbkuk )g(R)}x|x>
:k;)kak(R Zﬂkuk w )b = <{Zﬂkpuck} >

T
On déduit alors par densité dulemme 2.3 que x OJ x = { )y akPNk} , ce qui acheve
k=1

la démonstration du théoréme. 1

REMARQUE 3.2. (i) On pouvait aussi construire la suite de vecteurs (xp)p>0

en utilisant un procédé analogue a celui développé dans [11].
(ii) Le théoreme 3.1 conduit naturellement a la question suivante: Est-ce que la
classe des fonctions de L!(T) qui sont un mélange positif de noyaux de Poisson
associés a une suite de Blaschke est la plus grande possible pour une factorisation

T
du type x [0 x pour I'ensemble des opérateurs polynomialement bornés appar-
tenant a la classe A 1?

COROLLAIRE 3.3. Soit T une contraction absolument continue qui appartient a
la classe A, et soit (& )i>o une suite de Blaschke d’éléments de ID. Alors pour toute suite
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(ar)k=0 € I*(R) de réels positifs, il existe x € H tel que I'on ait

—+o00
xTx= 2 ag Py, .
k=1
Preuve. On sait que T € A;, d’apres [2], [15]. En appliquant le théoréeme

T oo
précédent, on en déduit qu’il existe x € H tel que x O x = [ Y akP,xk}. Or nous
k=1

T +oo
avons x [J x = [x 4 x], et par conséquent la fonction x Tx—y ay Py, appartient
k=1

a Hé. Cette fonction étant a valeurs réelles, elle est nécessairement nulle. 1

Nous allons voir que la propriété T € Ay i(r) va nous permettre
d’abandonner la condition que (ax)x>o est une suite de Blaschke, tout en fac-
torisant quand méme une large classe de fonctions positives semi-continues in-
férieurement. Nous avons en effet le résultat suivant.

THEOREME 3.4. Soit T un opérateur polynomialement borné absolument continu
qui appartient a la classe Ay, 1(r) pour un certain réel v > 1. Si (ay)i=o est une
suite d’ éléments du disque unité ouvert et (ay)x=o une suite de réels positifs vérifiant

Y apIn(1/ex) < 400 pour une suite (i )x=q de réels positifs telle que } e < oo,
k>0 k>0
alors il existe x € H tel que I'on ait

T T
xOx = [ZakPak}.
k=1
Preuve. Comme

ZSkH[P“k]HLl/Hé =Y ell[Pylllp = Y ek < 40

k>0 k=0 k=0

et comme T € Ay 1(r), on sait qu'il existe une suite bornée (xy )~ d’éléments
de H ety € H tels que

T
(3.3) Xp Oy = enly,

pour tout entier n. On considere le sous espace fermé E = \/ TPx, € Lat(T)
n,p=0

et on note T la restriction de T & E. On peut supposer dans la suite que y € E.

Posons G = \/ T*Py € Lat(T*) et F = ES G € Lat(T) C Lat(T). Il résulte de
p=0

(3.3) que (T — anlg)xy = (T — anlp)xy € G+ pour tout entier n. Soit x, = 1y + vy,

la décomposition de x; suivant la somme directe orthogonale E = F & G. Si on

note R = P;TP; = PgTPg, on voit que T dilate R par construction et il résulte

de ce qui précede que Rv, = a,v, pour tout entier n. De plus, on a sup ||v,|| <
n=0
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sup ||x,|| = M < +co. On pose w,, = v,/ ||v,|| et on observe que
n=0

1 1
<wn|y> - ||UnH <v"|y> - HD”H <x1’l|y>
2
=T j =
[[oa] [onll = M

On introduit maintenant la fonction ¢ définie sur G par

+o0
(x) = [|x[1> = }_ axIn(|{x|wy) [*)

k=0
+o0

= [+ Y a In (o) )] — zakm (| (xlwi) 7).
k=1

D’une part, pour tout entier N on a

N N
k;akw xlwg) 2 [;} (=],

ce qui garantit la convergence normale sur toute partie bornée de G. La fonc-

—+00
tion x — Y a;In™ (|(x|wi)|?) est donc faiblement continue sur tout borné de H.
k=1

+o0
D’autre part les fonctions x — ||x||> et x — ¥ aIn~ (|(x|wy)|?) sont w* sci sur

toute partie bornée comme bornes supérieures de fonctions w* sci. Il en résulte
que ¢ est elle méme w* sci sur toute partie bornée de G.
Par ailleurs, on remarque que hm (p( ) = +oo. En effet, on a

[[x[|—
o) > 12 ~2[ L o] n* (1)

Il existe donc K > ||y|| tel que ¢(x) > ¢(y) + 1lorsque ||x|| > K.

Comme ¢ est w* sci sur la boule fermée B de rayon K centrée a I'origine, elle
admet un minimum sur B en un point x € B qui est en fait un minimum absolu
de ¢.

Soit k un entier fixé et soit z € C. On pose

f(2) = @(x +2R*x) = [|x|[* + 2(R™x|x) +Z{x[R™x) + |z[*||Rx||?

—+o0
— Zanln x|wa) ) = Y apIn |1+ 2" 2.
n=0

Avec une détermination convenable du logarithme complexe, on obtient

In |1 + 2%, [> = In[1 + z&%;"] + In[1 4 Zak].
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I en résulte que
of “k PN v g
:E(O): (R**x|x) — Zanan = (x|T"x) — Z”""‘” .
n=0

T 400
Si 1 est un représentant de la classe x [] x, on voit que les fonctions i et Y a;Py,

ont les mémes coefficients de Fourier positifs, ce qui implique 1'égalité

x&x: [ioakP,xk}.

k=0
Ceci termine la preuve du théoreme 3.4. 1

COROLLAIRE 3.5. Soit T une contraction qui appartient a la classe Ay, 1(r), et
soit (&) k=0 une suite d'éléments de ID. Si (a,)n>0 une une suite de réels positifs telle

+o0
que Y. ayIn(n+1) < +oo, alors il existe un vecteur x de H tel que
n=0

T
X x= Z Ay Py, .
k=1
Preuve. On raisonne comme pour la preuve du corollaire 3.2, mais en utili-
sant le théoreme précédent. 1

Il résulte de [16] que toute contraction de la classe T € A N Cp,. (une telle
contraction est automatiquement absolument continue) appartient a la classe
Ay, 1(4V/3), et on a évidemment la méme propriété si T € AN C. . Donc le corol-
laire 3.4 est valable pour ce type de contractions, qui contient en particulier toutes
les contractions T de classe Cp,. U C. o dont le spectre est dominant dans le disque
unité (ce qui signifie que tout point du cercle unité est limite non-tangentielle de
points du spectre de T).

REMARQUE 3.6. On rappelle que T est une p-contraction (o > 0) si elle ad-
met une p-dilation unitaire au sens de Nagy et Foias [27]. Une 1-contraction est
exactement une contraction usuelle, c’est le résultat de B. Sz.-Nagy [25]. D’'un
autre coté, un théoreme de C.A. Berger [6] nous dit qu’ une 2-contraction est ex-
actement un opérateur dont I'image numérique est incluse dans le disque unité
fermé D. Par ailleurs, si T est une p-contraction (voir [13] pour plus de détails),

on sait que pour tout couple (x,y) € H x H, il existe une unique fonction x ! y

de L! qui satisfait (1.4). Bien que les fonctions x T x ne soient plus nécessairement
positives m presque partout lorsque p # 1, il est intéressant de noter que 1'on est
quand méme en mesure de factoriser autant de fonctions positives que dans le cas
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des contractions (0 = 1). En effet, les corollaires 3.2 et 3.4 restent vrais sil’'on rem-
place 'hypothese "T est une contraction” par " T est une p-contraction”. En par-
ticulier, en utilisant le résultat principal de [26] et le fait que la classe A; ; est in-
variante par similarité, on voit que le corollaire 3.5 s’applique aux p-contractions
appartenant a une des classes (AM N Cy.) U (AMNC.p).
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