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SUR DEUX RESULTATS D’ANALYSE HARMONIQUE
NON-COMMUTATIVE: UNE APPLICATION
DE LA THEORIE DES ALGEBRES DE KAC

JEAN DE CANNIERE, MICHEL ENOCK, JEAN-MARIE SCHWARTZ

L’une des méthodes de I’analyse harmonique consiste & étudier certaines algé-
bres de Banach associées a un groupe localement compact G: M(G) (algébre des
mesures bornées sur ), LMG) (idéal de M'(G) formé des fonctions intégrables par
rapport & une mesure de Haar a gauche sur G), 4(G) et B(G) (algébres de Fourier
et de Fourier-Sticltjes, introduites par P. Eymard [S5]). L’intérét de ces constructions
apparait notamment & la tumiére des théorémes démontrés par J. G. Wendel [12]
(resp. B. E. Johnson [6], resp. M. E. Walter [11] th. 2, resp. M. E. Walter [11]
th. 3) énoncant que LY(G,) et LXG,) (resp. M (G,) et MY(G,), resp. B(G,) et B(Gy),
resp. A(G)) et A(G,)) sont des algébres de Banach isgmétriquement isomorphes si
et seulement si les groupes localement compacts G, et G, sont topologiquement
isomorphes.

Rappelons d’autre part que les algébres de Kac forment une catégorie plus
vaste que celle des groupes localement compacts, et mieux adaptée quelle a la
théorie de la dualité non commutative. Il apparait en effet qu'un nombre crois-
sant de théorémes d’analyse harmonique restent vrais dans ce cadre plus général.
De plus, des théorémes distincts démontrés avec des techniques différentes se révé-
lent désormais €tre des corollaires d’un unique résultat, ce qui en permet une meil-
leure compréhension.

Ainsi, nous avons associé dans [3) 4 toute algébre de Kac K son algébre de
Fourier-Stieltjes B(K) (resp. son algébre de Fourier A(K), qui est un idéal bilatére
fermé de B(K)). Ces objets généralisent a la fois B(G) et MY(G) (resp. A(G) et LYG));
rappelons & ce propos que si G est abélien et si G désigne son groupe dual, B/(\G)
(resp. A(G)) est Iimage, par la transformation de Fourier, de M 1(GA) (resp. LYG)).

L’objet de ce papier est de démontrer, dans le cadre des algébres de Kac,
des théorémes analogues 4 ceux de Wendel, Johnson et Walter. Plus précisément
si K; et K, désignent deux algébres de Kac, nous montrons que les algébres de
Banach B(K,) et B(K,) (resp. A(K)) et A(K,)) sont isométriquement isomorphes si
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et seulement si I'algébre de Kac K, est isomorphe 4 K, ou a Ualgébre de Kac réfié-
chie K¢ (voir [9]). Tous les théorémes précités d'analyse harmonique deviennent
alors des cas particuliers de ce résultat général.

Comme Walter {11} nous utilisons les résultats classiques de R. V. Kadison
concernant les isométries des algébres de von Neumann [7]. Les techniques sont toute-
fois différentes: nous ramenens le cas des algébres de Fourier-Stieltjes a celui des
algébres de Fourier, 12 ot Walter donne deux démonstrations semblables mais
indépendantes.

Nous remercions A. Van Daele pour de trés utiles conversations pendant son
bref séjour a Paris,

Nous utilisons les constructions et notations de [4], [8], [9], [2] et [3]. En parti-
culier dans ce quisuit, K = (M, I', », @) désigne une algébre de Kac, K- (AAI, IA', P
lalgebre de Kac duale, 4 la représentation de Fourier de K, W l'unitaire fonda-
mental associé & K, 7 la représentation universelle de M, dans son algébre de von
Neumann enveloppante W¥(K), et xm,, la représentation de Fourier de B(K). Rap-
pelons encore, en vue du paragraphe 3 ci-dessous, que W*(K) se munit d’une
structure d’algébre de Hopf-von Neumann involutive a l'aide du coproduit
05, €t de I'involution sy ([3], 2.15).

Enfin, soit M une algébre de von Neumann, M, son prédual; pour a dans M
et w dans M, on notera a - I'élément de M, défini par

{x, a-w) = {xa, wy

pour tout x de M. >

1. PRELIMINAIRES

1.1. LEMME. Scient M une algébre de von Neumann, P et Q deux projecteurs
de M. Si on a

PROPHOP2RO=I®I

(ot I désigne Uunité de M), lun au moins des projecteurs P et Q est égal a 1.

Démonstration. De Thypothése, on déduit immédiatement
({—P)U—0)<

SU—-P)RU-QIPRP+LINI—-P)RU—]=0

d’ou le résultat.
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1.2. LeMME. Soient M, M, des algébres de von Neumann, Py, P, et Q des
projecteurs de M, M, et My ® M,, respectivenent. Si

(0, 0, @y = (P; @ Py, 0 @)
pour fous ;€ (M)} et w,e (My)], on u
Q<P P,

Démonstration. On suppose que M, et M, opérent dans des espaces hilber-
tiens 7, et ., respectivement. Soient ¢ € 7 et y € 3#,. En posant w; = w;
et w, = o,, 'hypothése implique

*) (PL@PYE &N —=0=00E @y =0.
Soit { e, ® A5 tel que (P, ® P,) £ = 0. Etant donné que
(Pt @ Pooto)t = [Pty ® (I — Py) #,1@[(1 — Py @ Poit,]®

@ [(1 — P)AHy ® (I~ Py)AH)

n
{ est la limite d’une suite convergente d’élément de la forme ¥ & ® 9,

i=1
ol (P, ® Py) (¢; ® 1) = 0 pour tout /. En utilisant (*), on trouve Q¢ = 0.
Par conséquent, on a

(Pt @ Podt ) < [Q(#, @ A,

ce qui achéve la démonstration.

1.3. LemME. Soient K une algébre de Kac, P et Q deux projecteurs du
centre de M tels que

PLQ>1
I(P)> P®P, P=xP)
rO)y=0®0, Q=:x0).

Alors 'un au moins des projecteurs P et Q est égal & 1.

Démonstration. D’aprés [4], 5.1.5, on sait que

I'(PY(I®P)y=PQRP,
d’on
rpy[(I—prP)y®P)=0
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et, a fortiori, comme I — Q < P par hypothsse,
F(PYI —P)y®T — Q)] =0.
De méme, par [4], 5.1.5,0na

rQEen=00Q

et, par un calcul analogue, on trouvera
ro—ryed— =0

En additionnant ces deux égalités, comme

I'PYy+~T(Q= IR,
on trouve

—-P)®UT—0Q)=0,
d’olt le résultat.

1.4. LEMME. Soient K une algébre de Kac et P un projecteur du centre de M
tel queI'(P) < P ® I (resp. I'(P) < I ® P). Alors P est égal 4 0 ou 1.
Démonstration. On a

Wil — P)® PIW* = W(I @ PYW* — W(P ® PYW* =
= W1 Q PYW*—(PRINWUIRP)W* = d’aprés [4] 2.1.5 (b)
=I(P) — (PRDI'P)= d’aprés [4] 2.2.5(b)
=0 par hypothése.
Comme W est unitaire, la premiére partic du lemme en résulte; il suffit

d’appliquer ce résultat & K¢ ([9], I1.6) pour obtenir la deuxiéme partie.

1.5. DEFRINITIONS. Soient M, et M, deux algébres de von Neumann, et / une
bijection linéaire isométrique de M; sur M,. Pour tout projecteur P du centre de
M,, on définit une application linéaire /, de M, dans M, en posant, pour tout x
de M;:

Ip(x) = I()I()*P.
(En particulier, on posera

Ii(x) = I(D*)

On note
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Py, = {P; P projecteur du centre de M, tel que /p soit un homomorphisme d’algébres
de M, dans M,},

P, = {P; P projecteur du centre de M, tel que /p soit un antihomomorphisme
d’algebres de M, dans M,}.

1.6. TatorEME. (Kadison [7]; Starmer [10]). Avec les notations ci-dessus, on a
(1) I(I) est unitaire.

(i) I; est un isomorphisme de Jordan de M, sur M,.

(iii) il existe un projecteur R tel que R Py et [ — Re .

Démonstration. D’apres le théoréme 7 de [7], on a (i), et 'application [ de M,
dans M, définie par

I(x) = I(1y*I(x)

pour tout x € M,, est un isomorphisme de Jordan. En utilisant (i), on en déduit
(ii). L’assertion (iii) résulte alors du Théoréme 3.3 de {10].

Remarquons que pour tout P de 2, ( (resp. £,), Ip est un homomorphisme (resp.
antthomomorphisme) involutif, puisque tout isomorphisme de Jordan est involutif
par définition.

1.7. LEMME. Soient P dans P, (resp. P,) et @ un projecteur central de M,

tel que Q < P. Alors Q appartient a Py(resp. 2,).
Démonstration. Cela résulte trivialement du fait que pour tout x de My, ona

]Q(x) = Ip(x)Q.

1.8. LEMME. L’ensemble Py, (resp. P,) est réticulé.

Démonstration. 1l suffit de prouver que si P et Q appartiennent a 2, le projec-
teur P + Q — PQ appartient a &,.
Soient x et y dans M;. On a

IP+Q—PQ(x)lP+Q—PQ(y) = [lp(x) + lQ—-PQ(x)] Up(y) + lQ--PQ(.V)] =

= Ip(x)lp(y) + [Q—PQ(x)[Q~PQ(y) =

= Ip(xy) + lo_po(x¥)

car P appartient a &, par hypothése, et J—PQ appartient & &, en utilisant 1.7.
Finalement, on a

[P+Q~PQ(X)1P+Q4’Q(J’) = ]P+ Q—PQ(xy)a

et donc P + Q@ — PQ appartient a 2,.



176 JEAN DE CANNIERE, MICHEL ENCCK et JEAN-MARIE SCHWARTZ

fe cas de Z, est identique.
1.9. LeMME. Lensemble P, (resp. 2,) posséde un plus grand élément.

Démonstration. D’aprés 1.8, 'ensemble #, est filtrant croissant et posséde
donc une borne supéricure S, qui est faibiement adhérente & #,. On va montrer
que Sy, appartient a ;.

Soient x et y dans M,. Ona

[, (xp) == ICp)IA)* S, =

= lim {(xy)(D)*P ~=
Pe?

h

== lim [Ty PIYITYEP =
Pe.”?h

= lim ()M IDIT*P =
Peg’h

= W)Y Sy == Is, (X, (1),
d’ou le résultat.
La démonstration est identique pour 2,.

1.10. DEFINITION. On posera
S, = max %,
S, = max Z,.
Remarquons que le théoréme 1.6 (iii) entraine

Sh _{_ SA> I

2. ISOMETRIES DES PREDUAUX DES ALGEBRES DE KAC

Soient K, et K, deux algébres de Kac. On considére dans ce qui suit une bijec-
tion linéaire isométrique multiplicative T de M,, sur M. On notera / sa transposé

qui est donc une bijection linéaire isométrique et ultrafaiblement continue de M|
sur M,.

2.1. LemME. L'opérateur I(I) appartient au groupe intrinséque de X, (cf. [8],
1.10).

Démonstration. Soient o et @’ dans M,,. On a, successivement:
), o @@ = ), * 0 =
=L, T (0 ) =

=, T(w) % T(@')) = par hypothése
=LI(), T(w) @ T(@)) =
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={®I, Tw) ® T(w)) -
= (I, T()y (I, Ty = I3, KD), o =
=D @), 0 B’
d’olt par linéarité, densité et continuité
Ly(ID) = 1) & I(1).
Draprés 1.6 (1), /() # 0, d’our le résultat.

2.2. LeMME. Aveclesnotations de 1.5, on a, pour tout projecteur P du centre de M,
(Ip)u(w) = THIYP - ), e My,
(Ip étant ultrafaiblement continue, on peut considérer sa transposée

(Ip)ge: My — M.

Démonstration. On a, pour tout x de M,

(xnUpslo)y = Up(x), @) =
= {())*P, o) = d’aprés 1.5
= I(x), DH*P ) =
= (x, TUU*P-w))
d’ou le résultat.

2.3. LEMME. Avec les notations de 1.10, on a, pour tout x de My
(@) Us, ® Is JT1(x)) = La(7;(x)(Sh @ S)
(if) (Isa ® Isa)(rl(-\")) = Ip(1;(X))(S, ® So).

Démonstration. Soient w et o' dans M,,. On a

<(ls,'®[sh)(rl.(x))>C’)®(’),> = (%), (lsh)*(@) ® ([sh)*(w’» =

= (Ty(x), TUD*Sy @)@ TUUI)*Sy- o'y = d’aprés 2.2
= {x,TA(D)*Sy o)y TA(D*S,-0')) =
= X, T(({D)*Sy- 0)x({(1)*Sy- w")) = par hypothése

= {I(x),(II)* Sy * w)x(IT)* Sy, * @')) =
= TIG0),(II)* Sy - 0} & ((D*S, - )y =
= (L)), ID* S, @ UTY*Sp) - (0 ® @) =
= {LIC))II)* Sy, @ ID* Sy, 0 R’y =
= LIS, ® Spho ® o) = d’aprés 2.1
= LS, ® Sh), o v d’aprés 1.5.

32843



178 JEAN DE CANNIERE, MICHEL ENOCK et JEAN-MARIE SCHWARTZ

On en déduit (i) par linarité, continuité et densité,
La démonstration de (ii) cst identique.

2.4, COROLLAIRE. Avec les notations de 1.10, on a
D) Ty(Sp) = S, ® S,
(1) Iy (Sp> 5, ® S,.

Démonstration. Soit Q le projecteur du centre de M, tel que I',(Q) soit le sup-
port central de S, ® 8 dans le commutant de I'y(M,). (On aen effet S, ® Sy €
e M; ® M; < (I'y(My)).) On notera & 'isomorphisme entre les algébres involutives
I'y(Ms) (Sy @ Sy) et T'y(M,0).

Pour tout x de M, on a

Da(lp(x)) = Iy(I()I1*Q) = d’aprés 1.5
= (I {x)0) = d’aprés 1.5
= I'y(l(x)) I'y(Q) =
= D[ ([,(xX))S, ® Sp)] =
= B[(ls, ® Is, WI'(x))] d’aprés 2.3.

Ainsi, I'application I'y/, est multiplicative; comme TI'; est injective, I, est multipli-
cative, d’olt Q@ < §, d’aprés 1.10. On a alors

To(Sp) = I'(@) = S ® Sy

par définition de @, d’ou (i). L’assertion (ii) se démontre de fagon identique.

2.5. LEMME. Soit R un projecteur vérifiant 1.6. (iii). Alors I'opérateur

U=[(lg @ DW) + (ppry @ DWW ®T)
est un unitaire de M, @ ]i/Zf 1. et, pour tous o de M, et 0 de A/fl*, ona

(Remarquons que Iy et [ gx, sont des homomorphismes normaux de My dans M,.)
Démonstration. On a
U =(I(D* @ D [(Ix @ 1) (W) + (g, @ 1) (WF)]
et donc
UrU = (I0)* @ I [(lr @ (W W) + (_rty @ DIVEWDIAU) ® 1) =
=10 @D NI ST + (e ®HIT @ DIID) ) =
=(I* QDR X I+T —-RDIU)®I) = daprés1.5et 1.6(i)
=1Q®I d’aprés 1.6(1).
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)
On montrerait de méme que UU* == I ® I. Enfin, comme W, e M, ® M,, il est
AN
clair que U appartient & M, ® M.
On a ensuite

U,0 @0) = (I @DWE), )0 @0y 4 (l; gty @D, 1) 0 ®6) =
= (W, (R(l1) 0) ® 0) +< Wy, (L)) - 0)ox; ® 0) =
= (WE (L)1) - 0) 0>+ W () (1) - ) ®0= daprés [8],11.13
— (W, TR ) @0 + T(I — R) - 0) @ 0 = daprés 2.2
=W, T(w) @ 0) =
— (y(T()), 05 daprés [8], 1.5,

ce qui achéve la démonstration.
2.6. COROLLAIRE. L’application T est involutive.
Démonstration. Avec les notations de 2.5, on a
A(T()) = (0 @ iNU) =
= (i @ o)(oU).

N
L’opérateur ol étant unitaire dans M; ® M,, et Iapplication 1,7 étant multipli-

cative, il résulte de [3],2.9. (i) que oU est un 1¥*-cocycle. En appliquant [3], 2.10,
on obtient alors que 4,7 est une représentation (involutive) de M,,; comme A,
est involutive et injective, on en déduit le corollaire.

2.7. LeMME. Soit © dans Msy. On a

I)* - ” = (I(N)* - »)°.
Démonstration. Soit x dans M,. On a
x4 ()0 =¥, ) =
= (D, 0y =
= G (D)), @) =
= (o(YHID*, 0> = d’aprés 2.1 et [8], 1.10

= Geg(¥%), I(I)* - )y =
= (x, ((D)* - w)°,

d’ou le résultat.
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2.8. COROLLAIRE. On a, avec les notations de 1.5 et 1.10:
@) #edy = Iy

(11) 2#5(Sy) == Sy

(iil) 35(S,) = S,

Démonstration. Soient x dans M, et o dans M,,. On a

{tali(%), ) = (ol (Y%, )y = d’aprés 1.6(i1)
= ((x*), 0% =
= {x*, (IPa@))” =
= X%, TI)* - 0%)™= d’aprés 2.2
={x* T w)p” = d’aprés 2.7
={x*, TI)* 0)°) = d’aprés 2.6

= (a(x), TUD* )y =

= (o), (u(0)) = d’aprés 2.2
= (Ipt(x), @)
d’ou (i).
Soient P dans &, x et ¥ dans M,. On a
Loy (3) = 1)Ly 5o(P) = d’aprés 1.5
= Li(xp)n,(P) = d’aprés 1.5
= ([ (xy)P) = d’aprés (i)
= sto(lpi(xy)) = d’aprés 1.5
= 2allp(,(P)rs())] =

= %o(lpsty (YYpry (X)) = par hypothése

=(nolpr (X)) Cealpr:0)) =
= o(Ip3e, () Pyoty({ o, (3) P) = d’aprés 1.5

= (alpty (X))o PY (el pes(0))oto(P) =

= L () (PY(3)so(P) = d’aprés (i)

= Lypy (Dlyp)(¥) d’aprés 1.5.
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Ainsi x,(P) appartient & £,. Donc, d’aprés 1.10, on a
ZZ(Sh.) :; ‘S'I!

et, comme x, est involutif, on obtient (ii).
L’assertion (iii) se démontre de la méme maniére.

2.9. TutorREME. Soient K, et K, deux algébres de Kac. On suppose qu’il existe
une bijection linéaire isométrique multiplicative T de Ialgébre de Banach My sur
Palgébre de Banach Mi,. Alors K, est isomorphe a K, ou Kg (cf. [9], 1L.4). Plus
précisément, si | désigne la transposée de T, on a:

(1) I(I) appartient au groupe intrinséque de K.
(i) l'une au moins des deux assertions suivantes est vraie:
1) Papplication I, de M, sur M, définie par

x e (0K (x € M)

est un isomorphisme d’algébres de Kac de X, sur X, (en particulier, Iy est un homomor-
phisme d’algébres de von Neumann).

2) I; est un antihomomorphisme d’algébres de von Neumann et I’application de M
sur M, définie par

x = LIUDI(x)*T, (xe M)

est un isomorphisme d’algébres de Kac de ¥, sur Xi.

Démonstration. D’aprés 1.10, 2.4.(1) et (ii), 2.8.(ii) et (iii), le couple de
projecteurs (Sy,, S,) définis en 1.10 vérifie les hypothéses du Lemme 1.3 appliqué
a K,. L’un des deux projecteurs S, et S, vaut donc 1.

Supposons S,=1. Alors P'application /; est multiplicative, involutive d’aprés
1.6.(i1), bijective et normale par construction; elle vérifie

Wh=1I d’aprés 1.6.31),

et aussi
Ll = (I ® NI, d’aprés 2.3.(i)
selp == Ipse; d’aprés 2.8.(1).

D’aprés [8], IV. 4, [; est un isomorphisme d’algébres de Kac de K, sur K,.
Supposons S, = . Alors I'application /; définie pour tout x de M, par

13(x) = Jol(x)*J,
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est linfaire, multiplicative, involutive d’aprés 1.6. (ii), bijective et normale de M,
sur M, par construction. Enfin, elle vérifie

I =1 d’aprés 1.6.(1)
Doly = (I ® 1N, d’aprés 2.3.(i) et [9], [1.4
wal 7= 113 d’aprés 2.8.(1) et [9], 11.4.

D’aprés [8], IV.4, [} est un isomorphisme d’algébres de Kac de K, sur Kj.
Ainsi (i) est démontré; (i) a été démontré en 2.1,

2.10. LeMME. Soit K une algébre de Kac, et K' I'algébre de Kac commutante
(9], I1.4). Soit w dans M; on note ' I’'élément de M défini par

CLx, 0"y = (JEFS o) (xe M').
En notant 2 la représentation de Fourier du prédual My, on a
A(w") = ANw).
Démonstration. Soient ¢ et y dans #. Pour tout xde M’, ona
3y (@) = (IXHT, @0, = (JxtTyl o) = (xJal T).
Soient également f§ et 6 dans . On a
Bl A ((w,,,)) 6) = (W'(Jy ® p)| Ja @ J) = d aprés [4], 2.1.5.(a), et ce qui précéde
=((TRNWJI Ry @P)Jr ®5) = dapres [9], 1110
= (W(y @ JB)| o ® JO) =-
= (| Mw,, )0y = d’aprés [4], 2.1.5.(a),
= (Bl JAw,,;)Jd) =
= (| Mw,,,)0) d’aprés [4], 2.2.3,

d’ol le résultat.

2.11. LEMME. On se place dans le deuxiéme cas du (i) du Théoréme 2.9.
On note 1} Pisomorphisme de X, sur Kj qui y est défini. Pour tout o de My, on a,
avec les notations de 2.10,

(Dx(@') = TUI)* - ).
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Démonstration. Soit x dans M;; on a
(x, (D)) = {H(x), @) = {L(3), @) = (x, (IDy(w)y = {x, TADY* - o))

d’aprés 2.2, d’ol le résultat.

2.12. CoroLLAIRE.  Soient K, et K, deux algébres de Kac. On suppose qu'il
existe une bijection linéaire isométrique multiplicative T de I'algeébre de Banach My,
sur algébre de Banach M. Alors ﬁz est isomorphe 4 ﬁl ou a ?K"{ (cf. [9], 11.6).
Plus précisément, si | désigne la transposée de T, on a:

(1) I(I) appartient au groupe intrinségue de ¥K,.

(i) # existe un isomorphisme d’algébres de Kac & de I%.z sur }21 ou ﬁ‘{ (dans
le premier cas I, est un homomorphisme d’algébres de von Neumann de My sur M,,
dans le second cas c’est un antihomomorphisme) tel que, pour tout wde Myy, on ait

D (Aol @) == y(Tw)

(ot /?1(1') désigne ['automorphisme de 1@2 implémenté  par I(I) — cf. [8] 1.9 et
(2], §2).
Démonstration. Plagons-nous dans le premier cas de 2.9(1ii). Alors /; est un

isomorphisme de K, sur K,. L’isomorphisme dual ?} de f{z sur f(l est défini, pour
tout o de M,,, par

L)) = 2q((]) (@) = d’aprés [4], 6.2.2
= 2 (TU)* - ) daprés 2.2.
Or, d’apres [1], 2.6(b), on a

B i) = L) - @) = A(T(@))

d’aprés 1.6(i) et ce qui précéde. Le théoréme est donc vérifié pour @ == l;.

Plagons-nous maintenant dans le deuxieme cas de %.9(ii). élors l7 est un
isomorphisme de K; sur K;. L’isomorphisme dual /; de K¢ sur X; (cf. [9], 1L.5)
sera aussi, trivialement, un isomorphisme de K\Z sur I%‘l’. D’aprés [4], 6.2.2, il est
défini pour tout @’ de (M;), par

D)) = A((Dw(0) (notations de 2.10).
En utilisant les Lemmes 2.10 et 2.11, cela s’écrit aussi

10u(@)) = W(TAD* - o).



184 JEAN DE CANNIERE, MICHEL ENOCK et JEAN-MARJIE SCHWARTZ

Comn}e précédemment, on peut en déduire que lc théoréme est vérifié en prenant
= [;.

2.13. COROLLAIRE. Soient ¥, et X, deux algébres de Kac. On suppose qu’il
existe une bijection linéaire isométr/que mu[tz'plicative T de algébre de Fourier
A(K,) sur Palgébre de Fourier A(Ky) (cf. [3], 3.2(ii)). Alors l’algébre de Kac K, est
isomorphe a K ou a X3. Plus pr emsemenr si (modulo les isomorphismes cano~
niques entre M,. et A(K) (i =1,2), voir [3], 3.2.(10)) [ désigne application linéaire
de /1/[2 dans M,_ transposée de T, on a

(i) I(I) appartient au groupe inirinségue de X,.

(i) il existe un isomorphisme d’algébres de Kac & de K, sur K, ou K (dans
le premier cas Iy est un homomorphisme d’algébres de von Neumann de Z\?[z dans A%,
dans le second cas c’est un antihomomorphisme) tel que, pour tout 0 de A(K,),
on ait

DBy (e17014(8))) = 575, (T(0)).
Démonstration. Comptu tenu de [3], 3.7(i), ce n’est que le corollaire 2.12

appliqué au couple (K,, Kl)

2.14. COROLLAIRE. Soient K, et K, deux algébres de Kac. Soit ¥ un iso-
morphisme normal de M, sur M, tel gue

LWY=WwWQe®wr,.
Alors W est un isomorphisme d’algébres de Kac de ¥, sur K,.

Démonstration. Appliquons 2.9 & Papplication transposée W, M, — My,
qui vérifie les hypothéses de ce théoréme. Mais, de plus, comme WV est multiplicatif,
on est dans le premier cas de 2.9(ii); enfin, comme on a nécessairement W(I) = I,
on obtient le résultat.

2.15. CoROLLARE. Soit K == (M, T, x, ¢) une algébre de Kac. Si (M, I, %, @)
est une algébre de Kac, on a ¥ = x et ¢ est proportionnel @ ¢.
Démonstration. On applique 2.14 a I'application identique de M. Ce résultat
provient alors de [4], 5.1.2.

Ainsi la donnée du coproduit I" détermine complétement la structure d’algebre
de Kac.

3. ISOMETRIES DES ALGEBRES DE FOURIER-STIELTIES

Soient K, et K, deux algébres de Kac. On considére dans ce qui suit une
bijection linéaire isométrique multiplicative T de B(K,) sur B(K,) (voir [3], 2.15).
On notera [ sa transposée qui est donc une bijection linéaire isométrique et ultra-
faiblement continue de W*(K,) sur W*(K,) (voir [3], 2.15).
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3.1 LeMMmE. Lopérateur (1) appartient au groupe intrinséque de W*(Ky).

Démonstration. La démonstration est ¢n tous points analogue a 2.1: il résulte
en effet de 1.6() que /(1) est inversible (voir [3], 2.17).

A
3.2. CorOLLAIRE. Lopérateurs,, (I(1)) appartient au groupe intrinséque de K,.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer [3], 2.21(ii).

3.3. LemMmE. Soit K wune algébre de Kac. En utilisant les notations introduites
au paragraphe 2 de [3], on pose:

Q = {Q: Q projecteur de W*K), O # I, 5....(0) < 0 ® 0}.

Alors Q posséde un plus grand élément, et max Q = I — supps,.

Démonstration. 11 est clair que le projecteur I — supps, est différent de [
(sans quoi on aurait A = 0), De plus, on a

(53 @ 1) Sz x(I — SUPPS;) = s;,(] — supps;) = d’aprés [3], 2.2()

= af,s,(I — supps,) = 0. daprés [3], 2.14(ii)
Donc

Sex({ — supps,) € Ker(s, ® i)
d’ol
(%) Spx ol — supps;) < (I — supps;) ® L

De plus, on a
8,5y ([ — supps;) = %s,(I — supps,) = 0 d’apres [3], 2.16
donc

s A1 — supps;) < I — supps,

et, comme sy est involutif, on en déduit
(k) ' sy({ — supps;) = [ — supps;.
On peut alors écrire
Spunld — SUPDS;) == Sy (s (I — supps;)) =
= 0(sy ® 8y) Spx(d — supps;) < d’apres [3], 2.4(i)
< 0(sy(I — supps;) ® [) = d’aprés (x)

= I ® (I — suppsy,) d’aprés (xx).
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Finalement, en utilisant encore (x), il vient
Spxa(d — supps;) < (£ — supps;) @ (I — supps;)

et ainsi { — supps; € Q.
Soit maintenant Q € Q. Alors

[(5:(0) = F(s.0) = daprés [3], 2.14(v)

= 053 ,(0) = daprés [3], 2.14(ii)
= o(s; ®s;) Sn;n(Q) < d’aprés [3], 2.2(ii)
<o(s; ®s)(Q ®Q) = ~par hypothése

= 5,(Q) @ 5.(Q).
11 résulte donc de 1.4 que 5,(Q) est égal 2 0 ou 1. Supposons 5,(Q) = I; cela équivaut
a Q= supps;, ce qui implique

Q + (I — supps;) = 1,
d’ou : : v
Snxn(Q) + Snxn([— SUppS;‘) =1®/1
et donc, a fortiori,

Q®Q -+ —supps;) @/ —supps;)) > I & I.

Comme Q et I — supps, sont différents de 7, cela est impossible d’aprés 1.1.
On a donc 5;(Q) = 0, soit Q < I — supps,, d’ou le lemme.

3.4. LEMME. Avec les notations de 1.5, on a

(I(0) = TUY*-0)  pour tout 8 de B(K,)

(; étant ultrafaiblement continue, on peut considérer sa transposée (1), : B(Ky)—B(K,)),
De plus, si 0 est positif, TII)* ) Iest aussi.

Démonstration. La démonstration de la premiére partie du lemme est en tous
points identique a celle de 2.2.
Supposons 0 positif, et x positif dans W*(K;). Alors

o U0 == Ii(x), 0> = 0

car /; est un isomorphisme de Jordan d’aprés 1.6(i1).
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3.5. LEMME. Avec les constructions et notations de 3.3 associées aux deux
algébres de Kac K, et K,, on a

ll(Ql) = (J,.

Démonstration. Soit Q€. Comme /, est un isomorphisme de Jordan,
1{Q2) est un projecteur de W*(K,): de plus, il est différent de I car on a clairement
que /,(Q) == I équivaut a Q0 = I.

Soient 0 et 0 positifs dans B(K,). On a

iy (I )), 0@V == (S, (UO) UD)F), 0 @ 0" = d’apres 1.5
= (S, (ONUL* @ UL)), 0 ® 07> = d’apres 3.1
== (S (O, Y- 0 @ IT)* - 07 =

= (IO, (1Y - 0 )x(I(1)* - B)) =

I

<O, T(UW* - 0)((1)y* - 0))) ==

O, TUWY* - 0=TU)* - 0)y == par hypotheése

i

= (8,0 (@)s TUD*- 0) @ TUW)*-0)) <
<0 ® Q, TUWD*- 0) @ T - 07)) = daprés 3.4
=<0, TUD*- 0)y<Q, TUW)*- 0')) =
= (@, (10> <Q, 1)x(0)) = d’aprés 3.4
= (I(Q), 05 <I(Q), 0") =
= Q) ®1(Q), 0 ® 0.

En utilisant le Lemme 1.2, on en déduit

S x (@) < Q) ® 1(Q)

et donc /,(Q) appartient a Q,.
On a ainsi L(Q,) = Q,. Comme /; est bijective, on montrerait de méme
7YQ,) = @y, d’ott le résultat.

3.6. COROLLAIRE. On a (I — supps; ) = I — supps;,.
Démonstration. 1l suffit d’appliquer 3.3 en considérant que /; respecte ’ordre.

3.7. LEMME. Soit K une algébre de Kac,; un élément 0 de B(K) appartient
a A(K) si est seulement s'il s’annule sur Ker s,.
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. A
Démonstration. Soit » dans M,. Pour tout v dans Kers; on a

<~\A7 (S/l)::z(O))> - \/S/l(-“')v CO> =0.

Ainsi tout élément de 4(X) s’annule sur Ker s, (voir [3], 3.2(ii)). Réciproquement,
soit 6 € B(K) tel que (x, 0\ = 0 pour tout x de Kers;. On peut alors définir une

application linéaire « sur M cn posant:
{s;(2), 0y =<{z,05 pour tout =z de W*K).
En fait, w apparailt comme la composée de la restriction de 0 & Ualgébre réduite
W*(K)supps,» par Tisomorphisme canonique entre  W*(K)upps, €t M; o est
i A

donc ultrafaiblement continue, ¢t appartient ainsi & M,.. On trouve alors facilement
0 = (s5,)u(w), ce qui achéve la démonstration.

3.8. LEMME. On a [(Kers;) = Kers,,.

Démonstration. 1’idéal Ker s, est engendré par le projecteur [ — supps,,.
Soit x dans W*(K,). Comme [; est un isomorphisme dc Jordan (1.6(ii)), on a

. 1 ) v
[;(x({ — supps;,)) = 2_ [/i(x) [({ — supps;,) -+~ [({ — supps;,) [(x)] =

= () — supps,,),

d’aprés 3.6. Comme /; est bijectif, on a donc
I(Ker s;,) == Kers,,.

Comme [(I) est unitaire et Ker s5;, est un idéal bilatére, e lemme s’en déduit.
3.9. CorOLLAIRE. On a T(A(K,)) == A(K,).
Démonstration. Soit 0 dans B(K,); T(0) s’annule sur Kers;, si et seulement
si 0 s’annule sur /(Ker s;)) = Ker s;, (d’aprés 3.8). D’olt le résultat, grice a 3.7.
3.10. DEFINITION. La restriction de T & A(K,) xériﬁe les hypothéses de 2.13.

Il existe donc un élément u du groupe intrinséque de K,, et un isomorphisme d’algé-
bres de Kac @ de K, sur K, (ou K¢) tels que, pour tout 0 de 4(K.,), on ait

D(B(resmag(0))) == 17014 (T0).
Déterminons u plus précisément:

L’application (‘/1)» 1T(s,) est une bijection linéaire isométrique de Mn sur MM

quon notera T. Soit /: M1 - MZ sa udnsposee Par 2.i13, ona u = l([) En trans.
posant la relation T(s;,)y = (514 T qui définit T, on obtient

S;_zl = /S)'l,
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par définitions de /et /. On a ainsi
u = I(I) = s, (I(D)).
3.11. LEMME. Avec les notations de 3.10, on a

‘T’(ﬁsk () (amag(0))) = 30,71, (T(0))
pour tout ¢ de B(K,).

Démonstration. Pour simplifier, on posera f§ == /fs/_ (- D’apres 3.10, la relation
est démontrée pour les éléments de A(K,). Soit o dans Az* Rappelons que (s;,) ()
est 'élément générique de A(K,), et que A(K,) est un idéal bilatére de B(K,) ([3], 3.6).
En appliquant 3.10, on trouve donc

D(B(am24(04(5;,) () = 2,714 (T(O(5,,) 1(@)))
soit

DPBrtamoa ()P Prts,4(8;,) (@) = 23755 T(O)1 715 T(5,,) (@)
puis, en utilisant & nouveau 3.10
PPBramas(O)DProrisg(8:,) () = 2y T(O)PPrtoTran(s;,) ()
se qui s’écrit encore, grice a [3], 3.7()
BPRoegm i (0)D Pl ) — tymyy T(O) PFAy(c0).
On obtient alors le résultat en faisant tendre )?2(cu) vers 1.

3.12. TutorREME. Soient K; et K, deux algébres de Kac. On suppose qui’il
existe une bijection linéaire isométriqgue multiplicative T de I'algébre de Fourier-
Stieltjes B(K,) sur B(K,). Alors algébre de Kac K, est isomorphe & K ou K.
Plus précisément, si | désigne la transposée de T, on a:

(i) 5,,({(D)) appartient au groupe intrinséque de 122.

(1) il existe un isomorphisme d’algébres de Kac ¢ de K, sur X, ou K§ (dans
le premier cas Iy est un homomorphisme d’algébres de von Neumann de W*(K,)
sur W*(K,), dans le second c'est un antihomomorphisme) tel que, pour tout
0 de B(K,), on ait

P(B,, UI)(eamon(01)) = 201my4(T(0)).

Démonstration. 11 suffit de rassembler 3.2 et 3.11.
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3.13. CorOLLAIRE. Soient K, et K, deux algébres de Kac. Soit ¥ un iso-
morphisme normal de W*(K,) sur W*(K,) tel que

SﬂgXTlg\{I = (\}j ® \P)Smxm

(autrement dit, ¥V respecte les coproduits canoniques sur W*(K,) et W*(K.,)). Alors,

il existe un isomorphisme d’algébres de Kac © de K, sur K, tel que, pour tout o
de M.,

W(n, () = mo(w o D).
On en déduit que

so V= Ws,.
ﬂz Tll

Démonstration. On applique 3.12 & Papplication transposée W: B(K,) — B(K,).
Comme W est multiplicative, on se trouve dans le premier cas; de plus

comme W(I) = I, il existe un isomorphisme @ de K, sur K, tel que pour tout 0
de B(K,) on ait

D(Ka04,(0)) = 317, (P(0)).

Comme & ox, = %, o P, cela s’écrit aussi

D(1154(0)) = 7. (¥ (D).
On a donc, pour tout o de M;,:
(@), 05 = o, m, Yy (0)) =
= {@, Py (0)) =
={w° P, mpu(0)) =
= (ma(w ° P), 8>

d’olr le premier résultat.
D’autre part, on a

s%ﬂ‘f’nl(w) == sﬁsm(w o) =
= Hy(w°P) =
= (@ o Poxy) =
= my(wox, o P) =
= VY (w o) =
= Y1, (o) ==
= ‘{’szln,((o), )

d’ol le deuxiéme résultat, par densité ultrafaible de =,(3,) dans W*(K,).
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4, APPLICATIONS

Dans ce qui suit, G, G; et G, désignent des groupes localement compacts.

4.1. PROPOSITION.  Soit G un groupe localement compact. La représentation
réguliére gauche A réalise un isomorphisme bicontinu de G sur G(KS(G)).

Démonstration. Notons 7 la représentation de Fourier de #(G)y. Soit u
dans le groupe intrinséque de KS(G). La forme linéaire sur A(G) définic par

AA(()) — (u, 0 pour O dans A(G),

est un caractére sur A(G), non nul. Donc, d’aprés [5], Th. 3.34, il existe s
dans G tel que

Cuy 0 = AO)(s) = <Ag(s7), 0)
pour tout 0 de .#(G),, et doncu = Ag(s™ ). De plus, Papplication s+ A5(s™)
‘ainsi définie de G sur le spectre de.#(G)y (ou de A(G)) est bicontinue d’aprés ce
méme résultat, d’olt la proposition.

4.2. PROPOSITION. Soit @ un isomorphisme d’algébres de Kac de KS(Gy)
sur KS(Gy) (resp. de KA(G,) sur KA(G,)). Alors, en utilisant les notations de [4],
8.1.3(b) (resp. 8.1.1(b)), il existe un unique isomorphisme bicontinu « de G, sur G,
tel que @ = KS(o) (resp. & = KA(a)).

Démonstration. Soit ® un isomorphisme entre deux algébres de Kac K, et K,;
il est clair que la restriction de @ a G(K,) est un isomorphisme bicontinu de G(K;)
sur G(K,).

Dans le cas oit @ est un isomorphisme de KS(G;) sur KS(G,), notons o
la transmuée par Ag, et g, de cette restriction. Alors, d’aprés 4.1, « est un iso-
morphisme bicontinu de G, sur G,, tel que, pour tout s de G,

D, (5)) = 26 (o).

Autrement dit, on a @ = KS(z).

Dans le cas ol @ estun isomorphisme de KA(G,) sur KA(G,), 'isomorphisme
dual & est un isomorphisme de KS(G,) sur KS(G,). D’aprés ce qui précéde,
il existe un isomorphisme bicontinu « de G, sur G, tel que ® = KS(x), d'ol
le résultat, par dualité ([4], 8.1.4(c)).

Enfin, 'unicité résulte de [4], 8.1.6.

4.3. REMARQUE. Les deux résultats précédents figurent déja dans [4] (8.2.9(b)
et 8.3.1(b)); mais ils y sont.prouvés en utilisant le théoréme de Wendel. Les démons-
trations ci-dessus, beaucoup plus simples, sont indépendantes a la fois de [12] et
des Chapitres 1 & 3. Les théorémes suivants (4.4 et 4.5) d’analyse harmonique
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apparaissent donc comme des corollaires des deux propositions ci-dessus et des
résultats des Chapitres 2 et 3.

4.4. CorOLLAIRE. (Wendel [12] (resp. Johnson [6])). Soit T une bijection
linéaire isométrique multiplicative de LYNG,) sur LYG,) (resp. de MY (G) sur MY(G,)).
Alors, il existe

(1) un caractére i sur G,

(i1) un isomorphisme bicontinu o de G, sur Gy tels que, pour tout [ de I1Gy)
et presque tout s de G,

(Zf) (5) = X(5)f(2(s))

(resp. pour toute mesure n de MYG,)
Ty = ya'(p)).

(Dans le premier cas, on suppose les mesures de Haar sur G, et G, convena-
blement normalisées.)

Démonstration. L'algébre LY(G,) est le prédual de l'algébre de Kac KA(G))
(resp. MY(G,) est Talgébre de Fourier-Stieltjes associée a I'algébre de Kac KS(G)),
d’aprés [3], 4.7) (i =1,2). Rappelons d’autre part que le groupe intrinségue de
KA(G,) se compose des caractéres sur G; (2], 3.1).

Donc, en appliquant 2.12 (resp. 3.12) on voit qu’il existe un caractére X'
sur G5, et un isomorphisme d’algébres de Kac ¢ de KS(G,) sur KS(G,) (car
KS(G,)® = KS(G,)) tels que, pour tout f dans LYG)),

(*) 26l Tf) = @Byl (f))
(resp. pour tout y dans MY(G))

Ao (T1) = P(Byel.,(10))

oll ig, désigne la représentation réguliére gauche du groupe G;, voir [4],-8.1.7
(resp. [3], 4.7).
On calcule aisément que, pour tout f dans LY(G;) (resp. pour tout yu dans

MY G)
(%) Bu(a(1)) = 46,(XS)

(resp' BZ’(;”(h(Au)) = ;"G].(Xllu))'
D’autre part, d’aprés 4.2, il existe un isomorphisme bicontinu
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tel que @ = KS(), c’est-a-dire P(d4,(s)) == A, (o'(s)) pour tout s de Gy. En inté-
grant, on trouve, les mesures de Haar ayant été convenablement normalisées, pour
tout f de LNG,) (resp. pour tout g de MYG))

(o) Dhg () = L (fea™)
(resp' (b()'Gx(:u)) = )”Gz(a,(ﬂ>)'
Finalement, on trouve, en revenant & (x)

Ao () = @A (L)) = d’aprés (sx)

= s (1) oo ) d’aprés (rwx)
d’ou, comnme /g, est fidéle, pour presque tout s de G,
(TF)(s) = 1 e 2" HS) f(27(s))
(resp. Ag(T1) = D(Ag, (') = d’aprés (wx)
= Ag (o' (¢’ 1)) d’aprés (iex)
et donc
L= /(1 1) = (X oo N’ (1))
On obtient le résultat en posant
y=y ooV a=0a"1
4.5. COROLLAIRE. (Walter [I1)). Soit T une bijection linéaire isométrique
multiplicative de A(G,) sur A(Gy) (resp. de B(G)) sur B(Gy)). Alors, il existe
(i) un élément s de G

(i) un isomorphisme bicontinu o de G, sur G, ou GPPP tels que, pour tous t
de Gy er [ de A(Gy) (resp. B(Gy))

(T)(@) = fs (1))

Démonstration. D’aprés [3], 4.6 (resp. 4.4), aux représentations de Fourier
prés, on a A(G;)) = A(KA(G)) (resp. B(G;) = B(KA(G)) (i =1,2). Donc, en
appliquant 2.13 (resp. 3.12), on voit qu’il existe u dans G(KS(G,)), et un isomorphisme
@ de KA(G)) sur KA(G,) ou KA(G,)" = KA(GEP), tels que, pour tout f de A(G))
(resp. B(Gy)),

(%) Tf = &(B.Lf))-

D’aprés 4.1, il existe s dans G, tel que u = Ag,(s). On a alors, pour tout f
de L®(Gy) et t de G,

(%) (Brg (N () = fs70).

4--2843
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D’autre part, d’aprés 4.2, il existe un isomorphisme bicontinu « de G,
sur Gy ou GP®® tel que @ = KA(«), c’est-a-dire

(i)

O(f) = fou

Finalement, on trouve, en revenant & (x), pour tous ¢ de G, et f de A(G))

(resp. B(G,))

TN @) = (B.g () (@)
= fs7 (1))

d’out le résultat.

d’aprés ()
d’aprés (%),
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