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DILATATIONS ISOMETRIQUES D’OPERATEURS
ET LE PROBLEME DES SOUS-ESPACES INVARIANTS

MICHEL ROME

INTRODUCTION

En nous inspirant d’un procédé usuel en théorie des groupes, I'induction des
représentations des groupes que M. A. Rieffel [2] a étendue au cas des algébres de
Banach, on fait correspondre a toute contraction I sur un espace de Banach E,
une isométrie surjective S sur un espace ZE; cette fagon de faire n’est pas sans rap-
port avec la dilatation unitarie d’une contraction sur un espace de Hilbert. Nous
montrons que lorsque E est hilbertien, notre objet 2E n’est autre que la partie #-rési-
duelle de la dilatation unitaire minimale. Notre travail donne peut-étre un accés
plus facile a cette notion et la prolonge au cas banachique. Elle permet de rendre
plus algébriques les résultats récents de B. Beauzamy [1] sur le probléme des sous-
espaces invariants. . :

Je remercie Bernard Beauzamy pour m’avoir proposé ce travail dont Uintérét
lui avait été signalé par C. Foias.

§ 1. DEFINITION DE 2E LE Z-MODULE INDUIT ASSOCIE A UN N-MODULE
DE BANACH FE

1.1. N ET Z-MODULES.

Dans la suite nous appellerons N-module de Banach, un couple formé d'un
espace de Banach E et d’'un opérateur linéaire borné T': E — E dont les puissances
sont uniformément bornées. Un Z-module est un N-module tel que, T"soit inversible
et toutes les puissances, positives ou négatives, uniformément bornées.

Désignons par Z1(N) [resp. £%(Z)] ’espace de Banach des suites scalaires abso-
lument sommables et par (e,), n € N [resp. n € Z) sa base canonique. Aussi bien
£Y(N) que £3(Z), avec la convolution comme deuxiéme loi, sont des algébres de
Banach admettant e, comme unité.

Sur un N-module de Banach (E, T'), on peut définir une structure de module sur

I'anneau /{(N) en posant pour chaque 1= (4,)ef!(N)et xe E: A% x =Y, 4, T"x.
nap0
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Il est clair que cette série est absolument convergente dans E, que [|4# x|[ <
< Al All- |[x|[, que Papplication (4, x) - A= x est bilinéaire, et que e, * x = x. Réci-
proquement une structure de £*(N)-module sur E provient par le procédé précé-
dent du seul opérateur T': x—e; * x dont les puissances T": x — ¢, # x sont bornées.

Pour un Z-module, on peut faire de méme en remplagant ¢Y(N) par £XZ).
On dira qu'un N-module est isométrique si T est une contraction- (e T D)
et qu'un Z-module est isométrique si T est une isométrie surjective. Il est  remarquer
que on peut toujours remplacer la norme de E par une norme équivalente de
fagon que le module devienne isométrique.

1.2. SOUS-MODULE, MODULE QUOTIENT, OPERATEUR D’ENTRELACEMENT,

Soient (E,T) et (F,S) deux N (ou Z)-modules, on désigne par opétateur
d’entrelacement entre T et S une application linéaire et continue u: E — F telle
que u o'T = S o u. L’ensemble L (E, F) des entrelacements est un sous-espace vecto-
riel fernié de L(E, F); et on a le résultat évident suivant:

1.2.1. LeMME. Si u: E — F est un entrelacement et AefXN) (ou e‘f-_l(z.))
alors u(l % x) = 1 = u(x).

1.2.2. Soit E, un sous-espace fermé de E invariant par T (i.e. T(E,) < Ey).
On peut alors considérer T; la restriction de T’ a E, et T7: E/E, — E/E, Yopérateiir
quotient defini par T'j(x +E,)=1T(x)+E,. Par définition (E,, T;) est un sous-N-module
de E et (E/E,, T}) le N-module quotient associé. Lorsque E est un Z-module et E;
invariant 2 la fois par T'et T, alors (E,, Ty) et (E/E,, T}) sont aussi des Z-modules.

1.3. DEFINITION DE 2E. ' ' ' A

Considérons £Y(Z; E), I'espace de Banach des suites absolument sommables
de E, que ’on munit naturellement de la norme définie, pour X = (x,) e/4Z, E),
par || X]] = Y, i|x,|l. Dans cet espace on notee, ® x la suite qui vaut x en n et 0
ailleurs.- Pour chaque X la suite e, ® x, d’éléments de £Y(Z, E) est sommable
et de somme X = Y, e, ® x,. Cette représentation de X est unique.

On peut placer sur /Y(Z, E) deux structures de module, une structure de
Z-module isométrique définie par le décalage 4 droite: S(X), = x,_, ou encore
avec d’autres notations

§(Z e, ® X,,) = 2 Ens1 @ Xy -

On peut également considérer la structure de N-module définie par
T(x) = (Tx,), ce qui peut s’écrire encore:

T e ®x)=Ye,® Ix, .

On veut identifier les deux structures de N-module ainsi dé_ﬁnies. gour cela
il faut établir dans £%(Z, E) une relation d’équivalence telle que S(x)= T(X) pour
tout x. D’ou les définitions qui suivent:
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1.3.1. DEFINITION. On appelle N,, le sous-espace de £Y(Z, E) engendré par

les suites:
61 ®x—6,@Ix=1(..,0,—Tx,x,0,...).

On note N ’espace vectoriel fermé engendré par les mémes suites.

On a alors:

1.3.2. PROPOSITION. Ny == {¥ e,,; ® u, — e, ® Tu,: (u,) suite de E d support
finit = 1Y e, ® (wp_y — Tu,): (u,) suite @ support fini}.

1.3.3. PROPOSITION. N est un sous-Z-module de (/(Z, E), §) et un sous-
N-module de ((NZ, E), T).

1.3.4. DEFINITION. On  désignera par (%E, S) le Z-module quotient de
(¢YZ, E), S) par N.
Dans la suite on désignera par {x} la classe de X e/(Z, £) modulo-N.

1.3.5. COMMENTAIRES. (ZE, S) a deux structures de N-module déduites respec-
tivement de S et T, mais par construction elles coincident. On a donc les formules.

suivantes:
S{E} = (S} = (T(x)} = {¥ ewr ® x) = {¥ €, ® Tix,}.
Plus généralement:

Sp{)_c} LE 6n+p xn = {Z L ® Tphqxn}~

§ 2. RRINCIPALES PROPRIETES DE ZE

2.1. EXPRESSION DE LA NORME DE ZE,

Soit (£, T) un N-module et posons A4 = sup(||7”{[: n > 0). Soit ¥ = (x,)
un élément de /XZ, E). On cherche & déterminer ||[{x}|| (*E est bien entendu
muni de Ja norme quotient). Pour tout ¢ > 0, il existe # € N, vérifiant ]]{x}]]
< |Ix +u)) < |[{X}]] +&. Si 'on exprime % sous la forme:

=73 e Ou — e ® Ty
avec u, = 0.si |k| > m,. On aura pour m > my:

% A+ ull = 3 %, + tyy — Tu ol = E il + 21 x4 0y — Tuel].

Mais d’autre part:
1 . s
1% -+ ey — Tul] > —AfHT"z'kxk A Ty — Tyl

L’usage de Pinégalité triangulaire permet d’arriver a:

nf+w>%HZIWkW+EHML

—m< k< —sm
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D’un. autre cdté; pour tous m et n:

Jgt Z ek xk} '11_ {e—m ® Z Tm+kxk} + { ;k € ® xk}~

—msk<n

Lorsque n — +00, ¥, [[xi]| = Oetla série Y, 7T™*kx, est absolument convergente
n< —m<k

donc:
x} = {k L: o ®x) +{e.® fi T x,}

. . k
ainsi

1< Y ol +10 Y Tl
k<—m —m<k
En regroupant les résultats on peut énoncer:
2.1.1. LEMME. Pour tout x = (x,) et ¢ > 0, il existe my > 0 tel que m > my
entraine:

M —e <1l 3 Tl < AQF}H A+ o).

—m<g

2.1.2. LEMME.
(1{x}!| < lim inf]] Z Ty < hm supH Tyl < A{xHI.

m —-msk -m<
2.1.3. THEOREME. Sont équivalentes les propositions suivantes:
(i) xehN;
(i) fi{x}=0;
(i) lim|| Y, T™*x, | =0.
—m&k

2.1.4, THEOREME. Si T est une contraction, pour tout X e/(Z, E),
{3} = liml) Zk T x, .

En effet dans ce cas 4 = 1.

2.1.5. REMARQUE. En posant ||x||" = sup||T%x|| on-définit sur E une norme

équivalente a celle d’origine pour laquelle E devient isométrique. Dans cette trans-
formation la norme peut perdre (ou gagner!) certaines propriétés.

2.1.6. THEOREME. Si E est hilbertien et T une contraction, ZE est aussi
hilbertien. Le produit scalaire est donné par

Ax} I {F) =1lm( Y, T x,, ZkT'" Ty

m  —m<sk —_m<

Démonstration. 1 suffit de voir que ZE vérifie la formule du parallélogramme
ce qui provient de 2.1.4.
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.+ 2.2, I”ENTRELACEMENT u ET ZE COMME SOLUTION D’UN PROBLEME UNIVERSEL.
Pour chaque x € E on pose u(x) = {e; ® x}.On définit ainsi une application
linéaire et continue de E dans ZE. u est un entrelacement car:
u(Tx) = {e, ® Tx} = {e, ® x} = S(u(x)).
2.2.1. PROPOSITION. Le noyau de u est formé des éléments xe E tels que
lim7T™x = 0.
m
Démonstration. Provient de 2.1.3.

2.2.2. (u, ZE) est solution d’un probléme universel au sens suivant:

PROPOSITION. Pour tout entrelacement v de E dans un Z-module (G, R) il existe
un entrelacement v:ZE — G unique tel que vou=v. Si de plus G est iso-
métrique et |T|| < 1, v et U ont la méme norme.

Démonstration. Pour tout {x} € ZE, on peut écrire:
F}=Y{a®x}=Ye*ulx).
n

Si v existe d’aprés 1.2.1 on doit avoir:

Posons v({X}) = Y}, R*(v(x,)). Montrons que cette formule definit bien &. Pour
n
tout m

Y R(o(x)) = 3 REo(x0) + Rmo o 3 Tex,).
n k<—m ~n<k
Doti:
1Y R e < A-B-fiofl-|[{Z}| (4= sup| T, B = sup||R).
Ainsi v est bien défini puisque {x} = 0 entraine Y, R"v(x,) = 0. v est continu car
I7)} < A-B-jjv]. La derniére assertion en découle si l'on remarque que
ol =15 o ull < [D1-]lul.
2.2.3. COROLLAIRE. L’application v — v établit un homéomorphisme linéaire
entre L(E, G) et L(%2E, G) qui est une isométrie lorsque E et G sont isométriques.

2.2.4. COROLLAIRE. A chaque entrelacement ¢@: E — F, il correspond un
entrelacement Zo: ZE — ZF tel que up o = Zp o ug . '

2.2.5. PROPOSITION. u(E) engendre ZE comme Z-module.

Démonstration. L’énoncé signifie que tout sous-Z-module de ZE contenant
u(E) est égal a ZE. Soit F < ZE un tel Z-module et {x} € ZE. Alors

) . {E} = Z ‘[6" ® Xpy = }_} Snu(xn)'
Par conséquent {x}e F.
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2.2.6. Rappelons une classification des contractions due a Sz.-Nagy et Foias.

DEFINITION. On dira d’une contraction qu’elle est de classe
C,.:si pour tout xe E, x # 0, T™x ne converge pas vers 0;
Co.: si pour tout xeE, “,’,P Tx = 0.

2.2.7. PrOPOSITION. Lorsque T est une contraction u est injectif si et seule-
ment si T est de classe C,.; ZE#(0) si et seulement si T n'est pas de classe C. -

Démonstration. © = 0 entraine d’aprés 2.2.5 que 4E=0. La recxproque
provient de 2.2.1.
Donnons encore un théor¢éme d’approximation. utile dans la suite.

2:2.8. DEFINITION. Pour chaque me Z et x € £{Z, E) on pose

lpm(f-) = Z Tm+kxk;

—m<k

cette définition étend celle de la suite d’opérateurs ¥,,(f) pour f€ A(T) introduite
par B. Beauzamy [1].

2.2.9. ProrosiTioN. Chaque ), est linéaire de norme < 1, de [,l_(Z-, E) dans E
et pour chaque x e/ (Z, E):

{x} = lim Sy, (3)) = lim { e ® \lf,,f x)}.

m
Démonstration. Pour —m < n on a:

{:‘:} :k Z {ek ® xk} + Zk {ek ® xk} + {e—m ® E Tm%k-xk}'

< -—m ) n< —m<k
1l suffit de faire tendre —m et n vers oo pour conclure.
REMARQUE. Pour xe E cette foﬁnule devient:
u(x) = lim S™"u(T"x)

qu’il faut rapprocher de celle de Sz.-Nagy et Foias [3: Ch. I, 3.1]. Ceci deviendra plus
clair au § 3.

§ 3. RAPPORT ENTRE ZH ET LA DILATATION UNITAIRE DE 7, LORSQUE H
EST UN ESPACE DE HILBERT ET T UNE CONTRACTION

3.1. RAPPELS SUR LES DILATATIONS UNITAIRES.
Nous ne faisons que les rappels les plus necessalres on peut trouver dans
[3]'1€s détails.

THEOREME. Pour toute contraction T sur un espace de Hilbert H, on peut trouver
un sur-espace de Hilbert K de H et U un opérateur unitaire de K tels que:
neN, xe H, yeH, entraine (Ux, y) = (I"x, y).
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Une dilatation unitaire est minimale si {U"x: x e H, ne N} est total dans K.
Deux dilatations unitaires minimales sont unitairement équivalentes.

© 3.2. CONSTRUCTION D’UNE DILATATION UNITAIRE MINIMALE.
11 existe plusieurs fagons de construire une dilatation unitaire minimale.
Les outils mis en place au paragraphe précédent nous menent naturellement a
celle qui est esquissée par Sz.-Nagy et Foias au n® 10, Ch. I, [3].
' On pose T(n) =T" si n>0 et T(n)= (T*y™ si n<0. On définit sur
£YZ, H) une forme sesquilinéaire en posant:

X1y) =% (T(n — m)x,,y,) pour x et yefYZ, H).

La somme est absolument convergente car:
KX I < BT — m)x, pu)l < 30yl =X 1171
3.2.1. LeMME. Pour chaque x e/N(Z, E) on a:

() X [7) = Y (T — m)x,, x,,) = lim Y ,(X){* + ; ((d = T*TWp (%), ¥ (X)),

les v, étant ceux définies en 2.2.9.

Démonstration. Pour tout k on montre, en distinguant n < m ou m < n que
Fon a:

X (T = myx xw) = [ + 3 (=TT (%), Yu¥)):
—k<m ’ ek

11 ne reste plus qu’a passer a la limite.
NoTE. On trouve une formule analogue pour X = ¢, ® x dans [3].
COROLLAIRE, {X | X) > 0 pour tout X.

3.2.2. Reprenons les notations de [3].
Dy = -T*TY2, 2, = D.H.

Formons les espaces de Hilbert K; = @ Dy, puis K=K, @ ZH.

nez

Considérons les applications:
(O fl(Za H) - K (p(—x_) = (DTlpn(E))n @ {—f}?

o:H—-> K o(x) = ¢e, ® x).
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Avet d’autres notations:
o(x)=(...,0,Dpx, D;Tx, ..., DyT7x, ...) @ u(x).

¢ est une isométrie qui permet de considérer X comme un sur-espace de H. Défi~
nissons encore I'opérateur U: K — K comme étant le produit direct du décalage
a gauche sur K, par S:ZH — ZH l'unitaire du paragraphe 1.

3.2.3. PROPOSITION. K, ¢, U définissent une dilatation unitaire minimaie de T.

Démonstration. Vérifions que pour tout ne N, xe H, ye H on ait:

(Up(x), o(») = (T"x, ).

(Uo(x), o(») =,§O(DTT "tex, DrTxy) + (u(x), u(y)) =

Mais:

=I§O((T R, Thy) — (T*x, TV ) + (u(x), u(y)) = (T"x, y)-

Mentrons maintenant que la dilatation est minimale. Il faut montrer que Vespace
V =ev{U"H): neZ} est égal a K.
Pour chaque xe H, ¢(x) — U'¢(Tx) = ¢y ® Drxe K;. Ceci entraine que
pour chaque n:
U~11(¢(X) - U-IQ(TX)) =€y ® D’I'x
et donc K, = V.
Il reste @ montrer que ZH < V. Pour cela on peut €crire:

Up(Y(x) =k, ® {e_, ® ¥} avec k,eK,.

Alors:
U mpNIR = () = ||k, 4[| {e_, @ ()}
Mais nous savons que lim|y,(x)[| = |{Z}]| et lim{e_, ® ¥,(¥)} = {X} donc k, > &
dans K,. Et donc:
@) {x} = lim U™, (x) e V.

3.3. IDENTIFICATION DE (2H, S) AVEC LA PARTIE *-RESIDUELLE DE LA
DILATATION UNITAIRE (R, Z4).
Posons en suivant toujours Sz.-Nagy et Foiag et en identifiant H et ¢(H)

au moyen de ¢@:
L=U—-T)H, M(Ly=ev{U'L:necZ}, R,= KO M(L).

3.3.1. THEOREME. Avec la dilatation unitaire donnée ci-dessus, L s’identifie &
e_, ® Dy Cest-d-dire a I'ensemble des vecteurs de K, de la forme: (..., 0, x, 0, ...}
avec x€ P . On a aussi:

M(L) =K, et R,—Z2H.
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REMARQUE. Soit P la projection de K sur ZH. La formule (2) de 3.2.3 donne:
pour xe H
P(x) =lim U"T"x = {e; ® x}

qui est la formule [3; I-3.1].

§ 4. USAGE DE ZE POUR LE PROBLEME DES SOUS-ESPACES INVARIANTS

Dans la suite E est de nouveau un espace de Banach.

4.1. B. Beauzamy [1] a introduit une sorte de calcul fonctionnel asymptotique,,
qu’il a utilisé pour trouver des sous-espaces invariants par certains opérateurs.
Nous montrons que ce calcul se déduit d’un vrai calcul fonctionnel considéré sur ZE.
Le résultat suiVant} intéressant en soi-méme, montre aussi que lutilisation.
d’un opérateur auxiliaire n’augmente pas la généralité du calcul asymptotique
envisagé dans [1].

4.1.1. PROPOSITION. Si T et U sont des opérateurs sur un espace de Banach E
tel que pour tout x € E, Ux — T"x tend vers 0, et si T est une contraction C,.
alors U=T. '

4.1.2. LeMME. U est @ puissances bornées, i.e., il existe A >0, U]l < A.

Ainsi U définit une structure de N-module sur E. On distinguera donc Ny,
de N, et ZE,; de ZE;.

4.1.3. LEMME. Pour tout X ef'(Z, E), X = (x,)
lim (Y, I™%x, — % U™x) =0.
m k

—_ms —mM<K

Démonstration. Posons r,(X) = }:kT”’”‘xk et Y (x) = 3%, ] Unthx, @, et
—m< —mMKK

¥y, sont linéaires de norme <1 de ¢%(Z, E) dans E et, par hypothése, quelque:
soitxe EetkeZ (e, ® x) — Yn(e, ® x)tend vers 0. D’out la conclusion puisque:
{e, @ x:k e Z, xe E} est total dans /(Z, E).

4.1.4. LEMME, On a: lim (%) = lim y,,(X) et donc Ny = Ny .

Démonstration. D’aprés 2.1.4, 4.1.3 et 2.1.3.

Démonstration de 4.1.1. Pour tout xeE, ¥ =€ ® x — ¢, ® Ux appar-
tient & Ny donc aussi & Ny. D’aprés 1.3.5 {7} = {e, ® Tx — Ux}y = u;(Tx — Ux).
La conclusion provient de 2.2.7.

4.2. CALCUL FONCTIONNEL POUR LES FONCTIONS DE A(T).

Considérons pour chaque A= (4,)efYZ) la fonction définie sur T =
= {z:ze Cet |z| = 1} par

F A2 =Y A
neZ
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L’application 4 — &, de £4(Z) dans C(T) est linéaire et injective, puisque 2,
n’est autre que le n-iéme coefficient de Fourier de % ,. On désigne par A(T) 'en-
semble des fonctions continues sur T dont la suite des coefficients de Fourier est
dans £4(Z). A(T) est 'image de &#: 1 — &,. On place sur A(T) la norme transportée.
Ainsi /1(Z) est isométrique & A(T). Dans cette identification opération de convo-
lution sur £(Z) devient la multiplication ordinaire des fonctions sur T.

4.2.1. Soit (E, S) un Z-module. Dans le paragraphe 1 nous avons dit comment
considérer E comme un ¢*(Z)-module. Avec lidentification de /Y(Z) et A(T), E
devient A(T)-module. Ce point de vue fournit un calcul fonctionnel pour S en
posant pour fe A(T):

f(8)x) = X, fwysix = x
neZ

A

f(n) désigne le n-iéme coefficient de Fourier de f.

4.2.2. PROPOSITION. f — f(S) est continu sur A(T) pour la topologie forte
de L(E).

11 est évident que, pour chaque fe A(T), le sous-espace Kerf(S) est invariant
non seulement par S mais par tout opérateur commutant avec S.

4.2.3. ProposiTION. (Proposition 1 de [1]) Soient (p,),en une suite vérifiant

(1) Pour tout n,m, Py < Pp*Pms Pn < 13

.. log p,
ii —=
( ) nGZN 1 ‘I" n?

< +oo

et un point x4 #0, xo€ E non vecteur propre de S. On peut trouver deux fonctions
f et ge A(T) a supports disjoints telles que f(S)(xo)#0, g(S)(xy) #0, g vérifiant
de plus Y, g(n)p. < oo

nez

Démonstration. Nous reprenons rapidement la démonstration de [1]. On sait
que les conditions portant sur la suite (p,) permettent de trouver pour tout recou-
vrement fini de T une partition de I"unité qui lui est subordonnée, formée de fonctions

ge A(T) vérifiant Y, 12()|p, < o0.
. 2 .
Pour chaque N recouvrons T avec des intervalles de longueur <7\7;— et soit

(g, ;) une partition subordonnée. On a Y, gy,; = 1, le calcul fonctionnel donne,
28N, i(S)xo = X

Par conséquent il existe j tel que gy, ;(S)xo#0. Notons simplement gy une
telle fonction et ay le centre de U'intervalle correspondant. Soit @ un point adhérent
a la suite (ay).

Considérons maintenant fy(z) = z — a, fy€ A(T) et s’annule en a. La théo-
réme de Ditkin-Wiener permet de trouver une suite f, € A(T) tendant vers f;,
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chaque 7, étant nulle dans un voisinage de a. Le calcul fonctionnel donne:

Si(S)(xg) = fo(S)xe) = Txg — axp

non nul par hypothése. Par conséquent, il existe f,(S)(x;) #0. f, s’annule dans une
boule B(a, &). En prenant N assez grand on peut supposer que suppgy est contenu
dans B(a, ¢). 1l suffit de prendre gy = get f = f.

4.2.4. Revenons maintenant au cas d’'un N-module (E, T') et considérons
(“E, S) ainsi'que u: E - 2E, le Z-module et 'entrelacement canonique qui lni sont
associés.

PROPOSITION. Pour tout sous-espace F de ZE, invariant par S (ou hyperinvariant)
W Y(F) est invariant (ou hyperinvariant) pour T.

REMARQUE. Nous ne disons pas que les sous-espaces invariants de cette
proposition ne sont pas triviaux.

4.2.5, DEFINITION [1] Un sous-espace de E de la forme wu i(Ketf(S)) =

={xekE:{ f * x} = 0} est appelé sous-espace invariant fonctionnel de T. Ce sous-
espace est en fait hyperinvariant.

4.2.6. THEOREME. (Th. I de [I]). Soit E un espace de Banach et T un opéra-
teur de E dans E non de classe Cy. . On suppose qu’il existe une suite croissante
(pn)neN Vériﬁant-.

Pn Z I, Prim <Py Pum pour tout n et me N

log p,
nso 1 -+ n?

et une suite de points (yyen telle que: Ty =y, k> 1, {lyoll =1, Inill <
et y, non vecteur propre de T. Alors {v xekE et {f *Xx) = 0} est un sous-espace
invariant fonctionnel non trivial.

Démonstration. On peut supposer T de classe C;. . On considére (2E, S) le
Z-module associé. u(y,) = {¢, ® y,} n’est pas un vecteur propre de S. En appli-
quant la proposition 4.2.3 au point u(y,) on trouve g et f.

4.2.7. LEMME. Posons y_, = T*y, z, = ng gy . Alors:

{§ ® J’o} = {eo ® Zo} et zy#0.

Démonstration.
F @} =X {a® bl = { 3 @} +{ % a® o).
v <L~ M —m<k<n
k>n
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La norme du premier terme est majorée par Y, [2(k)| || yoi] et le deuxiéme vaut
k<—m
k>n

{e, ® y_,k 2(k)y_.}. En passant & la limite en m et n il vient:
-—msgk&n

{2 ® yo} = 2(Shu(y) = {0 ® 20} = u(zy).
4.2.8. Fin de la démonstration du théoréme. Le sous-espace
{x:xekE, {f@ x} = 0} = u"(Ker f(S))

est non trivial car y,#0 ne lui appartient pas et z, #0 lui appartient puisque

(F®z0} =1+ {ea®z0} =% {& ® 1o} = { f& ® yo} =0.

4.2.9. CoroLLAIRE. Lorsque E = H est un espace de Hilbert, la formule de
4.2.7 peut se traduire en terme de dilatation unitaire. Notons Py : K — %, la
projection orthogonale sur la partie =-résiduelle.

Lorsque P'on identifie (®y, R,) avec (ZH, S), et H avec p(H) comme au § 3,
on a pour tout x € H, (P.x) = {¢, ® x).

La formule 4.2.7 peut encore s’écrire:

g(Rs)Py yo = Py Zo.
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September 1981. Comme on me l’a fait remarquer de divers endroits (C. Foias,
B. Maurey,...) la proposition 4.1.1 est immédiate et sa démonstration ne necessite pas
Pintroduction des lemmes.



