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SOUS-ESPACES INVARIANTS POUR LES CONTRACTIONS
DE CLASSE C,., ET VECTEURS CYCLIQUES DANS Cy(Z)

B. BEAUZAMY

Soient E un espace de Hilbert complexe et T un opérateur linéaire continu de
E dans E, satisfaisant hypothése suivante, notée (#):

) ITi =1 et 3x, #0 tel que T"x, —>0.

Si 'on s’intéresse a la question (non résolue) de I'existence de sous-espaces
invariants non triviaux pour T, on peut supposer que pour tout z # 0 de E,
T'z —>» 0. L’opérateur T est alors une contraction de classe C;. (cette

n->+400
teriminologie est due & Sz.-Nagy—Foias [10]).

Dans [2], nous plagant dans le cadre plus général des espaces de Banach,
nous avons montré Pexistence d’un sous-espace invariant non trivial (en abrégé
S.ILN.T.) pour un opérateur inversible satisfaisant (#°), sous ’hypothése supplé-
mentaire suivante (“‘condition de Beurling locale”):

11 existe un point y # 0, une suite de réels p, > 1, vérifiant p,,., < P On
1 1
) VmmneN, Y, ~i9%—p':;< + oo, tels que YreN, ||T "y € p,.
n n*

Le S.I.N.T. obtenu était d’un type particulier, que nous avions baptisé “type
fonctionnel” (car issu d’une fonction dont la série de Fourier était absolument
convergente). Dans le cas de 'opérateur de multiplication par e¥ sur L%(T), dont
les sous-espaces invariants sont parfaitement connus (voir par exemple K. Hoffmann
[8]), la méthode de notre article [2] donne les sous-espaces de type ““spectral”, consti-
tués des fonctions de LXT) s’annulant identiquement sur un ensemble de mesure
positive; elle ne donne pas I'autre genre de S.I.N.T., qui est du type mH?, ou m est
une fonction intérieure. C’est précisément une méthode permettant, lorsqu’elle est
appliquée a 'opérateur de multiplication par €%, de retrouver les sous-espaces mHz2,
que nous allons étudier ici.
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L'exemple typique de contraction de classe C;. ne satisfaisant pas 1) est celui
d’un shift & poids sur ¢2(Z); c’est un opérateur défini par (notant (e,).cz 1a base
canonique):

Te, = w,€, 1,
avec:
w, =1 sinz0
{w,, =1/4 sin<O.
Ce shift vérifie
2) VxeE, |T™"x' =z C(x4".
Pour un opérateur vérifiant (#) et 2), nous avons montré dans {3] une propriété

de régularité de la suite des itérés (T*>)ez, = ¢ £, plus faible que la basicité au
sens de Schauder. Cette basicité permettrait de conclure que

3) Yz#0, z¢span {Tz, T?%z, ...},

ce qui impliquerait évidemment existence d’un S.ILN.T.. Nous avons par aillcurs
montré ([4]) que Popérateur de shift & poids ci-dessus défini possédait précisément
la propriété 3).

Une propriété voisine de 3) a été obtenue, pour au moins un point z # 0 de E,
par Brown—Chevreau— Pearcy [5], sous des hypothéses de type spectral (par exemple
lorsque le spectre de I'opérateur contient une couronne: c’est le cas du shift que
nous avons €évoqué). Ils ont er ~Fet montré dans ce cas que Fon pouvait trouver x
et » dans E tels que

4) (o, 3y =1, (T*x,¥)y=0 Vkzl;

le point x ne peut donc étre dans span{Tx, T%x, ...}.

La description d’un S.I.N.T. que nous allons donner peut étre considérée
comme l’analogue de 4), utilisant, comme nous Pavions fait dans [2], un “calcul
fonctionnel asymptotique™.

Nous reprenons les notations de [2] :si fe (1), f(B) == Y ae?, avec

IEZ

Z.a; < --o00, on note:
PulNO = T a0, Y ()= ¥ aT, VYmeZ
jiz—m )

>—m

1. UNE DESCRIPTION DES SOUS-ESPACES INVARIANTS NON TRIVIAUX

ProrosITION 1. Supposons qu’il existe une fonction fe s#(T) et deux points
x #0,y # 0 dans E tels que

) VD) 3,0
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et

6) Vk 20, Yu()), TH7"y)—00

alors T a un S.I.N.T.

Démonstration. Pour chaque k €N, considérons:

Fy = {z e E, (Y (), T"*z) ——> 0}

n— 400

et

F: an.
kEN

Il est clair que F est un sous-espace vectoriel, qu’il est fermé (car
1w llop < 1f lsmy ¥ 1), quil n'est pas réduit a {0} (car il contient y par
hypothése). Il est évident que F est invariant par 7. Reste 2 voir que ce n’est pas
Pespace entier. Il suffit évidemment pour cela de trouver z tel que

Wnl 1), T2 = 0.

On vérifie immédiatement que lim |, (f)(x)}} existe. Notons-la =« Par
m

00

hypothése, « > 0. Soient

0

o2
L S —
4 f Ll x

et m, tel que

Y el <€

J<--my

(rappelons que les a; sont les coefficients de Fourier de ). Ona alors, V £ > O:
“Tkx//m (f) - tpm +k(f)”0p < ) 2 ,ajl < é.
N ° Jj<- my
Soient u, == ¢n,0(f)(.x) et z tel que ||T™ z — u,l < &. On a, pour m = my,:

bl ) T 2y = [ NP A+ (), T "oy — Y, ()x) +
+ <‘l/m(f)(x)? Imz — 1"~ '”°u0>.

Or Y (H)IP = of,
l<l/’m(f)(x)’ I —me Uy — l//m(f)>l < H!//,,,(f)(x)”- ”T’"""Ouo —_

— YY) < el fllg-iIxIP
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et

LYl ), Tz — T "ougyt < (fiye Tz — T "™ygi-ixy < &b f 00Xl

d'ou la proposition.
REMARQUE. Pour un shift a poids sur £%(Z), la caractérisation donnée par la
proposition est satisfaite, avec, par exemple, f(0) = e, x = e;, y = e,.

Puisque T est de norme 1, les quantités ' T"**x - Ty admettent, pour
tout kK € Z, une limite lorsque m —» —oo. 1l en résulte que

lim {T™ *x,T"y) existe Yk e Z.

n->+o00

Nous notons Z,(v, ) (ou plus simplement /,) cette limite.

ProrosITiON 2. Pour fe (1), x, ¥y € E, la condition 6) équivaut a

7 Yak, , =0, Ynzo0.
JEZ

Démonstration. — On a:

Wal 1), T3y = % 4y (T . T8,

>—.

Mais, pour chaque j, k e Z, {T""Jx, T"**y) — ;.- Comme la suite (q;) est

sommable, il est immédiat que 6) implique 7). La réciproque s’établit en
remarquant que:

DY a (T x, Ty — Rlagd 4 <

j»—m

[P M - m+k ., 2 [ s t
< Z dj, I x, T J> — Ak T E a; Ljopie
j>-m je<—m

Définissons un opérateur U, de E dans E, par la formule

{xy, Uxay = lim (T xy, T" o), Vo, xp€E

M= -too

On vérifie immédiatement que U est un opérateur de norme 1, autoadjoint,
injectif et d'image dense (car, puisque T est Cy., {Ux,x) >0, Vxe E). On a:
i =ATx,Upy sij=0
et
by =Lx, U(T 7)) ==(Ux, T7y) sij<0
et 7; == (T°x, Uyy V,j=Z si T est inversible).
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il en résulte que on peut supposer que Vx,yeE, Ai(x, y) T 0. En
B d
effet, si Z;(x, ») 2 0 ou si 4;(x, y) —> 0, alors TVx —#>0faiblement ou 77y —>0
j= Jo -0

faiblement, lorsque j— + oo, et on peut alors conclure a lexistence d’un
S.ILN.T. pour 7.

En effet, T est alors de classe C;(Vx e E, x#0, T"x —> 0 et TF"* —>0) et
Pexistence d’un S.I.N.T. a ét€¢ démontrée par Sz.-Nagy —Foias [10]. Nous supposerons
donc désormais que la suite (4;);ez appartient & c(Z).

Soit S le shift usuel de co(Z): c’est 'opérateur défini par Se, =e¢,.,VneZ.

PROPOSITION 3. Les conditions 7) signifient que 4 = (2;);cz West pas un élément
cyclique pour le shift S de ¢ (Z).

Démonstration. Notons a = (a;)jez . On a ae/Z), et les équations 7)
signifient exactement que, dans la duvalité ¢, £* :

8) {a, S" )~>([‘, o = 0 VYanz0,

ce qui est trivialement équivalent au fait que les (S"2),»0 n’engendrent pas c(Z).

Nous avons donc obtenu le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit T une contraction de classe C,. sur un espace de Hilbert.
L’une des trois conclusions suivantes est vraie :

a) Il existe une fonction f e 4 (T), non identiquement nulle, telle que

Vn(/)x) ——>0 VxekE.

n-> 400

b) Pour tous points x,y€ E(x # 0,y # 0), la suite (%(x, Y))vecz est dans
co(Z) et est un vecteur cyclique pour le shift usuel de ¢ (Z).

¢) T a un sous-espace invariant non trivial.

Si le cas a) se produit, nous dirons que T vérifie une équation fonctionnelle
asymptotique (en abrégé E.F.A.), de fonction f.

2. EQUATIONS FONCTIONNELLES ASYMPTOTIQUES

L’exemple le plus évident d’opérateur vérifiant une E.F.A. est celui de la pro-
jection sur un sous-espace fermé: pour la fonction /=1 — ¢¥ onay,(f)(x) =0
Vx, simz0.

A Topposé, le shift usuel sur £2(Z) ne vérifie aucune EF.A. : soit f= Y a;e'?;
JjEZ

supposons que ¥ ,.(f)(e,) ey 0, on aurait alors Y,

ae;,,—— 0, donc
5 J_]-}lnm_)_‘_oo ’

ia;l® »0eta=0 V,jelZ
jz-m

EART N
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La notion d’E.F.A. doit étre rapprochée de I’étude, faite par A. Atzmon [I]
des opérateurs qui sont annihilés par une fonction analytique: il y a des analogies
entre ces deux questions.

ProprOSITION 4. L'ensemble des fonctions f pour lesquelles T satisfait une E.F.A.
de fonction f constitue un idéal fermé propre de s/(T).

Démonstration. Cet ensemble ne contient pas f(0) = ¢', puisque T est C,..
11 est clairement fermé. Le fait que ce soit un idéal résulte du lemme qui suit:

LEMME. Siu et v sont deux fonctions de /(T),
;f(pm m’ (H‘U) - (pm(u) (pm'(v)ll}xc/ -0

lorsque m et m' — - oo.

Démonstration du lemme. Soient u ==Y u e, v==Y e, w=u=
k 7

= Ywe?. Ona:
!

@u() + ¥ w ey e up= @, v} Y w0,
k

<--m l.<--m
Drou:
(pm(u)' v — (Pm(l‘”) == E “kei(k ‘-"l)ov + Z ‘vlei(l»,-IHJU
R /11 l<-m
et donc:
(pm(u)eim’ov__ eim’!) </>,,,(HU) —_ Z uk ei(k 4 mH U+ Z wlei(l»‘~nr m’)().
k<--m l<—m
Or
eim'()v _ (Pm'(v) — Z vjei(j-!-m’}')
j<—m'
et

im’ B . . - o
eim q,m(uv) = (pm+m,(uv)—— well AN

—(mim)<l<—m
et ’on obtient donc:

”(P,"(ll) (pm'(v) A m'(uv);:.w‘/ < zf’”"‘l.d'. Z ,lvj‘l -1‘_ 2 Z I‘wl“ +’il]rd Z 'ukta
j<-m 1<—m k

<~

d’on le lemme découle immédiatement.

Nous ne savons pas si toute contraction de classe C,. vérifiant une E.F.A.
posséde nécessairementun S.I.N.T. . Si la fonction fintervenant dans I'E.F.A. vérifie,



SOUS-ESPACES INVARIANTS 131

pour un certain m 2 0,e"’fe H*, alors T a un vecteur propre. Plus générale-
ment, si 7" est complétement non unitaire, la fonction f ne peut étre quelconque:

THEOREME 2. Soit e A(T) telle que I'idéal fermé engendré par f contienne
une fonction de s . non identiquement nulle.

Si T est complétement non unitaire, T ne peut satisfaire A’E.F.A. de fonction f.

Démonstration. Rappelons que 1'idéal fermé engendré par f est I’adhérence
de Tensemble {f.g,gecs/}. On suppose donc quil existe heso/,, non
identiquement nulle, et une suite (g,).en de fonctions de &, telles que fz, > 1

H—> 400
dans /.

Deux cas peuvent se produire :
—ou bien ¥ x4, (11)(x)———s.0. Mais comme he of ., Y ()(X)=T"(} 1T x).
M=3-1-00 o

On sait que Yz #0, Tz — 0:ilenrésulte que VxeF, ¥, h;TVx = 0. Ceci
M- =00 izo -
signific que A(T)=0, et T est une contraction de classe C,; si T est

complétement non unitaire, ceci contredit T™z .. O [8].
—>-;-OC

— ou bien, et c’est ce que nous supposerons désormais, il existe un point Xo
tel que ,,(){(x,) —> 0. On peut alors trouver o >0 tel que |/, (M)(x)]= o ¥ m.

Soit n, tel que §f8n, — Al < 2/4. Dapres le lemme, il existe m, > 0 tel
que Ym, m' = my,

nt

H (pm(j‘) ’ (/)m'(gno) - (pnh m’ (f‘(g]no) ”d < 0/4
et donc
” (plll(A{‘) '(p"i,(gllu) - (plll’!' "l’(./’) ”.9.( < '1/2 h
Il en résulte que:
”lpnl'(gro) 2 l//m(‘f)('\‘u) - l//,,,,,_,,,’(/l)(.YO),i! < O(/2 s

et donc
:: ‘pl”’(lg"o) ° l//m(f)(xo)” > a/z b

d’Oil H'»!’m(f)(xo)” ? a/2 ”gnuli]‘ﬁ B ce qu Contredit l//m(f)(x) Im" 0 VXEE; ce

second cas doit donc étre éliminé.

Le fait que I'idéal fermé engendré par f contienne une fonction de &/, non
identiquement nulle est lié aux propriétés géométriques de I’ensemble des zéros de f':

COROLLAIRE. Soit Z(f) I’ensemble des zéros de la fonction f. Si Z(f) est un
ensemble de synthése harmonique de type ZA., et si T est complétement noi.
unitaire, T ne satisfait pas ’E.F.A. de fonction f.
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Démonstration. Si Z(f) est un ensemble de synthése, I'idéal fermé engendré
par f coincide avec Iz, I'idéal des fonctions qui s’annulent sur Z{f)(voir W. Rudin,
[12]). Si Z(f) est de plus de type ZA . , on peut (par définition) trouver une fonction
de &/ ., non identiquement nulle, qui s’annule sur Z(f). Il suffit alors d’appliquer
le théoréme.

3. VECTEURS CYCLIQUES POUR LE SHIFT USUEL DE ¢(Z)

Dans ce paragraphe, nous nous plagons dans le cas ot 7" ne vérifie pas ’E.F.A.,
et nous examinons dans quelles conditions on peut trouver x et y tels que
((T*x, Uy))kez ne soit pas un élément cyclique pour le shift usuel de c(Z).

Par commodité d’écriture, nous supposerons T inversible.

On peut introduire sur E la norme:

() = lim (77,

qui provient du produit scalaire
[x, 5] = (x, Uy)y = lim {T"x, T™p).
Bl— 400

T devient une isométrie, mais E n’est pas complet pour cette norme. Avec ces nota-
tions, on peut écrire A (x, y) = [T*x, ], ke Z.
A un élément quelconque ({)rez € ¢(Z), on associe la série de Fourier

Y, &e™, qui converge au sens des distributions. La somme de cette série, que nous
KEz

notons &, est une pseudo-fonction (voir J. P. Kahane [9]). On note PF l’ensemble
des pseudo-fonctions et PF. Pensemble de celles dont les coefficients de Fourier
d’indices négatifs sont nuls.

On peut caractériser trés simplement sur la pseudo-fonction ¢ le fait que la
suite (&)kez soit un élément cyclique de ¢, (Z) pour le shift usuel.

PROPOSITION 5. La suite (E)rez n'est pas cyclique pour le shift usuel de ¢ (Z)
si et seulement si il existe une fonction Wy € SZ(T) non identiquement nulle telle que
Y¢ appartienne a PF .

Démonstration. Supposons que (£,) ne soit pas cyclique: les itérés par S
sont alors contenus dans un hyperplan, noyau d’une forme linéaire continue: il
existe une suite (g;);cz de /! telle que:

9) Yot =0 V0.
i€z

Posons f3(8) = Y,a_; ¢V’ ; le produit f; - & s’écrit:

fHé ~ (%:aﬂjeij@)(;éleilf)) ~ ;(ga—jén-j) e
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et la formule 9) signifie que les coefficients de Fourier d’indices négatifs de f;-&
sont nuls. Donc f,-¢ € PF_ . Inversement si f;-& e PF,, on obtient 9), et (éi)kez
n’est pas cyclique.

Le fait que les itérés négatifs (7% xp)ren aient des normes rapidement
croissantes peut étre caractérisé par 'hypothése suivante:

Si (@) = Y, y;¢Y? est une fonction de #(T) telle que la série
J€Z

() Y 9,77 x, soit absolument convergente en un point x4 # 0, alors
JjEZ
les zéros de ¢ sont de mesure nulle.

En particulier, §’il existe une suite (p ) de nombres réels vérifiant p, > 1,

neN
I

<Kpp VYmn, Y} —-" =400 et T 7"x) = V¥ n=0, chaque
m+n pm pn R 1122‘:0 1 + 112 + !‘ 0'! pn nz q
fonction ¢ pour laquelle la série est absolument convergente a I’ensemble de ses
zéros de mesure nulle (voir Y. Domar [6]). Cest le cas, par exemple, d’un
opérateur satisfaisant | T-" xj| = C(x)4", YneN.

Yau, p

PROPOSITION 6. On suppose que T vérifie (x). Soient x, # 0, y, # 0. Soient

x= 3% ;Txy, y=Y, BTy, deux séries normalement convergentes dans E, de
JEZ 1€z
sommes x # 0, y # 0. Posons:

2= (Whkez = (T* X, Yolrez
A= (hkez = (T*x,)kez -
Si A% est cyclique pour le shift usuel de c(Z), il en est de méme de 2.

Démonstration. Puisque les séries sont normalement convergentes, on a
a fortiori ¥, lo;| < +ooet ¥, IB)] < + oo. Par ailleurs :

[T*x, y] = 2 “jﬁz [T+ x,, leo] = Z “j/?z /12+j—l .

HhileZ 5LIEZ

Posons ¢,(0) = Y a_;e/%, p,(0) = ¥, B,e”. Ce sont des fonctions de (T).
i€z 1€z

Si A%, A désignent les pseudo-fonctions associées a A°, 4, le produit @,-A°. @, est
une pseudo-fonction dont le k*m¢ coefficient de Fourier (k € Z) vaut

E doBrdi-jr=Y A= [T*x, )l
JIMEL iIEZ

etdonc A = ¢, A% ¢,.
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Si maintenant A n’est pas cyclique, on peut trouver i € «/(T) non identique-
ment nulle, telle que A € PF, . Mais alors ¥¢,0.4% e PF* . 1’ensemble des zéros

de @, - ¢, est de mesure nulle, donc Y, ¢, n'est pas identiquement nulle. Ceci prouve
la proposition.

Cette proposition montre qu'on ne peut rien “gagner”, dans le cas qui nous
intéresse, en partant d 'un couple (v, , 1,) arbitraire et cherchant des points convena-
bles x et y sous la forme de séries normalement convergentes des 7%x,, T*y, (k € Z).

Nous allons maintenant nous intéresser a la structure de l'ensemble des
([T*x, yYkez, dans ci(Z).

FrorosiTion 7. Si T ne vérifie aucune E.F.A., pour chaque y # 0, I'ensemble
{T*x, ¥Dkez, x € E} est dense dans c,(Z).
Démonstration. Supposons au contraire que, pour un ¥, # 0, cet ensemble ne

soit pas dense. Comme c’est un s.e.v. il est alors contenu dans un hyperplan fermé:
on peut trouver une suite (a;);cz dans /X(Z) telle que

Y a[Tix, 3] =0 VxekE,
JEZ
et donc

3. aT 7y, x]=0.

j€Z
En posant b; = a_;, on obtient :

b T/}“, " == Q.
i€z

Sion pose f(0) -= ¥, b;eY”. on obtient, d’apris la proposition 2 W) ()

jez
T"x) > 0, pour tout x € F.
Me> 400

Mais on a vu (prop. 1) quesi ¥, (/)r, 7 0, on pouvait trouver x tel que

(e, T"x) —> 0. Ceci prouve la proposition.
T nm— 400

La caractérisation donnée par la proposition 1 permet d’obtenir du méme
coup des SIN.T. pour T *:

PrOPOSITION 8. Si T ne vérifie pas d’E.F.A. et si on peut trouver x, et y, tels
que ([T*x, , yorez ne soit pas cyclique pour le shift usuel de c(Z), alorsT 't a un
SIN.T..

Démonstration. Supposons que T~! n'ait pas de S.IN.T.. Soient
p == (ukez € co(Z), et & > 0. Soient x, %0 et y,#0. Puisque {([T*x, rhez. ¥ & E}
est dense dans ¢(Z), on peut trouver z, € Etel que Vke Z @y, — [T¥ z,, yoli <g/2
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Si T~ n’a pas de S.LN.T., on peut trouver des scalaires «,, ..., ay tels que
lotgxy + « oo = oy TN xy — 2| < &/2]poll -

On a alors, Vj = 0:

I[Tj(aoxo + ooy T Nxg), ol — [T7z,, yoll <
</l Totgxe + ... + oy TN xg— 29 li 3ol < &/2

et si j < O:
![Tj(aw\'o Lo ey Xo)s Yol — [szo , Yol =

= lagxy 4+ .o F Ay TN X, Tyl — [25, T77 poll < /2

et donc VjeZ,

[T otgxy + .. +axT=Nxp), 3] — 5l < ¢

ou encore:

lotgh; + ... Foyhiy — i <& Vjel
ce qui s’écrit

Y oS- <

LN I

1

i

k=0 @

et prouve que A est cyclique pour le shift S de cy(Z).

Il résulte de cette proposition que si T ne vérifie pas d’E.F.A. et si 'on trouve
Xo # 0,35 # 0 tels que ([T*x,, vDkez ne soit pas cyclique pour S, on aura des
S.IN.T. pour T et T~ (mais pas un sous-espace invariant a la fois pour T et 771; il
ne s’agit pas de sous-espaces hyperinvariants).

La proposition qui suit, due & M. Rome, montre que 4 est en fait une fonction
de LY(T) (voir aussi [11]):

PROPOSITION 9. Si T est complétement non unitaire, pour tous x,y e E, la
suite des coefficients (A (x, Viez est dans FL'; A est donc une fonction de L', et
on a dans L‘:

A(0) = k§7 Ax,3) e

Démonstration. Comme Sz.-Nagy—Foias [10], notons R,, %, la partie *-rési-
duclle de la dilatation unitaire de T, & sa résolution spectrale, et u I’application cano-
nique de E dans #,,. Si T est complétement non unitaire, & est absolument continue
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par rapport 4 la mesure de Lebesgue. On a donc:

746, ¥) = CREu(x), u(y)y = gefkf’@(‘de)u(o;\-), uG)) = S ¢, (040,

ou ¢, ,e L.
Les coefficients (/,)rcz s'interprétent donc comme les coefficients de Fourier
d’une fonction de L, d’ol1 la proposition.

Il ne semble pas que ’on connaisse de description des éléments non cycliques,
dans cy(Z), pour le shift usuel (ou, ce qui revient au méme, des pseudo-fonctions A
telles qu’il existe /e <7, non nulle avec -4 € PF_.). Si A € L?, une condition néces-
saire est que A ne soit pas cyclique dans L2, c'est-a-dire ou bien que A s’annule sur
a
un ensemble de mesure positive, ou bien que SLog A(0)d0 > — oo, voir par
-
exemple H. Helson ([7], p. 21). Mais ce n’est pas nécessaire si 4 n’est pas dans L2,
et ce n'est suffisant en aucun cas. Nous ne pouvons donc donner qu'un certain
nombre de cas particuliers.
Dans ce qui suit, nous supposons que T ne satisfait pas d'E.F.A.. Comme
précédemment, nous notons Z,(x, y)= lim {T* "x, T™ 3y et A(x, ¥)= V/k(\ el

Hi— 00

Dans chacun des cas suivants, T et 771 ont des S.I.N.T. :
— §’il existe x # 0 et y # 0 tels que le support de la fonction A(x, ¥)(0) ne

soit pas le tore tout entier (il suffit de choisir /'€ &« & support contenu dans le complé-
mentaire du support de A).

— S’il existe x et y tels que V& < 0, 2(x, ) = 2k.
— Silexistex #0,3 #0,C >0ete > 0telsque Vke Z,

) < o)k

Montrons ce dernier point: la fonction A(z) =Y, 4z* est analytique pour,

K€z
1
.= - < lz! < 14-¢; elle n'a qu'un nombre fini de zéros sur le cercle unité. On
I--e¢
peut donc ['écrire: A = II (z — 2)) B(2), ou B est analytique dans la méme

I==1,.
couronne et ne s’annule pas sur Ie cercle unité. Si on pose /1(0) =1,/B(e'%), i € S/(T),
et donc

h(0)A(0) = II ("’ eeuss, .

— S} existe x, y tels que A € #(T) et ne s’annule pas. En effet, dans cc cas

1
AL € o7 (Wiener-Lévy) et — A =le s/, .
A A
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