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SUR LE PRODUIT TENSORIEL RELATIF D’ESPACES
DE HILBERT

JEAN-LUC SAUVAGEOT

INTRODUCTION

Le produit tensoriel relatif d’espaces de Hilbert est une procédure qui, & un
couple (H, K) d’espaces de Hilbert, munis respectivement d’une structure de N-mo-
dule a droite et de N-module a gauche (N étant une algébre de von Neumann
fixée), associe un espace de Hilbert # ®, K; elle obéit aux deux contraintes sui-
vantes:

1} elle est fonctorielle; c’est-a-dire que si (H’, K') est un autre couple d’es-
paces de Hilbert avec les mémes propriétés, on peut faire le produit tensoriel
T, ®y T, de deux opérateurs d’entrelacement, T, € LnH, H"), T, e Z (K, K');

2) elle ‘“‘efface’ le N-N bimodule L% N) de la représentation standard de N,
en ce sens que le foncteur K — L*(NV) ®y K (de la catégorie des espaces de Hilbert
munis d’une représentation normale, non. dégénérée de N, dans elle-méme) est
équivalent au foncteur identité.

Il est facile de vérifier qu’une telle procédure existe et qu’elle est unique & une
équivalence fonctorielle prés. Mais cette démarche abstraite n’est guére utilisable,
et Pauteur ([8]) dans le cas ol N est commutative, puis A. Connes ([2]) en toute
généralité, proposent une construction explicite, au moyen d’un poids n.s.f.f. auxi-
liaire v sur N, du produit tensoriel relatif H @ K qui est un espace de Hilbert
engendré par des tenseurs élémentaires £ @ 7, £€ H, ne€ K, £ oun v-borné. On dis-
pose ainsi d’une machinerie opératoire qui permet de réécrire en termes ‘‘d’amplia-
tion relative” un certain nombre de résultats classiques de la théorie des algébres
de von Neumann.

Par exemple, le théoréme fondamental de la théorie des représentations:

““Deux représentations fidéles d’une algébre de von Neumann peuvent se
déduire ’'une de l’autre par une ampliation suivie d’une réduction”

([3], 1.4, théoréme 3) devient
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“Deux représentations fidéles d’'une algébre de von Neumann se déduisent
canoniquement 'une de l'autre par une ampliation relative”
(corollaire 3.4 ci-dessous).

Ou encore, le théoréme de Hilbert-Schmidt classique sur la représentation
standard des facteurs de type I se généralise de maniére élégante:

Ia représentation standard d'une algébre de von Neumann M (donnée spatiale-
ment dans un espace de Hilbert 5£) est I'ampliation relative de M dans l'espace
de Hilbert # & S, le produit tensoriel étant pris au-dessus d’une algébre N anti-
isomorphe au commutant de M dans L(3); I'involution canonique est alors la symé-
tric J, qui, au tenseur élémentaire ¢ ®  #, associc 7 ®, ¢ le cone positif P4 estle cone
fermé engendré par les tenseurs {® ¢, & v -borné (Proposition 3.1; cf.[8], § 1.3
pour le cas des algébres discrétes).

Bien qu'il soit désormais courant (cf. [1], [7], etc.) d utiliser, principalement
dans le but d’économiser les symboles, la terminologie et les notations des modules
pour la théorie des représentations d'une algébre de von Neumann, nous avons
préféré fixer, dans un paragraphe préliminaire (§ 0), la terminologie et les notations
utilisées dans le corps de ['article.

Le § 1 est consacré & des compléments sur les N-modules, qui portent princi-
palement sur les divers ““produits scalaires & valeurs opérateurs’ sous-jacents i
ce type de structure.

Le § 2 est un rappel de la définition du produit tensoriel relatif, et la démon-
stration de l'invariance par changement du poids auxiliaire v.

Le § 3 contient la description de la représentation standard annoncée ci-dessus
(théoréme de Hilbert-Schmidt généralisé). et son application a I'étude des foncteurs
de la théorie des représentations d’une algébre de von Neumann N dans celle d'une
algébre de von Neumann M : on obtient une reformulation des résultats de M. Rieffel
([7)) dans le cadre simplifié des bimodules ‘‘espaces de Hilbert’ .

0. TERMINOLOGIE ET NOTATIONS

0.1. On fixe une algebre de von Neumann N, et on appelle N0 l'algebre
opposée.

0.1.i. Un N-module a gauche K est un espace de Hilbert muni d'une repré-
sentation normale non dégénérée, n¥, de N dans #(K). Lorsqu’il n’y aura pas
risque de confusion, on notera yn au lieu de nf(3)n le résultat de 'action d'un élé-
ment y de N sur un vecteur 5 de K.

0.1.2. Un N-module ¢ droite H est un N'-module a gauche. Si y est un &lé-
ment de N, »° I'élément correspondant de N°, on écrira indiftéremment y%¢ ou &y
pour noter 'action (& droite) de y sur le vecteur ¢ de H.
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0.1.3. Au N-module 2 gauche K correspond canoniquement le N-module a
droite K défini, dans I’espace opposé de K, par

Wy =y*, yeN,jek.

On note également H — H la correspondance inverse entre N-modules a
droite et N-modules a gauche.

0.1.4. Si K et K, sont deux N-modules a gauche, on pose
(K, Ky) = {T e L(Ky,K;)| Tyn = yTn, ¥n e Ky, ¥y e N};

on éerit Zy(K;) au lieu de Z (K, K5).
Si H, et H, sont deux N-modules & droite, on a
Lol Hy Hy) = {T e £(Hy, Hy) |(T8y = T(&y), ¥¢e H,, Yye N}
0.2. Soit M une seconde algcébre d: von Neumann,

0.2.1. Un M-N bimodule est un espace de Hilbert 2 muni d’une structure
de M-module & gauche et d’une structure de N-module 4 droite, qui commutent,
c’est-a-dire telles que I’on ait

(xE)y = x(&y) VEeH, VxelM, YyeN.
0.2.2. Par définition, un M-N bimodule est également un N°M® bimodule,
et on a
WEXO = x€y, VEe #, VxeM, YyeN.
0.2.3. Si JH est un M-N bimodule, d’aprés 0.1.3, I’espace de Hilbert con-
jugué # est un N-M bimodule, et on a

yék ——~;“A&;‘y'*, VEe H,Vxe M, YyeN.

0.3.1. Pour toute algébre de von Neumann N on fixe un N-N bimodule stan-
dard: c’est Pespace de Hilbert L*(N) (unique 3 isomorphisme prés), muni de la repré-
sentation naturelle de N, de 'involution antilinéaire J, du céne autopolaire L2(N).
vérifiant les axiomes de [4], définition 2.1. La structure de N-module a droite est bien
entendu donnée par

&y =Jy*J, C<L¥N), yeN.

0.3.2. Si v est un poids n.s.f.f. sur N, il existe un unique morphisme isomé-
trique de N-module, A, de I'idéal a gauche 4" dans L*(N) vérifiant:

YIA(y) e LX(N),, Vyeld,

(par “‘morphisme isométrique de N modile”, nous entendons les propriétés sui-
vantes:

A, =yA(Y), VyeN, ¥y el
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1AM = v(y¥y),  Yyed).

0.3.3. On choisira pour L*N?), le N%-N°® bimodule L3(N), avec la méme
involution J et le méme cdne autopolaire L3(N), == L%(N®%,. Avec ce choix, si v
est le poids sur N correspondant au poids n.s.f.f. v sur N, il est facile de vérifier
que l'on a

Ap(y0) = JA(¥®), VyeNF = (Np)

0.4.1. Soit v un poids n.s.f.f. sur N. On rappelle (cf. [I]) qu'on note D(K,v)
I'ensemble des vecteurs v-bornés d’'un N-module 4 gauche K, c’est-a-dire des vec-
teurs n de K tels qu'il existe R*(n) dans & (LY N), K) vérifiant

R(mpA,0) =y, YyeH,.

Au couple (7, #') de vecteurs v-bornés dans K est associ€ I'opérateur 6°(n, ') - =
= RI(R(n)* de Zy(K).

0.4.2. Si H est un N-module i droite et si £ dans H est v-borné, RV(£) est
Popérateur de Lyo(L*(N),H) caractérisé par

REJA() = &y, VyeH,.

0.5. Si v est un poids n.s.f.f. sur N et A un nombre complexe, on appelle
domaine de o) et on note (o)) I'ensemble des ¥ € N tels que ’application R ¢ —
— 0;(y) admette un prolongement continu 4 la bande 0 € Imz € Im4 (ou Im i <
< Imz < 0), analytique a l'intérieur. o%(y) est alors la valeur de ce prolongement
pour z:-: A, et est caractérisé par

ai(y) 4t < Ay,

1. COMPLEMENTS SUR LES N-MODULES

On fixe une algébre de von Neumann N et un poids n.s.f.f. vsur N; v est le
poids correspondant sur I'algébre N9; %, désigne l'algébre de Tomita associée
au poids v.

Dans tout ce paragraphe, H désigne un N-module a droite, KX un N-module
&4 gauche.

1.1. On munit 'espace vectoriel D(H,v’) d’un *‘produit scalaire & valeurs
dans N de la maniére suivante:
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Si &, et &, sont deux vecteurs v-bornés de H, R (£,)*R"(&,) est un endomor-
phisme de L*(N) qui commute a I'action a droite de N, et définit par conséquent un
élément (&,,&;),0 de N caractérisé par

ol = RYE)* R(E)L, VL e L¥(N).
On munit également D(K, v) d’un produit scalaire a valeurs dans N en posant,
pour 7,7, v-bornés:

{Muttey, == {Mes Nipwe,
soit
(M M) 8 = JR (¥R ()L, V{ e LAN).
1.2. Si v est une trace, il est facile de vérifier qu'un vecteur 5 de K est v-borné

. . do, , . . ,
si et seulement si r est un opérateur borné, et que ’on a
7

w'l],-ﬂ_s_

d
<'Ily7lz>v = —”d‘c

(cf. [8), lemme 1.1; w,,,, est la forme linéaire N 3y — (yny,n.)).
D(K, v) est alors un ““N-module préhilbertien’” au sens de [6].

1.3. Dans le cas général, D(K,v) est stable par I'action de 9(oi).) et on a
ey, = Gi(MN=) s Vinnze D(K,v),  Vye D(oi);
de méme, D(H,+") est stable par 2(c”;;) et on a
CEyilaymw = (Enla)io in(y),  Vmunee D(H,W), VyeD(olip).
1.4. Si H est le N-module & droite L¥N), D(H,v°) s’identifiea A (A" ), et on a
CA,(), A())o = Yip, Yy 2N,

Si Kest le N-module & gauche L¥}(N), D(K, v) s’identifie a JA (A" ), et on a
JAD), JA(R)), = yi*yi, Yy, yee N,

1.5. LEMME. Soient &, et &y deux vecteurs VO-bornés dans H, n, et ny deux
vecteurs v-bornés dans K.

On a alors:
a) (Erlapwe N, et A((EEpm) = R(E)*E,;
b) (npmey, e A, et A (s 12),) = JR(m)*ns;

C) <€1<l’]1, '12>vs fe) = <<61’ £2>v° N1, ’72>
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Démonstration. a) D’aprés [1], lemme 4, (&), Co)p € 4, = N, etona

V(<C1, §2>v0) = <é1: 52)

On calcule, pour ye #%,:
(ALK Elap)s IALD = A AL A ((Eailr)w)) ==
= {467 1203))s AL ED0)) == WKy, Eapt’i2(3)) = (&yy, &) == (daprés 1.3)
= (&, R(EIA)) == (R(E)*Er, JA(3))-

b) Se démontre comme a).
L’assertion c) est énoncée dans [2], proposition 12, b). Pour la démontrer,
on calcule:

CExlis M2y €y == (A (N2, M),)s R(ED#E) ==
== (R"(12)*Ns A‘,(<‘:2, €1>v0)> = (ify, <§2, é]>v0'72>' ¥

1.6. LEMME. Soit vy un poids n.s.f.f. sur Ly(K) et A un nombre complexe.
a) Pour ye 2(¢”..2), on a inclusion

dv* 56" w(y) dv*
dy 777 4y

. dv? . . avt . . .
b) Sine? est v-borné et si-- -y est également v-borné, on a I'in-
dy dy
clusion

2 A
dv -R'(§) o R* (~dv i]) 4.
dy dy

) dv?
c) Siqn ety sont comme en b), alors <_dlﬁ n, i est dans le domaine de 6%, ,
v

g} ( dv? i, i’ i v
Y . s == . - ¥ .
() "),

. : . dv? . .
Démonstration. a) Soient 1,15’ € @ (—d— ) Les deux fonctions de la variable

T <y'7 d "'>
: >

et on a

complexe
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et

dy? Y et
z - <-»d¢~- n,0(y )n>

/

sont continues dans la bande 0 < Rez € Rel (ou Rel € Rez < 0), analytiques
a lintérieur, et coincident pour z = it, t ¢ R. Elles sont donc égales partout, en
FIRNES dv*
particulier pour z = A, ce qui prouve que 'ona yne @ [(21) ] =9 (d;), et
I’égalité cherchée.
b) 11 suffit de vérifier 'inclusion sur A (%,), qui est un coeur pour 4;: I'as-
sertion découle alors de a).
¢) En appliquant deux fois b), on obtient les égalités et inclusions suivantes
entre opérateurs dans L2%(N):
d i d 2 i
Moo A7E= JR()*R ( o )M b ary R () g5
dy v dy dy

< JR(n)* dv! R(n')J < JAIR" g "Ry = a7 (o
Yy “ (dw ) ” < ’ >

D’ot le résultat. Z

1.7. LeMME. Soit H un N-module & droite, ¢ un poids n.s.f.f- sur Ln{H)

' dvo\ Vv
et & un vecteur dans le domaine de ( — - .
do
' 7 dyo 1/2 B )
& est @-borné si et seulement si (ﬁdi‘) est VO-borné; et on a ’égalité dans N :
@

6= () (i) D

Démonstration. Supposons £ ¢-borné. On a, pour ye %,:

| d 0 \1/2 " v ; 2 .
= ”(( Y ) c) aipa(y) 'f , d’aprés 1.6.a)
| B
soit,

D dVONRLY R S

Vye U, |:((~~ ) c:)y j] < 10°(E, O [Iv(yy™),
I\ do -
. Vo

qui assure que (d -

1/2¢
) £ est v°-borné.
@
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On a alors

0 \1/2 0 \1/2
YH09E, E)) = v (<((d” ) e)on (59 ar,-z(y)> )
de de W
dvO \V2  / dyo \ 12
- it —_— - , d’aprés 1.3.
' (y <( do ) : (dw ) é>v°y) apres 13

D'ou I'égalité cherchée.

. dvo 12
Inversement, si on suppose ( ¥ A-) ¢ v0-borné, le calcul précédent assure que

. d(p 1/2 dv() 1/2’
(T
dv® de
st @-borné. A

1.8. REMARQUE. En conclusion, considérons un M-N bimodule # tel que
I"on ait exactement Ly () = La(3)'.
Si ¢ est un poids n.s.f.f. sur M, on pose

Doo(%” '!/’ V) = m g((-(;VO')A) n D(‘%‘svo)
AN

2€R (4]
Mu(9) = () D(df)
ieR

Neo(V) == ;Qn “(a})).

AeR
Ensuite d’aprés 1.6 a), Deo(H#, @, ) est un M(@)-No(v) bimodule, sur lequel
on considérera cette fois les produits scalaires:
dvo \ 12
> o ! 7’
d(p \VO

i d 0 \1,2
(‘:l 77) - 00(65 '7)0 == <( "v )
do
. . d(p 1"2v d(P 1/2
< —= , NE 3 s
(<. g (€ ’l)<(dv°) . (de) n>q)

.qui sont a valeurs dans N et M respectivement. (D’aprés [5], 11, proposition 2,
D (#, @, v) est dense dans #.)

En complétant D(3#, ¢, v) pour la famille de semi-normes {& — w(({ | &) )2,
we Ni}, on obtient un M-N bimodule d’imprimitivité au sens de [7], dont on vérifie

dv® \A
On a tout d'abord, d’aprés 1.7, Do(3#, v, ©) = (& ((-dv ) ) n D(#, o).
¢

Uaty
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facilement qu’il est le ‘*‘module d’équivalence auto-adjoint” qui donne I’équivalence
de Morita entre M et N dans le théoréme 8.15 de [7].

La notion de “‘produit tensoriel de N-modules” permet (pour les seules
W+-algébres) d’éviter le recours aux bimodules d’imprimitivité dont, en un certain
sens, toute la structure est déja contenue dans les bimodules plus classiques et plus
simples considérés ici, qui en particulier contiennent implicitement des *‘produits
scalaires a valeurs opérateurs’” dont [1] et [7] font un usage intensif.

2. PRODUIT TENSORIEL DE N-MODULES

2.1. DEFINITION. ([2]; f. [8] pour le cas commutatif). Soit N une algébre de von
Neumann, v un poids n.s. f.f. sur N, H un N-module & droite, K un N-module i
gauche. On appelle ““produit tensoriel au-dessus de N, modulo v’ de H et K et on note
H®, Klespace de Rilbert séparé complété du produit tensoriel algébrique

D(H, ) © K
muni du produit scalaire défini sur les tenseurs élémentaires par

<€1 O ’]1, 62 @ '72> = <<él: €2>v“ 15 ’12>

D’aprés 1.5.c), H®, K est également I'espace de Hilbert séparé complété
de HOD(K, v) pour le produit scalaire

<¢1 Om,é& O '72> = <£1<'71, "2>V’ é2>

On note {® ,n 'image canonique dans H® , K du tenseur & © 1, &£ € D(H, V9),
ne K (ou bien e H, ne D(K, v)).

2.2. REMARQUE. a) Pour &, fixé dans D(H, V) (resp. 5, fixé dans D(K, v)),
I’application linéaire

Kon-&4®@,ne H®, K

(resp. H3¢ -8 ® 106 H®,K)
est continue.

En particulier, si D, est un sous-espace vectoriel dense de D(H, v°) (resp.
de H), D, un sous-espace vectoriel dense de K (resp. de D(K, v)), D; ® , D, est un
sous-espace vectoriel dense de H® K.

b) D’aprés [2), remarque 16.b), ou d’aprés 1.3 ci-dessus, on a:

Ey®,n=C¢,Q® 0 (¥, VEe H, Vne D(K,v), VneD(cip).
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De la proposition 12 de [2] on déduit aisément la fonctorialité de cette cons-
truction:

2.3. LEMME. Soient H et H' deux N-modules a droite, K et K’ deux N-modules
a gauche, Ty et T, deux opérateurs dans L y(H, H') et £ (K, K') respectivement.

Il existe alors un opérateur continu Ty ® , T, de H ®  Kdans H' ®, K' vérifiant

h®,T, i@, n=T.Q Twm, VYieDH),VreK

(ot V¢ée H, Yne D(K,v)).

En particulier, H ® K est un &L yo( H)-& (K)? bimodule.

2.4. Le lemme 15 de [2] peut étre reformulé ainsi:

Soit H un N-module a droite, K un N-module a gauche.

a) Il existe un (et un seul) isomorphisme de Z(H)-N bimodule, U}, de
H ®, L*N) sur H, vérifiant

U ®,JAL) = &y®, VYie H, Vye N,

b) 1l existe un (et un seul) isomorphisme de N-Z(K)? bimodule, V}, de

LYN) ®, K sur K, vérifiant
kA, @ ) =y, Vyed ,VheKk

On remarquera que I’on a (modulo les identifications du § 0)

U;_'J(N) = VZ’J(N).
2.5. LEMME. Avec les notations de I’énoncé du lemme 2.3 et 2.4, les deux dia-
grammes ci-dessous sont commutatifs :
oy o Vi
H®, LYN)——>H LXN)®, K——K
T, ®,i T, i®,T, jrz
uY 44 )

H ¢
H®, [AN)—— H'  IXN)®, K'—> K
(i désigne Uidentité de L*(N)).
La vérication du lemme est triviale.

2.6. PROPOSITION. a) Soit H un N-module a droite, K un N-module a gauche,
v et v deux poids n.s.f.f. sur N.

Il existe un unique isomorphisme de L H)-Ly(K)° bimodule, Uiy, de
H®,Ksur H® K, vérifiant la propriété suivante: Vte Lyw(H, LXN)), Vt, ¢
LUK, LAN)), le diagramme

v,
Vb x

H®K H®, K

1,85 , ne .1,
) U‘fLﬁ;Ns . Uv“(N)
LYN) ® LYN) —= LYN) ——— L¥N) @ .LN)

est commutatif.
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b) Si H' et K’ sont deux N-modules, a droite et a gauche respectivement, si Ty
et T, sont deux opérateurs dans L y(H, H') et &K, K') respectivement, alors
le diagramme

Uik
H® K —> H® K

T1®VT2 , T1®v' T‘.‘.

Vo
Uy,

! ! H 'K' ’ !
H® K —— A ®/K
est commutatif.

Démonstration.

a) Existence. Fixons H et supposons que U};”,'Ko existe avec les propriétés vou-
lues pour un N-module & gauche K,. Alors, d’aprés le lemme 2.3, U}}f}(existera si K
est une ampliation de Kj, ou encore une réduction d’une telle ampliation sur un pro-
Jjecteur commutant a action de N.

On peut donc se ramener pour I’existence au casolt K = L2(N); alorsil suffit de
prendre Uyi’zswy = (Uk)* U, et de vérifier, pour t, € Lyo(H, LAN)), t:€ L (K, L¥(N))
la commutativit¢ du diagramme

v v

H®, L(N) —— «Z— H®/LXN)

)
He, t 18 - LY b

ULsny

Uys
(V) ®, L3(N) —5 12(Ny <22 12wy @ LE(WY).
Unicité. Soit &e D(H, V), ne D(K, v); soient y, et y, dans %,. On a alors

Uk ®, ) =Uk'x - R°(&) ®, R(n) - JA,(7¥) ®, A,(ys) =
== R(&) @ R'(n) - [Upsn 1¥0"isa(r)A,(3).

U}y est donc déterminée sans ambiguité sur les vecteurs de la forme &y, ®, yan
comme ci-dessus, qui d’aprés la remarque 2.2 sont totaux dans H ® , K.

b) D’aprés la proposition 3.b) de [1], tout opérateur dans ZLy(K, K') est
limite, pour la topologie de la convergence ponctuelle, de combinaisons linéaires
d’opérateurs de la forme ¢'*¢, t € Ly(K,L*(N)), t' € Ly(K',L¥(N)). Par continuité
séparée du produit tensoriel (remarque 2.2), il suffit de vérifier la commutativité du
diagramme b) pour T == t;*1,, T, = t3*t,, avec t; € Ly(H, L¥(N)), t{ € Lyo(H', LA N)),
t, € LK, LA(N)), t; e Ly(K', L3(N)): on applique alors a). %

Le ““produit tensoriel au-dessus de N’ est donc indépendant du poids v, comme

on pouvait s’y attendre. La construction est entiérement déterminée par ses propri-
étés fonctorielles et I’équation LAHN) ®y L*(N) = L*(N), en ce sens qu’une notion
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de ‘‘produit tensoriel au-dessus de N’ vérifiant cette propriété et celle du lemme 2.3
serait nécessairement celle-ci.

Nous donnons ci-dessous une construction explicite de I'isomorphisme Ujfx
dans un cas particulier:

2.7. PROPOSITION. Avec les notations de la proposition 2.6, si v’ est le poids
v(h-), h étant un opérateur positif affilié au centraliseur N, du poids v, alors I’isomor-
phisme Ui'x est donné par:

Uik € ®,n=EQ@, %, VéeH, VYneDK,v)n2Lh?)
ou encore

Uiixé ®,n = &2 @,n, VEe D(H, W) n D), Vnek.

Démonstration. On remarquera que, si e est un projecteur spectral de A cor-
respondant 3 un intervalle borné, et si 5 est v-borné, alors ey est v-borné et dans
le domaine de A*/?: les propriétés énoncées caractérisent bien Uyy i ; elles ont en outre
un sens parce que, si B € 2(h2) n D(KX, v), alors h¥/?y est v'-borné et on a

Rv'(hY%n) = R(n).
D’ou on déduit
(él ®, M, s ®, 'ia) = <’fl ® gy, & ®, /1112,12>’

V&, Ese H, Y, n, € D(K, v) N 2(h'/%), et D’existence d’un isomorphisme W de
H®, K sur H® K envoyant le tenseur £ ® sur £ @ » i3y, & e H, 5 e D(K,v) N
n 2(h2).

Soit W’ I'isomorphisme de H' ® K’ sur H' ® - K’ défini de maniére similaire
pour un N-module a droite H’ et un N-module a2 gauche K’. Alors le diagramme

H® K ——H'® K’

TIQVTZ Tlev’ T,

H'® K > H'® K’
est commutatif pour T, € Ly (H, H), T, € LK, K').
D’aprés la proposition précédente, il suffit de vérifier que I'on a W == Uiy
dans le seul cas ot H est le N-module a droite L*(N) et Kle N-module a gauche
L3(N), vérification qui n’offre aucune difficulté.

3. FORME STANDARD D’UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN

Soit # un espace de Hilbert et M = % (#) une algébre de von Neumann.
On considére les objets suivants:

— le commutant M’ de M dans Z(s¢);

-- I’algébre de von Neumann N opposée de M’ (de sorte que J# est M-N
bimodule);
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— un poids n.s.f.f. v sur N et le poids correspondant u’ sur M’;
— le M-M bimodule #® , #;

— Tlinvolution isométrique antilinéaire J, de W@v% caractérisée par
JE®, 0 =n®, & VY neD(#,v);

— le cone fermé [# ®, #), engendré par les vecteurs de la forme
{®,E e D, V).

PROPOSITION 3.1 (Théoréme de Hilbert-Schmidt généralisé). Le quadruplet
H®,H, M,J,, [#®, H),)est une forme standard de M au sens de [4], définition2.1.

Démonstration. 1) Supposons M = N, # = L*(N): en identifiant 5#’ 3 3¢ par
I'involution canonique J, il est facile de vérifier que I'isomorphisme Ujzxn, de
L¥(N) ®, L*(N) sur L*(N) échange les involutions J, et J, les cones [L%(N) ® , L(N)],,
et L%N),.

2) Supposons M purement infinie: il existe un isomorphisme de N-modules
a droite de # sur g[L*(N)], ol g est un projecteur de N. M est ainsi isomorphe i
Palgébre réduite N,, et la proposition se déduit du cas 1) via [4], lemme 2.6.

3) On est maintenant ramené au cas ol M est semi-finie. On peut encore réduire
le probléme en vérifiant que I'isomorphisme U}’x explicité par la proposition 2.7
échange les involutions J, et J,, les cones [# ®v7f]+ et [ ®v'%]+. On peut
ainsi se limiter au cas oll v est une trace.

4) Soit v une trace normale semi-finie fidéle sur N. Soit u’ la trace correspon-
dante sur M’ = N°, Il existe une trace normale semi-finie fidéle u sur M telle que

’

Pon ait —%- — 1 au sens de [1]. En appliquant les résuitats du § 1, on calcule, pour

u
&m &', n' € D(H, p) = D(H, v°):
E®,,ER,7) =&, 1)) = ', My &, &) =
= 0"(n’, mE, &) = (R*()*¢, RM(')*ED; (d’aprés 1.7)

d’oli Pexistence d’un isomorphisme W de # ® ,# sur L¥(M) qui, au tenseur & ®, 7
comme ci-dessus, associe le vecteur R¥(n)*¢ de L3*(M). Or, d’aprés le lemme 1.5.

b) et 1.2, on a R*(n)*¢ = —d—alé—"— W est donc manifestement un isomorphisme de:
” —_—

M-N bimodule qui échange les involutions J et J, et les cones [ ® H#], et

LXM),. %

3.2. REMARQUE. Maintenant que I’on sait a priori que #® I est standard’
pour M, et en particulier que le céne [# ®  #]., est autggolaire, il est facile de véri-
fier que I’isomorphisme de forme standard, W, de #°®  # sur L*(M), se caractérise
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de la maniére suivante: pour tout poids n.s.f.f. ¢ sur M, pour tout & dans #, pour

do \V2
tout 5 dans D(#, V)n < ((d (;) ) on a
v

ve o\
W[€®‘.ﬁ]=R“’((::i) ) ¢

On obtient donc une analogie remarquable avec le cas des facteurs discrets,
et une généralisation des résultats de [8] pour les algébres discrétes. Toutefois, pour
satisfaisante qu’elle soit sur le plan formel, notre proposition 3.1 ne doit pas faire
itlusion: toute la difficulté inhérente 4 I'identification des formes standards est impli-
citement contenue dans la définition du produit tensoriel relatif.

Classiquement, par ampliation et réduction, on déduit du cas standard le théo-
réme de commutation général:

3.3. PROPOSITION. Soit H un N-module a droite, K un N-module @ gauche.
Dans Iespace de Hilbert H® K, le commutant de & y(H)® Cyest égal dCy®, L (K.

Comme second corollaire de la proposition 3.1, nous obtenons que la procé-
dure d’ampliation relative épuise la théorie des représentations d'une algébre de
von Neumann:

3.4. COROLLAIRE. Soit 3¢ un espace de Hilbert, M < L (H) unc algébre de von
Neumann d’opérateurs de # ; on note N I'algébre opposée du commutant de M dans
L(H), et on fixe un poids n.s.f.f. v sur N.

Si H est un M module d gauche, il existe un N-Ly(H)? bimodule K, unique
a isomorphisme de bimodules prés, tel que les M- y(H)°® bimodules H et # ® , K soient
isomorphes.

Démonstration. Existence. On prendra K == # ®,H, olt g est un poids n.s.i.f.
sur M.

Unicité. Si les M-Z(H)® bimodules H et s£®, K sont isomorphes, les
N-2y(H)® bimodules #®, H et # ®,(# ®, K) = LAN)®, K=- K sont iso-
morphes. 7

3.5. REMARQUE. (Correspondances et foncteurs). Les résultats acquis permet-
tent de reformuler en termes de ‘ ‘bimodules — espaces de Hilbert™ les résultats de
M. A. Rieffel sur les correspondances fonctorielles entre algébres de von Neumann:

1) Soient M et N deux algébres de von Neumann. Onsait([7], proposition 5.4)
qu'un foncteur F (additif, normal, auto-adjoint, ...), de la catégorie normod N
des représentations normales de N, dans normod M, est caractérisé par le M-N
bimodule F(LXN)). Le produit tensoriel relatif fournit une procédure explicite
pour reconstruire le foncteur a partir du bimodule:
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3.5.1. ProposITION (cf. [7], proposition 5.4). Tout foncteur F de normod N
dans normod M est équivalent @ un foncteur de la forme :

{N-modules} > K~ H ® , K
LN(KI’ K‘l) 5T+ lH ®NT3

ou H est le M-N bimodule F(LYN)). (v est un poids n.s.f.f. arbitraire sur N.)

2) On vérifie facilement que, pour un M-N bimodule H donné, le foncteur de
la proposition 3.5.1. est une équivalence si et seulement si, d’'une part M et N sont
fidélement représentées, et d’autre part 'image de N° dans L(H) est égale au com-
mutant de I'image de M (cf. [7], théoréme 8.15).

3) Foncteurs et applications complétement positives.

11 est facile de faire le rapprochement avec les exemples correspondants intro-
duits en [2], § I (et aussi de vérifier que la composition des foncteurs est donnée par
le produit tensoriel ““relatif”” des bimodules, c’est-a-dire la composition des corres-
pondances).

Par exemple, si p est un #-homorphisme normal de M dans N (p(1) est alors
un projectcur de N), le foncteur correspondant au M-N bimodule L2(p) est celui qui
consiste, K étant un N-module a gauche, a réduire K sur le projecteur p(l) et a
représenter M, via p, dans Despace p(1)- K.

Plus généralement, si P est une application complétement positive de M dans
N, et si & est le bimodule associé & P dans la proposition 6 de [2], le foncteur F de
Rep N dans Rep M associé au N-M bimodule s est ce que nous avons appelé dans
[8] (§ 2.3) le foncteur de Stinespring associé a P (par référence 4 [9]).

Donc tout bimodule cyclique induit un foncteur de Stinespring. Plus préci-
sément, st A est un M-N bimodule, € un vecteur cyclique (i.e. MQN est total dans H)
et v un poids n.s.f.f. sur N tel que @ soit v-borné, alors le foncteur associé & H
en 3.5.1 est équivalent au foncteur de Stinespring associé a I'application compléte-
ment positive de M dans N:

M3 x> {xQ,Q),€N.

En corollaire, tout foncteur de normod ¥V dans normod M est (& équivalence
preés) somme directe de foncteurs de Stinespring.
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