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ANTIAUTOMORPHISMES INVOLUTIFS DES FACTEURS
DE VON NEUMANN INJECTIFS. I

T. GIORDANO

INTRODUCTION

Soit M, une algébre de von Neumann. Rappelons qu’un antiautomorphisme «
de M est une bijection linéaire de M telle que, pour tout x, y de M,

a(xy) = a(y)u(x) et a(x¥) = a(x)*.

Deux antiautomorphismes « et § de M sont conjugués s’il existe un automorphisme
0 de M avec o == 0o fo0~L

Nous nous intéressons ici a la classification 4 conjugaison prés, des antiauto-
morphismes involutifs de M. Ce probléme est, d’une part, équivalent & la détermi-
nation, a conjugaison prés, des involutions antilinéaires, définissant une structure
«réelle» sur M, au sens de Kasparov ({13]) et d’autre part, est étroitement lié 4 la
classification, & isomorphisme prés, des formes réelles de I’algébre de Lie involutive,
définie par M ([10]).

Nous obtenons une classification compléte pour les facteurs injectifs de type
11, agissant dans un espace de Hilbert séparable.

Rappelons le cas des facteurs discrets. Soient H, un espace de Hilbert sépa-
rable; M, un sous-facteur de type I de #(H) (i.e. M est isomorphe 3 ¥(H,), ol
H, est un espace de Hilbert de dimension n e N U {00}) et

{ej|1<ij<n

un systtme d’unités matricielles (s.u.m.) de M. La transposition ¢,, définie par
te; ;) =e; ;, pour 1 < i,j < n est un antiautomorphisme involutif de M. Sin
est impair, tout antiautomorphisme de période deux de M est conjugué 2 ¢,, alors
que, si n est pair ou infini, M posséde deux classes d’équivalence d’antiautomor-
phismes involutifs ([1], [12]).
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Soit R, le facteur hyperfini de type II,, réalisé comme ® (M, (C), r,,v),

ol (n,)y~1 est une suite d’entiers > 1 et 7, , est la trace normallsée sur ay (C). Le
produit tensoriel + = ® ¢, est un exemple d’antiautomorphisme involutif de R.
v v

Soient M, une algébre de von Neumann, de genre dénombrable; Aut(M),
le groupe de ses automorphismes, muni de la topologie de la convergence simple
en norme sur le prédual M, ; Int(M), le sous-groupe des automorphismes intérieurs
et &y, la projection canonique de Aut(M) sur le groupe Out(M), quotient de
Aut(M) par Int(M). Nous noterons U(M), le groupe des unitaires de M; Ant(M),
Pensemble des antiautomorphismes de M et A(M), le groupe Aut(M) U Ant(M).
Une transposition de M sera un élément involutif de Ant(M).

Dans le premier paragraphe, nous énongons et prouvons quelques lemmes
préliminaires, qui sont fréquemment utilisés dans la suite de ce travail.

Dans le deuxiéme paragraphe, nous démontrons pour les antiautomorphismes,
un résultat analogue a celui du théoréme 2.3.1 de [6]. En effet, si A est un facteur
de McDuff (i.e. M est isomorphe 3 M ® R), 4 prédual séparable et « e Ant(M),
nous construisons un unitaire a de M et un sous-facteur 4 de M, isomorphe i R,
factorisant M en le produit tensoriel de A par son commutant relatif dans M,
A'nM et tel que

Adacoal A =t

Dans le troisiéme paragraphe, nous prouvons le théoréme ci-dessous, qui
est & la base de la classification annoncée:

THEOREME 1. Soient o et B, deux transpositions d’un facteur de McDuff M,
a prédual séparable. Alors, il existe 0 € Int(M), avec o = 6 o B o 0= si et seulement si

a0 f e Int(M).

Le schéma de la preuve, qui est un développement de celle du théoréme 2
de [6], est le suivant: nous construisons deux unitaires a et b de M tels que a(a) - a
et f(b) — b, et une suite de sous-facteurs de type I de M, qui commutent deux i
deux, sont laissés globalement fixes par Ada-2 et Adbo § et sont tels que:

a) le sous-facteur K de M, qu’ils engendrent, est isomorphe 3 R et factorise
M en le produit tensoriel de K par X' n M.

b) sur K'nM, Adaoco = Adbo .

Comme Ada o« et o (resp. Adb o f et ) sont intérieurement conjugués, la
démonstration du théoréme 1 se réduit a la comparaison de deux transpositions,
définies sur K et de type produit tensoriel infini.
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Dans le quatriéme paragraphe, nous obtenons, en utilisant le théoréme 1, la
classification annoncée, a savoir:

(a) Deux transpositions du facteur hyperfini de type II; sont conjuguées.

(b) 11 en est de méme pour le facteur injectif de type II.

L’assertion (a) a été¢ obtenue en collaboration avec V. F. Jones et a été an-
noncée dans [11]. Signalons aussi I’existence d’une démonstration de (a), tout a
fait différente, due a E. Stormer ([16]).

Enfin, dans ’appendice A, nous énongons quelques inégalités, souvent appli-
quées sans référence dans ce travail.

Dans ‘l’appendice B, nous rappelons la définition du centralisateur asympto-
tique d’une algébre de von Neumann, donnée dans [2). Nous y démontrons ainsi
deux lemmes techniques sur les suites w-centralisantes, que nous utiliserons fré-
quemment ci-apres.

Cet article représente la premiére partie de ma thése, présentée a I’Université
de Neuchétel et consacrée a la classification des transpositions des facteurs injectifs
de type II et I1I,, 4 # 1, ainsi que du facteur d’Araki-Woods de type 11I,. Je re-
mercie le Professeur R. Bader, qui m’a soutenu tout au long de ce travail, ainsi
que MM. Aubert, Besson, de la Harpe et Jones des fructueuses conversations, que
J’ai eues avec eux. Je tiens aussi 4 remercier le rapporteur de m’avoir indiqué une
simplification de la preuve du lemme 1.8.

1. QUELQUES LEMMES PRELIMINAIRES

Nous prouvons ici deux résultats que nous utiliserons trés souvent dans la
suite de ce travail, 4 savoir la proposition 1.2 et surtout le lemme 1.6.

Ce dernier démontre que si Y€ M3, a est un antiautomorphisme et u, un
unitaire d’une algébre de von Neumann continue M, avec o2 = Adu et a(u) = u*,
il existe alors un unitaire v de M tel que Ad v - a est une transposition de M et tel
que flv — 1, <2 fu—1],.

LEMME 1.1. Soient M, une algébre de von Neumann et o € A(M). Pour tout
unitaire u de M, tel que oa(u) = u, il existe un unitaire ve M avec u = va(v). De
plus, si y € Mg, v peut étre choisi tel que |lv — 1|, < |lu — 1], .

Démonstration. Considérons la décomposition spectrale u:Sei’1 dE(2) et

-7

posons v = Se“/"’ dE(4). Alors v est un unitaire de I’algébre de von Neumann U,

4
engendrée par . Remarquons aussi que v? = u et que, comme « laisse U invariant
point par point, u = va(v). Notons E,, la mesure borélienne, positive, bornée,
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définie par
Ey(w) = Y(E(w)), pour tout w € 4(} — «, ).
Nous avons:

o= 1=y — v — ) =@~ e — e aE, () =

-

= 28(1 — cos Af2)dE,(4).

fu — 1 =¢2 —u—u¥) = S(Z — et — e ) dE, (1) =

=2\ (1 — cos A) dE,(4).

L™

Or, 1 —cos A/2 £ 1 — cos A, pour tout A€ ]—m=, w] et donc

o — 1y < [lu—1fy. QED

4

PROPOSITION 1.2. Soient o, une transposition et u, un unitaire d’une algébre
de von Neumann M. Si o(u) = u, alors a et Adu » o sont conjuguées par un automor-
phisme intérieur.

Démonstration. Par le lemme 1.1, © peut s'écrire va(v). Donc, Aduoca =:
= Ad(va(v)) ot = Ad v o o Ad v*™. QED

LeEMME 1.3. Soient M une algébre de von Neumann, « € Ant(M) et u un uni-
taire de M tels que a® = Adu et a(u) == u*. Si —1 n’est pas une valeur propre de u,
il existe un unitaire v € M avec u* = va(v¥).

Si, de plus, Yy € M, alors v peut étre choisi tel que

lo — 1y < llu— 1], .
Démonstration. Considérons 1'unique résolution E de I'identité telle que

u= Seu dE()).

3
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Comme, par hypothése, «(u) = u*, nous avons Sp(u) = Sp(u) et a(E(w)) = E(—w)
pour tout ensemble borélien w de ]—=, n]. Comme E({rn}) = 0, nous avons:

f(A) dE(A) = S f(NAEQR), VY feLd(—m, xl).

[ sn [Af<n

Alors, v =\ e~#2dE(4) est un unitaire de M avec v*=u* et a(v) = v*. Ainsi, nous

M<n
avons bien u* = va(v¥). Par un calcul tout a fait semblable 2 celui du lemme 1.1, on

vérifie que
lo— 1y < llu — 1y QED
Rappelons, mais sans preuve, le résultat suivant qui est bien connu.

LEMME 1.4. Soit M, une algébre de von Neumann. Deux s.u.m. d’ordre n < oo
sont, alors, unitairement équivalents.

LeMME 1.5. Soient M une algébre de von Neumann continue, de genre dénom-
brable et o une transposition de M. Il existe alors un unitaire v de M avec a(v) = —v.

Démonstration. Soit (e; )i<i,j<2 un s.u.m. de M. Par le lemme 1.4, il existe
w e U(M) tel que wa(e; ;)w* = ¢; ;. Comme o est une transposition,

Ad(wa(w¥)) (e; ;) = (Adw o c)® (e, )) = e; ;

et donc wo(w*) commute aux e; ; (1 < i, j < 2). Posons u, 'unitaire de M, égal
a e ow + €5 ,0(w), et f = Aduoa. Nous avons:

a(u) = a(w)a(e, ») + wale, ;) = a(w) (W ey 3 W) + w(w e, ow) =
= (W)W )w + e W = u

et donc, par la proposition 1.2, § est une transposition intérieurement conjuguée a a.
Comme

Bler,) = Adu o afe, ) = Adu (Adw(e, ) =

= (31,2 + ey “(W)W*)el,l(ez,1 + e gwa(w¥)) = €0,

Punitaire v' = 2e, ; — 1 = e, ; — e, , est tel que f(v) = —v’. Comme un con-
jugué de « satisfait la conclusion de 1.5, il en est de méme de la transposition a.
QED

REMARQUE 1.5.1. Une autre démonstration de ce lemme a été¢ donnée par
E. Stermer dans [15], lemme 2.12.

4 — c. 1324



256 T. GIORDANO

LEMME 1.6. Soient M, une algébre de von Neumann continue, de genre dénom-
brable, o € Ant(M) et u un unitaire de M tel que o = Adu et a(u) = u*. Il existe
alors un unitaire v € M, avec u* = va(v*). De plus, si y € M3, alors v peut étre choisi
tel que |ip — 11}, < 2/lu — 1],.

Démonstration. Décomposons u en —p <+ w oll p est le projecteur spectral
de u, associé a la valeur propre —1 et w un opérateur partiellement isométrique
avec ww* == w¥w .= | — p. Nous avons:

M — 1|3 =1 —2p +w— (1 —p) =
=t —2pil + Iw— (1 — p)|E.

Donc, |ipli, < (1/2)lju — 1]), et lw — (1 — p)!l, < "u — 1||,. Comme, par hypo-
thése, a(u) == u*, nous avons «(p) = p et donc, par restriction, a définit un anti-
automorphisme de l'algébre de von Neumann continue M, (= pMp). De plus,
comme «f = Ad u, « est une transposition de M, . Donc, par le lemme 1.5, il existe
un unitaire x de pMp tel que

a(x) = —x et {lxlly =9 ) =yY(E)' =|pl,-

Sur M,_,, xestun antiautomorphisme avec a® = Adw et a(w) = w*. Par le lemme
1.3, il existe alors ye M tel que yy* = y*y = 1 — p, ya(y*) = w¥et lly — (1--p)il, <
< fw— (@1 —p)ll,. Posons v = x + y. Clest un unitaire de M avec

va(v¥) = (x + y)a(x® + p*) = (x + p) (—x¥ + a(y¥)) =
= —xx¥ + ya(y¥) = —p + w* = u¥;
lo—1y=lIx—p+y—10—=p), < x-—-ply+ly—0Q—=ply <

< 2|lplly + w — (1 = p)lly < 2:Ju — 1l . QED

REMARQUE 1.7. Soient M un facteur, de genre dénombrable et o un antiauto-
morphisme de M, dont le carré est intérieur. Il existe alors une transposition § de M
avec ao B elnt(M).

Démonstration. Si M est un facteur de type I, la remarque est triviale. Nous
pouvons donc supposer que M est un facteur continu. Comme 22 ¢ Int(M), il
existe un unitaire w de M avec a®> = Adw et donc wa(w) = 1-1eC, jAil==1, car

Adwoa = o = a o Adw == Ady(w¥) o a.

Posons u == A~12w. Nous avons alors 22 = Ad u et a(u) = u*. Par le lemme 1.6,
il existe v € U(M) tel que va(v*) = u* et donc tel que Adv o « soit une transposition
de M. La remarque est donc vérifiée en posant f — Advoa. QED
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LeEMME 1.8. Soient M une algébre de von Neumann continue et o, une transpo-
sition de M. Pour tout 1 < n < 00,1 eC, i = 1, il existe un s.um. (f; Di<ij<nde
M avec

olf; )= AN"If;:, pour 1 <i,j<n.
Démonstration. Soit (e; )1<ij<n un s.um. de M. Comme (27'¢; )1<i.jen €St

aussi un s.u.m. de M, il existe, par le lemme 1.4, un unitaire w e M avec, pour
I i,j<n,

AdW o Ot(ei_j) = Ai-jej,i.

Soit u = wa(w*). C’est un unitaire de {e; ;}’'n M tel que
(Adwoa)2 = Adu et Adwoa(u) = u*.
Par le lemme 1.6, il existe un unitaire v € {¢; ;}' N M avec
u* = (woa(w*))* = vAdw o a(v¥).
Posons f# = Ad(vw) ca. Cest une transposition de M et
Blei)) = A'-Je;; pour 1 <i,j<n

Comme a(vw) = vw, il existe, par le lemme 1.1, un unitaire ¢ de M avec vw=aa(a*).
Posons f; ; = ae; ;a*, pour 1 < i,j < n. Les f; ; forment un s.u.m. qui satisfait
les conclusions du lemme, car

a(f; ;) = a(@®)ale; Ho(a) = X -Ia(a*) (vw)*e; ;pwa(a) =

= NJae; a* = -1 f,; pourl <ij<n. QED

2. FACTORISATION DES ANTTAUTOMORPHISMES PAR DES ANTIAUTOMORPHISMES
DU FACTEUR HYPERFINI DE TYPE 11,

Le principal résultat, démontré ici, est la proposition 2.3. Pour tout antiauto-
morphisme « d’un facteur de McDuff M, 2 prédual séparable, nous construisons,
pour toute suite (n),>1 d’entiers > 1, un unitaire a de M et une suite
{(e}’,,)K,-,jg,,v},?l de s.u.m. de M, commutant deux a deux, et satisfaisant les con-
ditions suivantes:

(2) Pour tout v>1, Adaca(e],;) =¢},;, (1<i, j<n);

(b) Le sous-facteur K de type II,, engendré par les e},;, factorise M en le pro-
duit tensoriel de K par K’ n M.
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Nous montrons, de plus, que si o est une transposition de M, nous pouvons
choisir a tel que a(a) = a et donc tel que Ada o « est une transposition.

Commengons ce chapitre par rappeler, sans démonstration, un résultat bien
connu.

LEMME 2.0. Soit N, une algébre de von Neumann finie. Si, pour tout n > 1,
il existe dans N, une partition de lunité (p;);=,,. .., . de;projecteurs deux @ deux
équivalents, alors N est continue.

LeMME 2.1. Soient M, un facteur de McDuff & prédual séparable; x c Ant(M);
D, un entier > 2; 2 e C, [A]| = 1 et w, un ulirafiltre libre sur N. Alors, il existe un
sum. (F; )<ij<p dans M, tel que

wo(F; )= A7F;; (1<ij<p).

Démonstration. Par le théoréme 2.2.1 de [6], M, est une algébre de von Neu-
mann de type I, . Si la période asymptotique de a?, p,(a?), est nulle, le théoréme

2.1.3 de[6] implique que o2 est stable, et donc, par le lemme 2.0 et 2.3.3 de [6], (Mw)’g'
est de type I1,. Si p,(a®) = n > 0, ¢ est proprement extérieur pour 1 < g < n-- 1

et a2 —'1, par la proposition 2.1.2 de[6], et donc (Me,)“i est une algébre de type
11, (8], III 2.15).
Pour terminer la preuve, il suffit alors d’appliquer le lemme 1.8 4 la restriction

de o, 3 (M.,) QED

LeMMmE 2.2. Soient M, un facteur de McDuff, a prédual séparable; o e Ant(M);
D, un entier > 2 et ¢, un état normal, fidéle de M. Alors, pour Y, ..., ¥, € M, et
€ > 0, il existe un unitaire a ¢ M et un s.u.m. (€: h<ij<p de M, satisfaisant les con-
ditions suivantes:

(@) ¥, e; Ml <epour r=1,...,q9 et 1 <i,j<p;

(b) Adaoa(e; ;) =e;; pour 1<i,j<p;

© lia-- 1y <&
et si o est une transposition,

(d) a(a) == a.

Démonstration. Soit w, un ultrafiltre libre sur N. Par le lemme 2.1, il existe
un s.u.m. (F; )i«i,j<p dans M, tel que o, (F; ;) = F; ; (1 < i, j < p). Soit([6], pro-
position 1.1.3) {(f¥pi<ij<pl K €N}, un systtme de suites représentatives de
(F; ih«ijsp» o, pour chaque k, (ff;)1<ij<p €St un s.u.m. de M.

Pour chaque k, f}, est équivalent & a(ff;) (Lemme 1.4) et comme %,(F, ,)
= F) 1, il existe ([6], 1.1.4) une suite (#)ie~ d’opérateurs partiellement isomeé-
triques telle que uuy = a(f¥,), upu, = f§, et telle que

(u, — f¥)—> 0, “-fortement.
k-’w
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p
Posons, pour tout keN, v, = ¥, a(f5)u.f¥; € UM). La suite (vren est o-
j=1
-centralisante. En effet, pour 1 < j < p, tant (a(f¥;)xen, que (ff,)xen le sont.
De plus, comme (¥, )xen est une suite bornée telle que

(e — ff) ’:—> 0, *-fortement,
—-—w

. R . , p
(u)ren estaussi w-centralisante. Par ailleurs, (v)xen représente Y, a,(Fy j)Fy 1 F1,j=

j=1
=1 et donc

(v, — 1) — 0, *-fortement.

k-

*
Comme uja(f*)u, = f¥,, nous avons, pour 1 < s, ¢ < p,

Adv} oa(fs) = 3 fruda(fEa(fEa(fh) u sty =

=1

= fhauga(fEDufts = fls-
Comme chaque suite (f¥))ren est w-centralisante et que

(vf — 1)—>0 *-fortement,

k-w

il existe k tel que (a), (b) et (c) sont vérifiés, avec a = vy .
Supposons maintenant, que « est une transposition. Posons y, = via(y,) et
notons F,, le sous-facteur de M, engendré par les f¥;. Par construction,

Advf ox e Ant(Fy n M) et Ady|F, = (Adv; o)} Fp = 1,
donc y, € Fy n M. De plus,
Adv; o a(y) = via(via(v))ve = (v)ve = Vi

Comme (v,)ken est une suite o-centralisante et que

v,—> 1, *-fortement,

kw

ilen est de méme pour (¥, )xen. En appliquant, pour chaque &, lelemme 1.6 2 F; n M,
Ad v o o et y, , nous obtenons une suite (z)xen d’unitaires de M telle que a(zvy) =
= zuf, Ad(zd) co(ff) =1 et zwy — 1, *fortement. La démonstration se
termine alors comme ci-dessus. QED
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PropOSITION 2.3. Soient M un facteur de McDuff, a prédual séparable et
o e Ant(M). Pour toute suite (n),»1d entiers n, > 2, il existe un unitaire ac M et
une suite de s.u.m. (€]« jen, dans M, commutant deux ¢ deux et satisfaisant les
conditions suivantes:

(a) Pour tout v, Ada-a(e};) =:¢;; (1< i,j<n). Posons A, le sous-
Jacteur de M, engendré par les ¢},;.

(b) Les A, engendrent un sous-facteur A de type 11, de M, qui factorise M en
le produit tensoriel de A par A’ n M.

De plus, si « est une transposition,

(c) «a):= a.

Démonstration. Soient @, un état normal, fidéle sur M et (§;);>:, une suite
dense dans M. Nous construisons par induction sur v, une suite (a,),>;, d’uni-
taires de M et une suite {(er,j)lgi,jGnV}v;‘l de s.u.m. de M, satisfaisant, pour chaque
v, les conditions suivantes:

(x) Le facteur A4, engendré par les ¢};, commute avec 4, As,..., 4,-1;

B ey i < 2o pourk < v, 1<ijen

() a,e(4; UAU ... UA, ) pour v>1;.

) la,...a) —(a,-y ... al)[j;* < 2-% pour v>1;

(e) «, = Ad(a, ... a;) o x satisfait o (e} ) =: e} ; pourk < v.

De plus, si a est une transposition, a(a, ... @) =a, ... a pour v > 1.

Pour v = 1, les conditions (%), (y) et (6) sont vides et la démonstration de
(B) et (&) provient d’une application directe du lemme 2.2 3 M, a, n; et ;. Suppo-
sons (41, @), (4z, av), ..., (4,, a) construits et déterminons A, et a,,. Soient
A’, le sous-facteur de M, engendré par4,, ..., 4, et A~, son commutant relatif dans
M. Comme M estidentiqued 4” ® /I, il existe un nombre fini d’éléments J/l, R tl7,

de A et un ¢ > 0 tels que:

(=) e llx <1, I, Xl <z, 1 <j<r] =

2—(v+1)
=>[||[Wka x|l - ——-—, pour 1 <k < v+ 1]-

Ry

Comme la restriction de ¢ & 4 est fidéle, il existe n > 0 avec

(%) [ae U(/I) ; la — 1|]q,<n]=>[||(a—1)av...a1 |!§‘ < ! ]

2+
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Posons @, la restrictionde «, & A. Si o est une transposition, par hypothése d’induc-
tion,

o = (Ad(a, ...a) c2)? = Ad[(a, ... a)a((a, ...a)*)] = 1.
Par le lemme 2.2, il existe un s.u.m. (€ )1<ii<n,,, €tun unitaire a de A tels que:
@) (W, el <epour 1 <k<r 1<iyj<mps
(b) Ada ca(e; )) =€, 1< 6,7 <4 '
© lla — 1, <mn;
(d) &(a) = a, si & est une transposition.

Posons e}/ = e;,; et a,,; = a. Nous obtenons (f), par (x) et (a), et (8), par (x) et
(c). La vérification des conditions (a) et (y) est immédiate. Par (b), nous avons:
o1 (€1F) = Ada,y o () = €t (1 < 4,j < myy1)

et pour k < v
a,41(ef,) = Ada,yoa(ef) = (1<i, j<n)

car, par construction, a,4; commute avec a (ef;) = e¥;. De plus, si « est une trans-

position, nous avons par (d), «,(a,;,) = a,,; et donc, en utilisant ’hypothése
d’induction,

(@41 ... a) =ala, ... a)a(a,,;) =
=(a,...a) (@) (a,...a)*(@,...a) =
=0 (@)@, --. @) = (@41 ... @).

La vérification de (¢) est donc terminée.

Fin de la démonstration. Comme ¢ est fidéle et par (6), (a, ... a),»1 converge
*-fortement vers un unitaire @ € M, qui satisfait, si o est une transposition, a(a) = a
(par (), ce qui démontre (). De plus, nous avons, pour tout k > 1, Ada - a(e¥;) =
= ¢ef,; (1 < 1i,j < m), ce qui prouve (a). Par (B) et les lemmes 2.3.5 et 2.3.6 de [6],

les A, engendrent un sous-facteur 4 de type II,, qui factorise M en 4 ® (4’ N M),
ce qui démontre (b). QED

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Rappelons 1’énoncé du théoréme 1, mais auparavant, donnons la définition
suivante:

DEFINITION. Soient M, une algébre de von Neumann et H, un sous-groupe de
A(M). Deux éléments de A(M) « et f§ sont dits H-équivalents s’il existe 8 ¢ H tel
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que
B=0o0aof2
THEOREME 1. Soient a et B deux transpositions d’un facteur de McDuff M,
a prédual séparable. Alors, o et B sont Int(M)-équivalentes si et seulement si o o B €
e Int(M).
Comme Int(M) est un sous-groupe normal de A(M), la nécessité de la

condition est évidente.

La démonstration de la suffisance de la condition se divise en trois parties. La
premiére, composée du lemme 3.1, nous permet de suppo ser que « et § sont telles que:

(a) la période asymptotique ([6], définition 2.1.1) de a« o B est nulle;

(b) si w est un ultrafiltre libre sur N, alors, pour tout entier p > 2, il existe
une partition de I'unité (P;)o<j<p~1, dans M, telle que, pour 0 < j < p— 1,

wo(Pj) = P_j4y et Bu(Pj)=P_;.

Le point principal de la deuxiéme partie est la preuve du lemme 3.6, qui sera
appliqué, de maniére récursive, dans la démonstration du lemme 3.10, qui est le

coeur de la troisiéme partie.
Plus précisément, le schéma logique de la preuve du théoréme 1 est le suivant:

3.0 3.1 32
N oL
33 3435
Nl ¥ 373839
3.6 l
s 1y

3.10 — fin de la démonstration.

Le lemme 3.0 est bien connu. C’est pourquoi, nous en omettons la démons-

tration.

LeMME 3.0. Soient M, une algébre de von Neumann continue et neN. Si
(p)1<i<n €5t une partition de Punité dans M, formée de projecteurs deux a deux équi-
valents, alors le commutant relatif dans M des (p;)1<j<n €5t une algébre continie.

LeMME 3.1. Soient M, un facteur de McDuff, a prédual séparable; o, B des
transpositions de M et w, un ultrafiltre libre sur N. 1l existe alors deux transpositions
&, -I-n_t(M)-équivalente a a et B, Int(M)-équivalente & B, satisfaisant les conditions
suivantes :

(@) pa(@ o ) =0;
(b) Pour tout entier p>2, il existe une partition de unité (P;)ocj<p-1 dans M,

telle que:
Ao(P)=P_iss e P(P)=PFP_.; (0<i<p—1)
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REMARQUE. Les indices sont calculés modulo p.

Démonstration. Remarquons, avant tout, que si (e; )oi,j <~ €5t un s.u.m. d’un
facteur K de type I,, et que ¢ dénote la transposition de K, définie par t(e; ;) = ¢; ;,
pour tout 0 < i,j <n, il existe, alors, un s.u.m. (f; Jo<i,j<n de K (resp. (g; )o<ii<n)
tel que

t(fi.j) =f—j+l,—i+1 (resp. (g = g—j.-i)'
Posons, en effet,

n n ’
c=Ye ;1 et d=Y e ;.
i=0

i=0
Comme ce sont des unitaires de K, satisfaisant ct(c*) = dt(d*) = 1, il existe, par
le lemme 1.1, deux unitaires x et y de X tel que

xt(x) =c et yt(y)=4d.
Posons f; ; = x e; ;x* (resp. g; ; = ye; ;¥*), pour tout 0 < i, j < n. Par construc-
tion, nous avons: '

t(f.5) = t(x®)te; t(x) = x*ce; i €*x = X*€_j11,— 101X =f-je1, —in1

(resp. 2(g;,;) = g- ;,—i) - Soit (¥;)j>1, une suite dense dans M, et démontrons I’as-
sertion suivante:

ASSERTION. Pour toute suite (n),»1 d’entiers > 1, il existe une suite
{(el.Nostien, }v>1 de sum. de M, commutant deux @ deux et deux transpositions

X, Ef(.M)-équivalente ao et ﬁ, Int(M)-équivalente & B, telles que, pour tout v 1,

-V

pour r <v, 0 i,j<n,;

v

M [[UZPRRI IS

n, 1
2 del)) = €ljsr,—is1 et Ple;) =¢elj; pour 0 < i,j<n,.
Démonstration de I’assertion. Soit (my)rs1, la suite d’entiers dont les premiers
termes sont donnés par:

Ny, Ny Boy Ny Ny Hyy Ny Ny N3, Mgy By, Ny A3, Ny, g, Bys oee

Par la remarque ci-dessus, la proposition 2.3 et sa démonstration, appliquée a
a (resp. B) et a la suite (m,)k>1, il existe un unitaire a (resp. b) et une suite de s.u.m.
(ft)o<ijem, (resp. (8k)o<ii <m, ), commutant deux a deux et tels que, pour tout k>1,

(2) Adaca(fl) = f¥1,-i41 (resp. Adb o B(gf;) = gkj—;) pour 0 < i,
J < m;
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(b) a(a) == a (resp. B(b) == b);

(© Yy, fEN < 27%](my + 1) (resp. 1Y, g1l < 27%/(my, + 1)) pour 0 < i
J<metr<k

Par un argument tout a fait semblable & celui de la preuve de la proposition
2.2.3 de [6], nous construisons, par induction, une sous-suite (m,\ Jp>1 de (s

et un automorphisme o € Int(M) avec pour p > 1, m o, et

o(f; ) "g,,‘} O<ij<m)

Pour terminer la démonstration de I’assertion, posons, d’une part, e}’,j.: gﬁ;, pour
tout v>1et 0< < n, et d’autre part, o=:¢ c Adaoaocg tetf:~ Adb- f.
Par (b) et la proposmon 1.2,i& (resp. B) est Int(M)-équivalente 3 a (resp. f)
et par (a) et la définition de o, & et § satisfont le point (2) de 'assertion.

Fin de la démonstration. Soit (n.),»1, la suite d’entiers dont les premiers termes
sont donnés par:

1, 1?2’ 1’2, 3, 1, 2’ 3’4’ 1’2, 3’ 4! 5’ l’

Soient {(e,y‘j)()gi,jg"v }v>1, une suite de s.u.m. de M et &, § satisfaisant les conclu-
sions de I’assertion relativement a la suite (n,),»1 ci-dessus.
Vérifions que p,(& o 5) = (. Comme, pour tout v = 1,

oo B(ely) = el L+l

et que, par définition de lasuite (7 ),>1, tous les entiers y apparaissent une infinité

de fois, & o ﬂ est extérieurement conjugué i & o [I ® sp, pour tout p > 2, par défi-
nition des s} ([7], proposition 1.6). Par le théoréme 1 de [6], cela démontre que
Pa(d o B) =

Prouvons 3.1 (b). Soit p, un entier > 2 et posons Z = {ve N n ::p — 1}.
Par définition de la suite (1,),>1, 2 est un ensemble infini. Pour v e J, soit pj =e€j ;.
Les (P))o«<j<p-1 forment une partition de 'unité dans M avec

&(P; =pliy; et ﬁ(P;) ==

{(PDo<j<p-1}ve» st clairement une suite w-centralisante et donc représente une
partition (P;)osj<p-1 de I'unité dans M,. Comme &,(P;) = P_ je1 €t /?O,(Pj)
== P_;, le lemme est bien démontré. QED
LEMME 3.2. Soient M, un facteur de McDuff, a prédual séparable et a.f
deux transpositions de M, avec a o B € Int(M Yet p(ooB) =0.
Alors, il existe une suite (z,),en d’unitaires de M telle que, quand p — oo,



ANTIAUTOMORPHISMES INVOLUTIFS 265

(a) Adz, > a o B dans Aut(M).
(b) (u(z}) — z) = 0, *-fortement et (B(zk) — z%) > 0, *-fortement, pour tout
keZ.

Démonstration. Par le lemme 3.1.1 de [6], il existe une suite (y,),en d’unitaires
de M telle que, quand p — oo,

() Ady,—>aof dans Aut(M);

(i) (xo B(yE) — y) - 0 *fortement, ¥k e Z.
Pour tout p e N, posons w, = y,a(y;). Cest un unitaire de M. Comme par (i),
Ady, o0 = aofoa dans A(M), nous avons

Ad(y,o(y;)) = Adw, P (o Boa)2=1 dans Aut(M).

Par conséquent, (w,),en est une suite centralisante. Soient w, un ultrafiltre libre sur N
et W, l'unitaire de M,,, représenté par (w,),en. Il appartient a (Ma,)“w°”m la sous-al-

geébre des points fixes de M, sous a, o 8,. En effet, la suite (o o f(w,)),en est équi-
valente a la suite (w,),en, car, comme, par (ii),

(@) =) =20 et (aoBoa(y;) —a(y;)) ——> 0, *fortement

et que, par (i), Ada(y;) —> B o« dans Aut(M), nous obtenons, par le lemme
p—0
B.4.2), que:

(@ 2 BUpx o B o a(yp) — 7,2(3p)) = (a o B(w,) — w,) —>0  *-fortement.

Si(x,),en est une suite o-centralisante, il en est de méme de la suite (Ad y, o a(x,)),eN,
par (i) et le lemme B.4.1). Ceci nous permet d’énoncer I’assertion suivante.

ASSERTION. L’application, qui, @ toute suite représentative (x,),en de X € M,
associe I’élément de M, , représenté par la suite (Ady,oa(x,)),en, induit un
antiautomorphisme y de M, ayant les propriétés suivantes:

(1) v laisse (M,)%° Pe globalement invariant et donc définit, par restriction, un
élément 5 € Ant((M )% ° Pa) ;

(2) 2 =AdW et donc, 2= AdWeInt((M,)%° s);

(3) ¥(W)=w~

Démonstration de I’assertion. 7 est bien défini, car, si (x,),en est une suite w-cen-
tralisante de M, qui tend vers 0, *-fortement, il en est de méme, par le lemme B.4.2)
de la suite (Ady, o a(x,)),eN-

Il est clair que y est un antiautomorphisme de M, car, pour tout p€ N,
Ady, o« € Ant(M).



266 T. GIORDANO

Soit (x,),en, une suite représentative de X e (M,)%° %o . Pour démontrer (1),
il suffit de vérifier que les deux suites w-centralisantes

(Ad(@ © B(y,)) (x,)))pen et (Adyy(a(x,)))pen
sont équivalentes, car par le lemme B.4.2),
(2o f(Ady, o a(x,)) — Ad(x o B(3,)) o a(x,)) p—_:z 0, “-fortement.

Comme «,(X) € M, et que, par (i), (¢ o B(¥,) — ¥,)pen est une suite w-centralisante,
qui tend vers 0, *fortement, ((a o f(y,) — y,)x(x,)) —> 0, *-fortement. Par le lemme
poo

B.4.2), nous obtenons:

(a0 B(y,) — ypya(x,) a0 B(¥y) —>0, *fortement.

On montre de la méme maniére, que:

Yo2(x )@ e B(¥;) — ¥p) 2 0, *-fortement

ce qui termine la démonstration de (1).
Comme (w,),en —= (¥,2(¥,))pen €st une suite représentative de W, (2) est clair.

)7( W) est représenté par
(Ady, e a(w,))pen == ((¥,)y)ren == (W;)pen

ce qui prouve (3) et termine la démonstration de ’assertion.

Fin de la démonstration du lemme. Comme, par hypothése, p,(oc ff) =: 0,
le théoréme 2.1.3 de [6] implique que o, o f,, est stable et donc, par le lemme 2.3.3 de
[6] etle lemme 2.0, (M )% ° "o est une algébre de type I1,. Par le lemme 1.6, il existe un
unitaire ¥ de (M) %° %o avec W* = V§(V*). Soit (v,)peN, une suite d’unitaires
de M, représentant V (existence par la proposition 1.1.3 de [6]) et posons z, ==
=z v,Y,, pour tout p e N.

Comme Adwv, - 1dans Aut(M), Adz, = 2o f dans Aut(M), quand p — o.
Vérifions que les suites

((X(Zp) - zp)IJEN et (ﬂ(zp - Zp)PGN

tendent vers 0, “-fortement, lorsque p — . Par construction de la suite (v,),enN,
nous avons:

0,y 2oy — wy) = [(v,y,2(05) — (¥, ))yi] - 0, “-fortement,
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et donc, par (i) et le lemme B.4.2),

(0pyp — 2(V,,)) = (2, — a(z,)) ,,»7 0, *-fortement

car
Ada(vi) » 1 dans Aut(M).

Comme (v,),enN est une suite représentative de Ve (M) "° Po les deux suites
w-centralisantes (v,),en €t (x o B (v,)),en sont équivalentes. Donc,

(@ o B(v,) — v,) =0, *-fortement, quand p » @

et par conséquent, (x o B(z,) — z,) = (& ° B(v,y,) — v,y,) aussi, car, par (i) et le
lemme B.4.2), tant (o B(s,) (x © B(¥,) — YpDpen que (@ o B(B,) — v )¥,)ren
convergent *-fortement vers 0. Comme « est involutif, (x(z,) — f(z,)),en et donc
(B(z,) — z,)pen tendent vers 0 *-fortement.

Nous avons ainsi montré comment construire une suite d’unitaires (z,),en,
vérifiant 3.2(a) et (a(z,) — z,) = 0, *-fortement, (f(z,) — z,) — 0, *-fortement,
quand p — oo.

Soit r € N et supposons que (a(z},) — zjp) p—_:g 0, *-fortement. Comme ((«(z}) —

— zp)a(z,)pen et (Z,(x(z,) — 2z,))pen convergent vers 0 *-fortement et que

a(z;™) — gt = (alz;) — 25)alz,) + z((z,) — 2,),

(a(zp*Y) — 25t —> 0, *-fortement.
p—co
La condition 3.2(b) se démontre alors par induction. QED

LeEMME 3.3. Soient M, comme ci-dessus et o, B deux transpositions de M,
satisfaisant les conclusions de 3.1. Alors, pour tout n > 2, il existe une suite de par-
titions de I'unité {(pX)o<j<n—1}xen et deux suites d’unitaires de M, (c)ren et (d)ren
telles que:

() Iy, A1l k-_:Z O pour 0<j<n—1 et tout yeM,;

(ii) Pour tout ke N, Adc,oa et Add,ofB sont des transpositions de M,
satisfaisant :

a) Adceo a(ph) = phy et Addyo (o) = pb; (0<j<n—1);

b) aler) = ¢ et fd) = dy»

(i) (cx— 1) k—_;ZO, *-fortement,

d.—1 e 0, *-fortement.
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Démonstration. Par 3.1 et la proposition 1.1.3 (c) de [6], il existe une suite
de partitions de I'unité dans M,{(p5)o<;<n 1}ren telle que, quand k — 00,

(a) (2(pf) — p*j11) = 0, *-fortement;
(b) (B(P5) — p*;) » 0, =-fortement;
(© iy, pfli; = 0, pour tout ¥ € M, .

Par (c), la vérification de (i) est triviale.

Pour tout 0 < j < n— 1 et tout k e N, a(p}) et p*;,, sont des projecteurs
€quivalents. Par (a) et le lemme 1.1.4 de [6], il existe, alors, » suites d’opéra-
teurs partiellement isométriques {(z\)ren}ocjcn-1 de M avec zF(zf)® - a(pf),
(ZH)*zf =pry et (28— a(ph) —20, “-fortement.

n—1
Pour tout k € N, posons ¢§ = Y (z§)®. C’est un unitaire de M tel que, pour
j<0

O0<sjgsn—1, :
Adcf o a(pj) = pLju.

De plus, la suite d'unitaires (cf)ren tend vers 1, *-fortement, quand k — ©0.

Pour tout k e N, l'antiautomorphisme Adcteca laisse globalement fixe le
commutant relatif dans M des pf, 0 < j < n — 1, et définit donc, par restriction,
un antiautomorphisme de {p%, 0 < j < n — 1}’ n M, qui est une algébre continue,
par le lemme 3.0. De plus, (Ad c¥o «)? = Ad(cta(c%)¥) est un automorphisme inté-
rieur de {p},0 < j < n— 1} N M, car, comme

el p(e)(eD)” = cha(Cla(PAN ) ® =
— cla(p ) )* = p§ pour 0<j<n—1,
cha(ch)* e {ph, 0 <j<n— 1} NM.
Pour toutk e N, Ad ¢ » a(cfa(ck)®) == (cfa(c5)*)* et (F)ren tend vers 1, *-fortement,

quand k — 00, Il existe, donc, par le lemme 1.6, une suite d’unitaires (ci)ren de
M telle que:

©0) (cE—1 mo, *.fortement;

(1) Pour tout k€N, cke{pf, 0<j<n—1}NMet

(ha(cky*)* = c5Ad ¢k o a((ch)®).
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Posons, pour tout k e N, ¢, = cck. Par construction, la suite (¢, )xen d’unitaires de
M satisfait la premiére partie de (i) et (iii). La démonstration de la deuxiéme partie
se fait de la méme maniére. QED

LEMME 3.4, Soient M comme ci-dessus et o, deux transpositions de M
satisfaisant les conditions de 3.2. Soient de plus, n un entier > 2 et (Pj)o<jsn- 1, Une
partition de I'unité dans M telle que :

w(p) =p-j+1 et Pp)=pr_;, YO0<j<n—1

Alors, il existe une suite (u)xen d’unitaires de M telle que, quand k — oo,

(a) Aduy, — o o § dans Aut (M),

(b) (a(up) —up) > 0 *-fortement et (B(uy) — up) - 0 *-fortement, pour
tout rel;

(¢) Pour tout k e N, uypju;f = p;y1, pour 0 < j < n— 1.

Démonstration. Soit (z,)ren, une suite d’unitaires de M, satisfaisant les conclu-
sions du lemme 3.2. Comme, pour tout ke N,p;,, = a(p;) et zkpjz}f sont des
projecteurs de M, équivalents et que, par 3.2 (a),

(Adz(pj) — Pj+v) 2 0, *-fortement,

il existe, par le lemme 1.1.4 (b) de [6], une suite d’opérateurs partiellement isomé-
triques (xf)ren telle que

()*xf = Zkszﬂ;n xX5(xf)* =pjsa et (xf—pjs) = 0, *fortement.

n-1
Pour tout k€ N, x, = }; xj est un unitaire de M, tel que:
<o
(1) XiZkPiZk X = Pjs+1 PoUur 0 <j<n—1;
(2) (x,— 1 =z 0, *-fortement.
K~ OO

Posons, pour tout k € N, u, = x,z, . Par(2), la suite (¥, )xen d’unitaires de M
satisfait (a) et par (1), I’affirmation (c) est vérifiée, pour tout k € N. Pour vérifier
(b), remarquons, tout d’abord, que, pour reZ
3) ((xez)" — z) 2 0, *fortement.

Soit r € N et supposons que

((xxz0)" — z1) P 0, *-fortement.
- 0
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Comme, pour tout k£ € N, nous avons
(xxze)"+t — M= (x5, — Dzt + xz((z)" — 20),
nous obtenons, par le lemme B.4.2), que

((xyz )+t — 2™ = 0, *-fortement.
-0

L’assertion (3) se démontre alors par induction.
Comme, pour tout k ¢ N et tout y ¢ A(M),

P(xezi)) — (az)” = p((k2)"— 28) + (zR) — 2z + zi — (52

nous obtenons (b), par 3.2 (b) et (3). QED

Rappelons 1’énoncé du lemme 3.1.3 de [6], que nous utiliserons dans la démons-
tration du lemme 3.6.

LeMME 3.5. Soient M, une algébre de von Neumann; @, un état sur M et
u € M, un unitaire, dont la mesure spectrale a valeur projecteur est dénotée par J —» e(J)
(J sous-ensemble borélien de T).

Alors, A(p,u) ={AeT | o(e(J,,) <27% V geN,q > 2} est non vide,
ot J, , est Uintervalle de T, de centre A et de mesure de Haar 2~

Comme dans [6], nous dénoterons par f,, pour chaque n <N, la fonction
borélienne de T dans T, définie par:

f(e®) =¢ef", ¥ 0, —n <0<

Le lemme suivant est I’aboutissement de la deuxiéme partie de la preuve du théo-
réme 1.

LemME 3.6. Soient M, un facteur de McDuff, a prédual séparable et «, i
deux transpositions de M, satisfaisant les conclusions de 3.1. Soient ¢, un état normal,
fidéle sur M et ), ..., \,, q éléments de M .

Alors, pour tout n > 2, 0 < & < 1, il existe une partition (p;Yo<j<n..1+ de U'unité
dans M et trois unitaires a, b et u de M tels que:

(0) —1 e A(p, u");

W) We,plll<e pours=1,...,9 et 0<j<n—1;

(2) Wse(@eof) "t —yYsoAduti<e pours=1,...,q;

() x2(a) =a et B(b) =b;

@ he-1llp<e et fb—1f, <.

Posons P == f (u")* et u = uP.
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(5) {e;j= WIp;| 0< i,j < n— 1} est un s.u.m. du sous-facteur K, engendré
par les p; et , tel que, pour 0 <ihjgn—1,

(@) Adacale ;) =e€_j41,-i+1

(b) Adbofle; ) =e—j i/

(6) IP Ada o a(P*) — 1]lpord p*< &.

Démonstration. Soient 0 < e < 1 et n > 2 fixés. Choisissons & > 0 avec
16 e}*<e. Comme ¢ est fidele, il existe 0 < &; < &, < & tels que si xe M; =
= {xe M | |x|| < 3} nous ayons d’une part,

&3 &2 &2
xllo< —= = [Ix]lpox € —= €t ||Ix{lpop< ==
“ [ 4n Poe an o 4n
et d’autre part,

”x”qr:< 582 =>”x”lpouof3 <&

Choisissons m e N tel que 3(2-")¥2 ¢ —= 8 . Alors, pour p =1, ..., n, choisissons
n

des polyndmes (en z et z7%) R,(z) = Y, a, z* tels que:
lf<e "

IRy = (@)1 < 2y V2T, 28Ty
n

)]
IR(2) <2 VzeT.

Soient 4 = Y, la, | et prenons § > 0, tel que:
Dt

2o 4 4o+ 2 < B2
2n n

Par 3.3, il existe une partition (p;)ocj<n—1 de 'unité dans M et deux unitaires ¢ et
d de M tels que, si nous posonso; == Adceaet f; = Add B,

(a) ”[‘l/s’p_]]” ¢ pour s ‘“l g et 0<j<n _1

(b) 0(p)) = P—j+1 €t Bu(p)) —p—,, pour 0 < j < n—1;

©) fle — 1ll,< 0 et ||d—1{l,< 6;

dac)=cet fldy=d

(© Wse(@of)™ —yYs0(@of) | <— pour 1 <5<g;

<2
2
«mmmwquwm<%.
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Comme £y(% o fy) = ey(a o f), nous avons a, o B, e E—t_(M) et Po(oy o fu) = pu(a o B)
et donc «, et B,, ainsi que la partition de I'unit€ (p;)o<;<,-1, satisfont les hypothéses
du lemme 3.4. Par conséquent, il existe un unitaire ¥ € M, avec

(1) upju® =:pjy pour 0 < j<n—1;

(2) flo(u’) — u'li,< 6 et {iBi(u) —u"y, < 6 (ir < k);

3) Wse(uep)™ — o Adut <

pour 1 € 5 < g;

Nlo-

@) j[Qoxyof, — o Aduj| < -z -et donc, par (f), |[ip e o f— @ o« Adu'i< 0.
Par 3.5, nous pouvons supposer que —1 e A(¢p, ©”) et donc, comme
Wseo(aef)=t — o Adutll < s = (2= B)~1— Yso (22 B) Ml 4
+ W0 (0 Br) ™t — Y0 Adu~1f

les points (0), (1) et (2) de 3.6 sont vérifiés.
Soit e, le projecteur spectral de " pour J_, ,. Comme ¢(e) < 2~", nous

avons, par (i), en posant & = uf,(4")*

(ii) IR, (w) — &2 |, < - pour p==1,..,n.
F " 4n

Comme R,(1) — u” est un opérateur normal, nous avons aussi

(iii) IR, (1) — 7)), < ;‘:i pour p=1,...,n
/7

Evaluons {,(#?) — 47 ||, Par (iii) et comme {[R,(#) — #” || < 3, nous avons:

floy (#7) — oy (R, ()L, <
<3P oay — @ o )2 + [[(Ry(1) — 77| gou<
(iv) B
< 32 fle — 1Y + I(R,(#) — #2)*||gou <

< 31/'2—51/2_}__8_2.

4n

De plus, par (2), llon(u”) — #"||,< 6, | 7| < k et donc, par le choix de 4,

) IR @) — R (w)ll< 4.
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Par (ii), (iv) et (v), nous obtenons, pourp =1, ..., n,
“011(1; p) - ap“(ps HOC,_(&”) - al(Rp(u))”(p+

(vi) + [Rp(oa()) — R()llp+ (R, () — u?|,

N

<3Tovr 4 2 4o g5 4 B B
4n 4n n

On montre de méme, que:
. N . e
(vii) IBu(a?) — #), < -2
n

Démontrons, maintenant, (3), (4) et (5). Par construction, #"= 1 et comme u"
commute aux p;, 0 < j < n— 1, il en est de méme de P = f,(«")*, d’olt dpu* =
= pis1, 0 <j<n—1. On vérific immédiatement que {e; ; = #'~/p; |0 < 4,j <
< n — 1} est un s.u.m. de K, le sous-facteur de type /,, engendré par u et les p;.

n--1
Posons a, = ¥ e_;.q10u(€; ). Cest un unitaire de M qui, par construction,
=0
satisfait:
Ada,ooyles ) =€ 141 —541, YV SLO0Ks,0<n—1.

De plus, nous avons:

(vili) oy~ 1, <& pour x=¢ et y=¢o0.
En effet, par (vi), comme

n-1

llay — 1“1 < Z “e—j+1,1“1(ej,0) - e-—j+1.-j+1“x <
j=o

n--1
< Y lle—j+1 (e o) — e — ;e <
j=0

n-1

< E lpy(on(’) — u )”7 <
j=0

J=

n-1 X
<Y Moty — @,
j=0
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Nous obtenons (viii), car, pour 0 < j < n— 1,
loa(#7) — [l oa, = ea(@=7) — 57 f, = flas(@™~%) — @~71,.

L’antiautomorphisme Ada, - 2, laisse globalement fixe le commutant relatif de K
dans M et définit donc, par restriction, un antiautomorphisme de K’ M, qui
est un facteur continu. De plus, (Ad a; o a,)* = Ad(a,0,(a})) est un automorphisme
intérieur de K’ n M, car, comme

Ad(ayuy(a)))(es ) = (Aday c0)(e; ) = e5,, YOS5, t<n—1,
@y (af) € K’ n M. Comme, de plus,
Ada, o x,(a;04(a7)) = (ay,(a)))®
et que, par (viii),
lase(a) — U< llay — Ulgo o, + ay — i, < 263,
il existe, par le lemame 1.6, un unitaire a, € K' n M tel que
o (a.a)) = aya, et [lay — 1], < 4e,.

Posons a = a,a,c. C’est un unitaire de M et, par construction, comme a(c) = c,
les premigres parties de (3) et (5) sont vérifiées. Par le choix de ¢, et comme

lla — 1ll, < lle — i, + llag — 10, + flaz — 1}, <
< 0 + & + d&y < 65y,
la premiére partie de (4) est prouvée.

n—1
Posons b, = Y} e_; oPi(€j0)- Cest un unitaire de M, qui par définition,
j=0

satisfait:
Adb, °ﬁ1(es,x) =€_y -s> VOSs,t<n—1.

Comme ci-dessus pour (viii), nous avons:
(ix) by — 1[I, < &, pour y=9pet y=90op
et par le lemme 1.6, il existe un unitaire b, € K’ N M tel que

Bi(b:by) = bb, et |lbyb, — 1“4,: < de,.
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Posons b = b,b,d. Les points (3), (4) et (5) de 3.6 sont alors totalement démontrés.
Pour vérifier (6), montrons, tout d’abord, que:

(x) |Ada o a(u®) — u*|j, < e.
En effet, nous avons, en posant a = a.a,,
lAd@(u*) — u*||, < lau*(@* — D, + @ — Du*ll, <
< la =y + 1@ — llpoadu<
< lla —1ll, + 2@ o Adu — @ oao |2+ [|@ — 1lpoaos<
< 5ey + 20Y2 + & < 8¢
car |la — 1|, = llaxay — 1|l, < Se; et donc ||@ — 1llgoaes < &, Parle choix de e,.
D’ou
llAda o a(u*) — u*|l,< |Ada (a(u®) — u*)ll, + | Ada@*) — v*|l,<
< 2p o Ada— |2 + lloy(@®) — u*|l, + |Ada@*) — w*[l,<
< 2V2 @ — 1P+ Jlea(®) — u*lly + AdG@?) ~ u* o<

< 21/:—2— V56, + 6 + 86, < (210 + 1 + 8)el/2 < 16612 < ¢

et ainsi (x) est vérifié. Comme ||[PAdaca(P*) —1|lyoaap* = |[(Ada o a(P*)—P*)P||,
et que Ada o o(u) = #, nous avons:

0= ||Adaca(@®) — a*|l,,adpr = ||Ada o a(P*u*) — u*P*||, o aaps =
> | |Ada o a(u*) (Ad @ o a(P*) — P¥)|ly o aa p+ —

— l(Ada o a(u*)—u¥)P*|lp o aap+ |

et donc ||PAda o a(P*) — 10 aaps = ||Ada o a(u*) — u*||,. Par (x), le point
(6) est prouvé, ce qui termine la démonstration du lemme 3.6. QED

Troisiéme partie de la démonstration du théoréme 1. Soient M, un facteur de
McDuff, & prédual séparable et (n),»1, une suite d’entiers > 2 telle que

1
- - < C0.
vzl 1,
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Comme dans [6], déterminons deux suites (0,)y>1 €t (€)1 de nombres réels positifs,
a l'aide des lemmes 3.2.2 et 3.2.3 de [6]. Rappelons I'énoncé de ces deux lemmes,
ainsi que la notation suivante: Si N est une algébre de von Neumann, K un sous-
facteur de type I, de NV, alors, pour chaque ¥ & N, nous noterons ¥ o n ® Ty,
I'élément de N, qui est égal, lorsque N est identifiée avec (K’ n N) ® K, au produit
tensoriel de ¥ sur K’ n N, par la trace normaiisée 7, de K.

Posons d_ = 2="ny¥n, -+ 1)~1, pour » > !. Nous avons alors:

Lemme 3.7, ([6], 3.2.2). Pour chague v > 1, 0, est tel quesi (Flocjz, 1 €St
.. v
une partition de I'unité dans M et u € M, un unitaire de M avec u 1, uFu® = Fj.q,
pour 0 < j < n, — 1, alors:

Ve My, iy, ull <5, WY, Fli<d, 0<j<n —1

v

impliqgue |\ —- W ' kon @ 14, < 277, oit K est le sous-facteur de M engendré par
u et les F;.

Lemme 3.8, ([6],3.2.3). Pour chaque v 2 1, il existe 0 < e, < ljn, et satis-

Jfaisant la condition suivante: si @ est un éiat normal, fidéle sur M et u, un unitaire

de M tel que — 1 e A(@, u"vY), alors (e M% ., < @, [y, uli < 2¢,) implique
T, 2] < Oppy, oW & = ulf, | (u'vH))*.

Fixons définitivement, une suite (¢),5 1, satisfaisant 3.8 et telle que ¢,,, <&, Vv,
Rappelons encore 'énoncé du lemme 3.2.6 de [6].

LemmE 3.9. Soir P=- Q0 ® N, le produit tensoriel d’un facteur Q, de dimen-
sion finie, par un facteur N. Pour touf \ € P, il existe alors m éléments (m : : dimen-
sion de Q) de N, Y\ W®, ..., ¥™, tels que:

(@ VxeN, [y, 1 ®x]j < sup U2 B

(b) VucUQ), veUN), 0 Aut(N), on a:
) (Adu® 0) — Y o Ad(s @ 1)1 < sup{ ¢/ - 0 — 7 « Ade .
Jj

LemME 3.10. Soient M, comine ci-dessus et a, f§ satisfaisant les conclusions
de 3.1 @, un état normal, fidéle sur M et (Y;)j»1, une suite d’éléments de [0, 0]as,.
Il existe une suite de triples (K, v ,w )os1, o1 K est un sous-facteur de M; v, w,
des unitaires de M, telle que, pour tout v = 1,

(a) K, commute avec les K;,j < v;

(b) K, est engendré par une partition de I'unité ( p}')o<j<nv—1 et un unitaire
u,, w1 upiul = phy, pour 0 j < g~ L

© W, u )i <6, iy, pli < 6, pour r < vet0<j<o,—1;
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(d) v, et w, commutent avec Ky, Ky, ..., K,_y;

. 9
(e) v, — Dov,_y ... l’1|f;f < -
2
lw, — Dw,_y ... wifl# < ‘{1_
Posons a, = Ad(v, ... v) o et B, = Ad(w, ... w)of pour v > | et, par con-

vention, 0y = & et fi, = B.

(f) a, et B, sont des transpositions de M, qui laissent globalement invariant
K., pour r < v. Plus précisément, {e; = ui™'p} \ 0<ij<n,— 1} estunsum.
tel que, pour 0 < i,j < n,— 1,
¢y o, (€)= € ;11 —it1
(2) Blei)=¢e_; i

(8 a-y(v) =v, et B (w)=w,

(h) Pour k < v, |Yyo(@, oB) " — YpoAd(u, ... )" < ¢,.

Démonstration. Supposons (Ky, vy, wy), ..., (K,, v,,w) construits et déter-
minons (K,.1, Uy41> Wyur)-

Soient @, le sous-facteur engendré par les K;,j < v; m, la dimension du sous-
facteur Q; N=Q' NMetU=u, ... u. Pourl<r v+ 1, soient Y;,1 <5<
< m, des éléments de N, qui satisfont les conditions de 3.9, relativement 4 ,.

Choisissons 0 < & < 5, tel que si x € M, = {x e M| ||x|| < 2}

& 2
xll,< 26 = |ixll, < (--“*-1-) pour ye{p, @poa ,@eof,, 0o (B, oa)};

18
(0)

1
lixlly< 28 = sup (llxv, ... villy, llxw, .. wlly) < —- -

By

Soit @, un ultrafiltre libre sur N. Par restriction, o, et §, définissent des trans-
positions de N, qui satisfont les conclusions dulemme 3.1. En effet, si nous identi-
fions M avec @ ® N, nous avons a,o f, = AdU ® «, o f |y, d’olt par le théoréme
1 de [6], o, o B, est extérieurement conjugué a a, o f, | yet donc, a, o B, | y € Int (N)
et

Pa(®, 0 B, | ) = pula, o B,) = ps(ao ) =0.
De plus, comme o, = Ad(v, ...v;) o, B == Ad(w, ... w)) o et que a,et B,
satisfont 3.1 (b), il existe par le lemme B.5, une partition (P)o<; , -1 de P'unité de
N, telle que:

(@)o(P)) = P_j11 et (Blo(P)=P_; (0<j<n,y— 1.

<n
Y

+
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Comme ¢ |y est un état normal, fidéle sur N, il existe par le lemme 3.6, une partition

de I'unité (p;)o< jen -1 dans N et trois unitaires a, b et u de N tels que:

M —1 e A(p Iy, u™);

)] Iy, Pj] I < 6,41

pour 1 <s<gm, 0LKjgny—1 etr=1,...,v+1;

@ 120 @,8) 71— gt o Adumt < =2

pourl < s<m, r=1,...,v+1;
) afa) =a et B (b)=0>;
(5 fa—1],<e et ||b—1l,<e.

Posons P = f,,v+1(u"v<+1)*, u =uP et K, le sous-facteur de type [, , engendré
par u et les p;.
6) {e;j=1u'"7p; | 0<i,j<n,, —1} est un sum. de K tel que pour
0<i3j<’1v+1 - la

(@) Adaoayfe; ) =e_ji1 i1

(b) AdboBe;;)=e_j

) IPAda o a,(P%) — 1|lgoacpr< &

Posons pj*' = p; pour 0 < j < A,413—1, K41 = K, W,4y = b et 4,4; = u. Comme
ap,=AdUQ® ap, |y, nous obtenons par (3) et 3.9:

®) ¥, o (@,8,)" — ¥, o Ad@U)- || < -3_2211_

pour 1 <r < v-+1 et, par hypothése d’induction,
W, o (0,8)7F — ¥, o AdU-}| < &,, pour 1 <7< v,

Comme u et U commutent, nous avons:

&
I, e Adu=t—y,[ < &, + —-”;—1

”[‘)br, u]:l < 28‘; pour 1<rg.
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Comme ¥, < ¢, la condition (1) et 3.8 montrent que:
¥, 4]l < 6,41 pour 1<r< v

Les conditions (a), (b) et (c) du lemme 3.10 sont donc vérifiées. Construisons main-
tenant v,,,. Posons, pour simplifier les notations, & = Ada o a,. L’antiautomor-
phisme AdP o & laisse globalement fixe K),; n N et donc définit par restriction,
un antiautomorphisme de Kj,, NN, qui est un facteur continu. Comme Pe N
et P commute & u,,, et aux pitt, 0 < j < n,4y — 1, PA(P*) e K,4; NN et donc

(Ad P - 2)* = Ad(Pa(P*))

est un automorphisme intérieur de K, ,nN. De plus, par (7), et comme
AdPo a(Pa(P*)) = (Pa(P¥)*, il existe par le lemme 1.6, un unitaire
vekK, .. 0NN tel que

a(vP)=vP et |lv— 1llpoadp < 2¢.

Posons v,,, = vPa. Par construction, v,,, et w,,.; commutent 2 K, ..., K, et
donc (d) est vérifié. Remarquons que, d’une part, comme w,,, = b, nous avons,
par (5), B,(W,41) = W,4, et que, d’autre part, comme « (@) =a et a(vP)=
= Ada oo (vP) = vP, a(v,+1) = v,4;1 €t (g) est prouvé.

Démontrons (¢). Comme [w,,, — 1, = ||b — 1]|,< &, par (o), nous avons
V2
Nwysr — Dw, .owyl¥* <
nv+1
car |[(W,41 — Dw, ... wll,< 1/n,,, et
HWoe1 — Dw, oo wil¥ iy = Iwi* ... wi(w, — DIl,<

< ”wv‘+1 - ]”<p < €< llnv+1'
Posons ¥V = v, ... v;. Nous avons alors:
l(@yr1 — DV, = ll(vPa — DV, <

<lite = DV, + lie = DPV, + I(P — DV,

T
Or, comme P = f, . («"v*1)*¥, nous avons || P — 1}l < —~— et donc
Ayiy

e — DV, < (P — DV < —=

Rys1
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De plus, comme {a — 1j, < ¢ et

;;(U - I)Piiq = [‘b‘ - lz‘jcpcAd m< 2e
nous avons, par (0),

247
f! — \ L .
,.(vv+1 l)lv "'Lll,() <

My

Par ailleurs,

:V(LH»I— l)"o = ‘Iﬁvv+1 - 110 < la - li:gv t Il(v - I)P}\Q + l‘P - Ho <

., om 37
<3e+ - - - -

Ayiy Ay 41

Finalement, nous obtenons: [(r,4; — Do, ... v,

P Comme par cons-
nv+1

teuction, o4y ¢ Ad e,y 02, et By = Adw,yy o B Vérifient (f), il ne reste plus

qu’a prouver (h). Remarquons, auparavant, que si x € M,,

By + & < A PE)y == [Ad0#,11B(a%) < B, o Ad PE)L, <
<20 - A(bB,(a%)) — @It 5 T XP e . <
< 23 BBB@)— 1%+ xPiyay. <
< 22 (b= Li = @ = 1o g )2k [ XP ey a <

Evr1 .y -
< 4. Cr 11 xP oo ".riv .

18
Comme "(¢ — 1)P, < 2¢, nous avons, par (o) et pour r < v + 1,
W (Uar e Bor)TH— Y o (ADP 2o By )Tl
co W, e By e s AAPT c Ad T — o Ly 0 @ e AD P -
®) c i, 0 Ad(Byar » & s AdPEF)) — 4,1 <

< 2iBuy > & 0 Ad PH(0 — 1)1, <

Ev+1 : " €t
<4 =4+l =DPjpey e < 57"
8 ARG 18
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De plus,

Wpo(AdPoa o B, )"t — ¥, o Ad(u, ., U)~ | =
= |y, o (& o Bys1) "t o AdP* — ¥, o Ad(uU)* o Ad P*|| <
S WpoBorrod — g, 0B oall+ W, o(x,0p)t — ¢, o AdWlU)~1 <

< Wy o AdBB (@) — Y. ll -+ W, o (@, 0 B) 7 — ¥, 0 Ad(uU) 71|
Par (8), (9) et comme

4e,41

W, o Ad(BB,(a*)) — ¥.li < 2[ibB(a*) — 11|, < - 18

nous obtenons:
Wro(atyuroBos)™ — ¢, 0 Ad(u, v, .. u)~H <
< Wy o(tyiroByr) ™t — ¥, 0o (AdPoa o f,.,)" Y +

+ W, o (AdPo & o fyy)~t — b, 0 Ad(y, 1, U) 71| <

Pour terminer la démonstration de 3.10, remarquons que pour v = 1, les conditions
(a), (c) et (d) sont vides. La construction de (K, , v, , w;) s’effectue de la méme maniére
que ci-dessus avec v =0 et oy = «, B, = f. QED

Fin de la démonstration du théoréme 1. Par le lemme 3.1, nous pouvons supposer
que o et f satisfont les conditions d’application du lemme 3.10. Choisissons un
état normal, fidéle @ sur M et une suite (¥;);51de [0, @]ar,, qui est totale dans M.
Nous construisons alors, comme dans le lemme 3.10, une suite de triples (K, v,
W, )y>1 et nous obtenons:

(1) Les K, engendrent un sous-facteur K de type II; de M et M est égal au
produit tensoriel de K par K'nM (appliquer 3.10 (a), (c), les lemmes 3.7 et
[6], 2.3.6).

(2) Les unitaires a, = v,v,_; ... vy etb = ww,_; ... w convergent *-forte-

ment vers deux unitaires a et b de M. De plus, a(a) = a et f(b)=1>b (par 3.10 (e),

lla

v

» o 1
—a,4||¥ < 2. et [|b,—b,_|i¥ < V2 et par hypothése, § —- < o )

n, h, vesl 1,
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De plus, pour tout v > 1, a(a,) = a, et donc, a(a) = a. En effet, par 3.10 (g),
nous avons, d’une part,

a(a) = %(v) = v, =aq
et d’autre part, si a(a,_,) = a,_,, alors
a(a) = a(v,a,-,) = (a,-)a(v,) == (av—la(vv)a::‘—l)av—l ==
= 0,_1(0),-1 = 0,8, = 4,

On vérifie de méme, que B(b,) = b ,pour tout v > 1. Posons o = Ada o
et B = Adb o B. Par (2), ce sont des transpositions de M et par la proposition 1.2,
0o (r€SP. Boo) est Int(M) - équivalent a o (resp. f).
Comme aq == lim «, et f,=1lim B, nous avons:
v=rCO =000
3) Ay == Adu, o B, sur K et Bo(u) = u, pour tout v > 1.
En effet, par 3.10(d) et (f), nous avons, pour 0 < 5, t < i, — 1,

Ad U, o Boo(e;,t) = Ad u,o ﬂv(e:‘.t) =: Ad uv(ev-t,—s) ==

—_ v v v - oV —_
== Z €k+1 k€t —5Cr pa1 = € ti1 —s5+1 ™
kor

=« (el,) = %oo(€5,0)
et

n -1 a -1
Bo(u) =B, ( ¥y ei.;vx,k) = 2 €.y —q+1 = ¥,. Par (3) etle lemme 1.1, il existe,
ko0 k=0

pour tout v > 1, un unitaire z, de K tel que u, =z f(z). Si ¥ e M., nous
avons:

o Adz, — ¥l = (Y, 2}l < 1} sup v, e:.,
car z, ¢ U(K,). Par 3.10 (c) et le choix de 6, nous obtenons, alors, pour » < v
@ e Adz, — Yl <277 et [, 0 Adzyt — ¢, < 277
car, pour Yy e M, et 0 < i,j< ny_y,
i, exll = lilw, «,7 Pl < W, P31 -+ Ny, wi ™l <
< |IW, il + niY, u,] ).



ANTIAUTOMORPHISMES INVOLUTIFS 283

Posons 0 = lim Ad(z,2,, ... z). Par (4), 0 cint(M) et Olx om = 1. De

y—00

plus par construction,
Uoplx =00 B o f-Yg.

Comme, par 3.10 (h), dw | x nar = P | k0 1, DOUS Obtenons

aw(x) '::00'30006_1()6), VXGM.

Comme o« (resp. ) est Int(M) - équivalent a o, (resp. fw), le théoréme est ainsi
démontré.

4. CLASSIFICATION, A EQUIVALENCE PRES, DES TRANSPOSITIONS DES FACTEURS
INJECTIFS, AGISSANT DANS UN ESPACE DE HILBERT SEPARABLE, DE TYPE II

Comme R, le facteur hyperfini de type II; est 2 isomo@isme prés, le seul
facteur injectif de type II, ({4], théoréme 7.1) et que Aut(R) = Int(R) ([14], théoréme
4), le résultat suivant est un corollaire direct du théoréme 1.

THEOREME 4.0. Deux transpositions du facteur injectif de type 11, sont équi-
valentes.

Remarquons que si N est unfacteur de type 11, la définition, donnée par A.
Connes dans [5], de ’homomorphisme mod: Aut(N) — R} s’étend de maniére
naturelle en un homomorphisme A(N) — R¥ que nous noterons encore mod et qui
prend évidemment la valeur 1 sur toute transposition de N.

Soient « et # deux transpositions de R, 4, le facteur injectif de type Il,. Par la
remarque ci-dessus, mod (« o f) = mod()mod(B) = 1 et donc, «of e Int(R, 1)
en utilisant [3], 3.11. Par le théoréme 1, nous avons alors:

THEOREME 4.1. Deux transpositions de Ry, sont In_t(Ro,l)-équivalentes.

APPENDICES

A. SUR LES SEMI-NORMES DEFINIES PAR UNE FORME NORMALE. Soient M,

une algébre de von Neumann et M,,son prédual. Rappelons les définitions
suivantes:

DEFINITION A.l. Sixe M et oe M, les formes normales x-¢@, ¢-x et [¢p, x]
sont définies par: (x-9)(¥) = o(yx), (¢ -x)(¥) = @(xy) et [o, xX](y) = (¢-x —
— x29) (¥) = o([x, »]) pour tout ye M.
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DEFINITION A. 2. Pour tout ¢ € M, les semi-normes i-/, ct *- ¥#sont
définies pour tout x € M, par:

Xy = @(xFx)E et X[ o(aty 4 xR

Complétons I'ensemble des inégalités, énoncées dans [2], lemme 2.1, par
celles du lemme ci-dessous:

LemMe A.3. Pour x,ye M, u, un unitaire de M et o€ M * , HOUS Uvons:

1) fyxi, < Ty ixd, et fux j,=1x.,,
2) pxu i, TAAEE(x) T, = X o adue s
3) si x est normal, ©x |, = "x* 1,

4) Ix =y 0l < loi(ix — pip T XF — i),
S) si & Aut(M), la(x)y = "xloc. ef i B eARt(M), (B(X), = iX®ign i
6) si x € A(M), [p,2(x))y = [poa, xlis
7 lip-Adu— @, = ilocAdu® — @i = [, u]! <lo-(u—1) =
Al -1l <2700 — 1,
Nous laissons la vérification de ce lemme au lecteur. Rappelons le lemme
suivant, qui est un cas particulier de la proposition 1.4.5 de {19].

LEMME A.4. Soient M, une algébre de von Neumann et @, deux formes posi-
tives, normales, fidéles sur M. Alors, sur la boule unitée M, de M, la topologic

définie par la semi-norme i- i, est équivalente @ celle, définie par .-}, .

B. CENTRALISATEUR ASYMPTOTIQUE D’UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN. Soient
M, und algébre de von Neumann de genre dénombrable et w, un ultrafiltre
libre sur N. Rappelons la définition et le résultat suivants de [2].

DEFINITION B.1. Une suite centralisante (x,),en d’éléments de M (resp. une
suite w-centralisante) est un élément de la C#-algébre Lo(N, M) tel que:

Ty, x,]i > 0 quand # — co (resp. ) VyeM,.

PROPOSITION B.2. Soient M et o comme ci-dessus.

1) Les suites w-centralisantes forment une sous-C*-algébre M® de L*®(N, M).

2) Le quotient de M® par I’idéal bilatére des suites (x,),en w-centralisantes
convergeant “-fortement vers 0, lorsque n — w, est une algébre de von Neumann finie
M,, appelée le centralisateur asymptotique de M.

REMARQUE B.3. Pour tout automorphisme {resp. anti-) § de M, l'application
de M® sur elle-méme, (x,)ren > {0(x,))ren, définit un automerphisme (resp. tn
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anti-) 0, de M, et 0, ne dépend que de g,(0) ol ¢, est 'application canonique
de A(M) sur A(M)/Int(M).

LeEMME B.4. Soient M, w comme ci-dessus et (u,),en, une suite d’unitaires
de M telle que Adu, — 0 dans Aut(M), quand p — oo.

1) Si (x,)pen est une suite w-centralisante, il en est de méme de la suite
(Adu,(x,))pen:

2) Si (x,)pen € L®(N, M), les assertions suivantes sont équivalentes, quand
po:

a) x, - 0, *-fortement;
b) u,x, = 0, *-fortement;
¢) xpu, = 0, *-fortement.

Démonstration Soit ¢ e M,,. Nous avons, pour toutpe N linégalité
suivante:

“[Ad up(xp) ) (P]” = “[xp, @ o Ad up]“ <
< ixp, @ o Adu, — @ o8]l + [[x,, @ < 6]l <

< 2ixpll f@oAdu, — @ o8 + ll[x,, @ 0]ll
ce qui démontre (1).
Vérification de (2). Soit ¢ € M%.
(a) = (b). Comme |, x5, = IIx;ll,, il reste & voir que |lx,u, |, — 0. Or,
pour tout pe N,

eptpllo = I5pll 4o < Il 1@ 0 Ad U — 90022 + lix,lo g
p

A
et donc (b) est prouvé.
(b) = (2). Comme ci-dessus, il suffit de montrer que: {lx,ll, —> 0. Pour tout
=
p €N, nous avons Pinégalité:

Ixplly = lepu,,llq,oAd,,p < %Ml llp o Adu, — @ 00112 + lxu,llp o6

et donc (a) este vérifié.
La preuve de (a) => (¢) este analogue. QED

LeMME B.5. Soient M = Q ® N, le produit tensoriel d’un facteur de dimen-
sion finite Q, par une algébre de von Neumann N, d prédual séparable et w, un
ultrafiltre libre sur N.

(a) L’homomorphisme canonique II,,, correspondant @ n: xe N> 1o, @ xe M
est un isomorphisme de N, sur M,.
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(b) Pour tout couple d’automorphismes « € Aut(Q)et B € Aut(N) (resp. d’anti-
automorphismes « € Ant(Q) et e Ant(N)), on a:

I,(B(X)) = (¢ ® B)o(II,(X), VXEN,.

Démonstration. (a) Soient (f; ;)1<ij<m, un s.u.m. de Q (m* = dimension de Q)

m 1 n
et 1, la trace canonique associée, (1.e. T ( Y }.,.J.f,.’j) =—Y A,.,,-) . Pourtoute>0
ihj=1 m =y

et tout x € Q tels que [i[x, f; ;]l'. < ¢, pour 1 < i, j < m, nous avons:

lx — t(x)-1ll, < me.

En effet,
" v 1 =
WX —1(X) e =|x —— ):, f,-'jxj},,.” =
m jj=1 2
1 m 1 =
= Z [xaﬂ‘j]ﬁ.j S - Z H[x’fi,j]"-
m || ij=1 2 m jj=1

Donc, (a) est un cas particulier du lemme 2.11 de [2). Par définition de II,,
(b) est immédiat. QED

Cet article a pu étre réalisé gréce a I'aide du Fonds national suisse de la recherche scientifique
(requétes no. 2237—079 et 2643—080).
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