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SYSTEMES DYNAMIQUES GENERALISES
ET CORRESPONDANCES

MICHEL ENOCK et JEAN-MARIE SCHWARTZ

INTRODUCTION

Le développement de la théorie des syst¢émes dynamiques et des produits
croisés est un des moteurs principaux de I’étude des algébres d’opérateurs. Soit G
un groupe localement compact agissant sur une algébre de von Neumann /. Dans
le cas ol G est abélien, un résultat essentiel, dd & M. Takesaki ([20}), énonce que
le groupe dual G agit canoniquement sur le produit croisé de o7 par G.

Des que le groupe n’est plus abélien, il faut donc trouver un remplagant & son
groupe dual. Plusieurs voies ont été explorées en ce sens; la plus usuelle en analyse
harmonique (ainsi les théorémes de dualité de T. Tannaka et de N. Tatsuuma ([21]))
considére comme dual de G une classe ad hoc de ses représentations. Dans cet esprit,
J. E. Roberts ([i14]) introduisit une notion d’action d’un dual de groupe sur une
algébre de von Neumann. Grossiérement, celle-ci consiste (dans le cas ou l'algébre
est proprement infinie) A associer de mani¢re fonctorielle 4 toute représentation de G
un endomorphisme de .&7; au produit tensoriel des représentations correspond alors
la composition des endomorphismes.

Une autre voie (empruntée par M. B. Landstad ([11]), Y. Nakagami ([12}),
et les auteurs) consiste & considérer comme dual de G l'algébre #(G) (resp. £(G)) de la
représentation réguliére gauche A, (resp. droite p;;), munie de sa structure d’algébre
de Hopf-von Neumann. Dans ce cadre, une action du dual du groupe est un
morphisme de & dans of ® #(G) (resp. & ® #Z(G)) qui fait de & un .#(G)-como-
dule (resp. Z(G)-comodule).

Les deux points de vue sont moins éloignés I’un de I'autre qu’il n’y parait.
Ainsi, le second consiste en fait & considérer I'ensemble {1, ¢ ® A¢}. Récipro-
quement, par exemple, J. Ernest ([8]) a pu déduire aisément le théoréme de
Tatsuuma d’un résultat important de P. Eymard ([9]) selon lequel G est le spectre
de 'algébre de Fourier A(G), prédual de 4(G).

Le but de ce papier consiste a relier ces deux conceptions, en utilisant la théorie
des correspondances due a A. Connes ([2]): & toute représentation de G on associe
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de maniére fonctorielle une correspondance de &7 dans elle-méme, et au produit ten-
soriel de représentations correspond la composition des correspondances. On obtient
1a une définition alternative et équivalente de I’action d’un dual de groupe; I'équi-
valence (a cocycle prés) entre deux actions, s’exprimant elle aussi de fagon agréable.

Tous les résultats de ce papier sont, en fait, obtenus directement dans le cadre
des algeébres de Kac. La encore, sans efforts techniques supplémentaires, celui-ci
s’avére donc parfaitement naturel. Cela indique de nouveau que les algébres de Kac
sont des outils bien adaptés a rendre compte de la dualité des groupes, quel que
soit le point de vue adopté.

Les préliminaires sont regroupés dans le chapitre 1. Les chapitres 2 et 3 contien-
nent les principaux résultats. Enfin, dans le chapitre 4 on associe a toute fonction
continue de type positif sur G une application complétement positive de &/ dans
elle-méme. Cette méthode s’est déja révélée utile dans le cas des actions du dual
d’un groupe discret considérées par J.-L. Sauvageot ([16]). 11y a 12 'ébauche d'une
troisiéme conception des actions d’un dual de groupe.

L’essentiel de ces résultats a été annoncé dans [7] et exposé & diverses occasions,
notamment lors du séminaire d’Oberwolfach sur les C*-algébres en octobre 1981.

Nous remercions A. Connes qui nous a communiqué en avant-premiére son
papier sur les correspondances et nous a suggéré la possibilité de leur utilisation
pour traiter des actions de duaux de groupes.

NotaTIoNS. Dans tout cet article G désignera un groupe localement compact
et &7 une algébre de von Neumann; on notera L#(&7) Pespace hilbertien canonique
et J,, lisométrie antilinéaire associés. Dans certains cas, on munira & d’un poids
normal semi-fini fidéle y; on utilisera alors les constructions usuvelles de la théorie
des poids et algébres hilbertiennes: espace hilbertien H,, isométrie antilinéaire Jy,
idéal Iy, etc....

On désignera par K = (M, I', %, ¢) une algébre de Kac 2 laguelle on asso-
ciera 1'algébre de Kac commutante de la duale notée K"’ = (ﬁ’, f’, ®, QY.
On vérifie aisément que les représentations du prédual de M forment une catégorie
Rep M, dont les fléches sont les opérateurs d’entrelacement. On note systématique-
ment u, i, et u, trois objets arbitraires de Rep M, opérant respectivement dans
les espaces hilbertiens 9, , 53,‘1 et 55,,2, et engendrant les algébres de von Neumann

Ay, A, et A4,.
On entend par systéme dynamique généralisé le triplet constitué par une algébre
de Kac, une algébre de von Neumann, et une action de la premiére sur la seconde

({4], 1.1).

On note systématiquement « une action de K™’ sur 7.

“o

1 Plus généralement, nous ferons largement appel aux notations de la théorie des algebres
de Kac ([3), 4], [5], [6), [17], [18]).
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1. PRELIMINAIRES

1.1. RappELs. (i) Ilexiste ([3], 1.5) une représentation de M, dans 5,,1 ® 9Dy,
notée p, x ys telle que 4, x,, = 4, ® A, et que, pour tous w de M,, 0, de
(Alﬁ)* et 0, de (A,,z)*, on ait:

Ay X pg) (@), 6, ® 0,) = <ﬂ1*(01) Hox(62), @)

o p;(0;) (i = 1,2) désigne I’élément de M défini par

Cuin(0), 0y = (ui(w), ;).

(1) Si A désigne la représentation de Fourier associée a K (5], 2.1.11), il existe
([3], 2.14) un morphisme injectif normal ;";,, de M dans 4, M tel que f&(l) =
=1®1,et

A

B.(AMw)) = o(A x p)(w) pour tout w de M,.
(iit) On notera p la représentation de M, dans M’ défine par:
plw) = Jf/l(w)Jf pour tout w de My;

rappelons que, d’apreés [18], I1.18, J et J commutent.

1.2. LeMME. Soit ® un morphisme de A, dans A, tel que $(1) =1 et
®op =, Ona:
() (P ®) (Vu,) = V,, ou Vi €t V,, désignent les générateurs de y, et p,,
(cf. [3], 2.10).
(ii) (@ ® ) B, = B,
Démonstration. Soit @ dans M,. On a:
(®w) (@) V,) =20 a)(V,) =

= d(u, (@) = d’aprés [3], 2.10
= py(w).
Par unicité, on en dAéduit (i).
Soit x dans M. On a:
(@ ® i) f},,l(x) =@ @)W,(1exV) = d’aprés [3], 2.14 (i)
=V, 1 @x)Vy = d’apres (i)
= B, d’aprés (3], 2.14 (i)

dor (ii).
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1.3. LEMME. Soient Q dans (A,) et 8 dans (1\2)*. On a:

2:((2 ® 0) 0 B,) = 24(0)nw(Q).

Démonstration. Soit w dans M. On a, par définition de A:

(2@ ® 0) 2 B), 0> = (B(i(w)), 2 ® 0> =
=i x (o), 6@ Q) = d’aprés 1.1.(ii)
= (2:(O)u(2), ) d’aprés 1.1(i)
d’ol le résultat.
1.4. PROPOSITION. On a (f, ® Y[ = (i ® I)§,.

Démonstration. Soient @ dans M., Q dans (4,)s, 0, et 0, dans A'\lﬁ,. On a:
By ®@ )T (M), 2® 0, ® 0:) =

= (P (i), (R ®8) o f,) ® 8, =

= (Hw), (2 ® 6,) < f,)#0,) = d'apreés [5), 1.2.2
= (@, 1015 Q ® ;) o f)> = d’aprés [5], TI1.3.3
= (@, 14(02)7:(0,) () = daprés 1.3
= (@, 7 (02 0) Q) = d’aprés [3], 111.3.3

= {0, 1,((Q ® (6,:05) o f,)> = d’aprés 1.3

= (Mw), (2 ® (6;20)) o B)> =
= (B (M), A® (6,50,)) =

=((i ® N B.((»)), 2 ® b, ® 0, d’aprés [5], 1.2.2

d’ou le résuitat, par linéarité, densité et continuité.

1.5. PROPOSITION. On a: ﬁﬂlxﬂz =0ERN(I® fiﬂl)ﬁu’_
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Démonstration. Soient w dans M, Q, dans (4 ) w0 2z dans (A4,), et 6 dans
112*. On a:

<I§/zlxu2('1(w)), QeL®0)=

= (Ax (U x 1)) (), 0 @ 2, ® Q) = d’aprés 1.1 (ii)
= (A4(0) (1 X ) (1 ® Qy), @) = d’aprés 1.1 (i)

= {Ax(O)i1(2)124(2e), @) = d’aprés 1.1 (i)

= (24((2 ® 0) © B,) tt24(22), @) = d'aprés 1.3
= (Ox ) (@), (2 ®0) o f,) ® Ly = dapres 1.1 (i)

= (oA x 1) (@), (2. ® 2, ® 8) o (i ® f,)> =
= <ﬁu?(?~(w)), (:02,®0)-(i® ﬁ,,l» =  daprés 1.1 (ii)
= (i ® B) B (i), 2: ® 2, ® 0 =

=0 ® 1) (i ® B.) Bu(i), 2, ® 2, ® 0

d’ou le résultat, par linéarité, densité et continuité.

1.6. LEMME. Soit t dans Hom(y,, us). Pour tous vecteurs n, de sj,,l et n,
de 55,,2, on a:

MZ*(Qh]l, "2) —_ ,ul*(Q,,r r:;:”z)

oit Q; , désigne la forme vectorielle associée aux vecteurs & et 1.

Démonstration. Soit @ dans M,. On a:
<l~‘2*(9tr71.r72)’ w) = {px(w), le.ﬂQ = (ue(@) tn,| 1) =
= (tiy (@Y | 1) = par hypothése

= (@), 1 %) = (@), in. t*'12> = <M1*(Qnr t*nz), o)
d’ol le résultat,

6 - 1733
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1.7. LeEMME. Soit t dans Hom(pu,, p,). Alors 1 ® ¢ entrelace uxp, et px .

Démonstration. Soient » dans M, et ¢’ dans §,,, #, dans sﬁﬂl ety dans H,, .
On a: i

(1 ® 1) (ux ) (E® m)' & ® 1s) =

=((x) (@) (£ ® 1) &' @ t711) = (X 1) (@), Re,er @ Ly, re) =

= <I~l:k(gé.§')“1:3:(gnl, lifl]z), (D) = d’aprés 1.1 (l)
= <.u::=(Q€,§')/»‘2:::(91111,1]2), Cl)> = d’aprés 1.6
= <(” X :ul) (0)), Qf.é' ® erll,:;2> = d’aprés 1.1 (l)

= (X 1) (@) (1 @ 1) (£ ® )& ® i)

d’olr le résultat, par linéarité, densité et continuité.

1.8. REMARQUE. Gréace & 1.7, on voit bien que l'opération qui au couple
H1, o) associe p, X u, est un foncteur de Rep M, x Rep M. dans Rep M.

Par ailleurs grace a [3], théoréme 1.5, le produit de Kronecker est associatif;
il est facile de vérifier que la représentation 1 de M., définie par: w — {w, 1) est
un élément neutre pour ce produit.

On en déduit aisément que (Rep M., X, 1) est une catégorie avec multipli-
cation au sens de [1].

1.9. PROPOSITION. Soit t dans Hom(uy, it,). On a, pour fout x de M:
(t® Du(x) = B, ()1 ®1).
Démonstration. Soit w dans M,. On a:
(1@ DB, (@) = (1@ ol x w) (@) = daprés 1.1 (i)
=0o((1 ® 1) (4 x 1) (w)) =
=g((} X ) (@) (1 ® 1)) = d’aprés 1.7
=B, (@) (1® 1) d'aprés 1.1 (ii)

d’ou le résultat, par densité et continuité.
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1.10. ExempLES. (i) Soit # dans le groupe intrinséque de K ([19], 1.10). On
peut considérer ¥ comme une représentation de M, de dimension 1. Alors, d’aprés
[3], 2.14, on a:

B,, = Ad u’]t;\[

(i) Soit G un groupe localement compact, A; sa représentation réguliére
gauche, alors, pour tout s de G, A;(s) appartient au groupe intrinséque de I'al-
gebre de Kac symétrique KS(G) (cf. {S], VIII, 1.7). Et, en appliquant (i), pour tout
fde L®(G) et r de G, on obtient:

Bay(f) (r) = (A6()f 26(5)*)(r) = f(s7Tr).
Ainsi /?,16(3) est la translation a4 gauche par s~
(iii) D’aprés [3], 4.2 et 4.3, si K est 'algébre de Kac abélienne KA(G) (cf. [5],
VIII, 1.7), les représentations de M, sont en bijection canonique avec les représen-
tations unitaires de G et le produit de Kronecker p, x u, est le produit tensoriel des
représentations. Dans ce cas, pour s de G, on a:

B.O(9)) = 1(s) ® 2(5).
1.11. DEéFINITION. Pour tout x de Rep M, et tout x de ]fl’, on posera:
1(x) = (I ® D) oB (JIxJT) (J] ® 1).

1.12. PROPOSITION. (i) Pour tout i de Rep My, y, est I'unique homomorphisme

normal de M’ dans M’ ® A4, telque vy, (1) =1® 1, et qui vérifie:
Vuo P =p X pu, oipadétédéfini en 1.l (iii).
(ii) On a:
(P ® )y = @)

Démonstration. La définition 1.11 entraine immédiatement (i). D’autre part,

en posant v = Ade, on trouve:

P @iy, =T @) (v ®i)of,v= par définition
=({((v ® v)oD) ® i)of,v = d’aprés [18], IL.8
=W ®v®i) (ol ® i)oh,v=
=0®1®NEN(I®0) (eI o=

=W®v®)(E®)i®c)(6®)(B, @) fv=  daprés 1.4
— (@i i®dh)lv=
=@ v ®of) (v @v)[' =  daprés [18], IL8
= (®((v®i)of,u) " =
=({® 7y, r par définition,

dobr (ii).
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1.13. PROPOSITION. Avec les notations de 1.5, 1.9 et 1.2 respectivement, on a
immédiatement:

(l) Yﬂlxye = (Vul® l) )’”2"
) (1®1 y,,l(x) = Y, (X) (1 ®1t) pour tout x de A}','
(i) (1 ® D)y, = Vo,

1.14. CAs PARTICULIERS: (i) Soit # un élément du groupe intrinséque de K.
Comme en [.10 (i), on note encore u la représentation de M, associée. On aura:

'}'u == vl;llv =
= v(Adu|M)v = d'aprés 1.10 (i)
= AdTuI) M.
Comme d’autre part, d’aprés [17], I.10 et [5], 3.1.5(a) on a:
u = x(u*) = Jul.
On trouve: y, = Ad(JuJ)!A'/\I'. En particulier y, = idg,..
(it} Si G est un groupe localement compact et K = KS(G), en appliquant (i) &
A¢(s) pour tout s de G, comme M est égal 3 L*=(G), on trouvera:

Vg0 = Adp(s) | L=(G);

c’est donc la translation a droite par s.
(iit) Comme p = vl, on a clairement

B, =(v®i)f,=

=0w®i d’aprés [3], 2.14 (iv).
Il en résulte que:

v, =0®)o(®i)Iv=
=(v® U)Ufl}:

=1 d’aprés [18], IT.8.
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2. UNE AUTRE CONCEPTION DES ACTIONS DES ALGEBRES DE KAC
SUR LES ALGEBRES DE VON NEUMANN

Une action o de K™’ (par exemple, une coaction de G) sur &/ permet de munir &/
d’une structure de M’-comodule (par exemple, de £(G)-comodule). A toute repré-
sentation u de M, (par exemple, de G), on va associer un morphisme «, qui permet
de munir & d’une structure de A,-comodule; cette construction est fonctorielle et
“multiplicative” (théoréme 2.2); de plus, le morphisme «, est égal a TIaction o
de départ. Une “‘décomposition’ analogue peut s’effectuer pour un a-cocycle (théo-
réme 2.7); si o, et o, sont deux actions équivalentes, leurs décompositions («,), et
(o), sont équivalentes. Enfin, le théoréme 2.13 donne une réciproque des théo-
rémes 2.2 et 2.7.

2.1. LEMME. Soit & une action de K sur sf. Soient # une algébre de von Neu-
mann et x dans & ® M ® %B. Alors, les assertions:

() xed(A)® B,

(i) ®@i®N(X) =BT ®i)(x)
sont équivalentes.

Démonstration. 11 résulte de [4], 1. 1(i) que (i) entraine (ii). Soit  dans %,.
On a:

BRNIRIFD(x)=(QiIR®IQFDOOI®i)(x)=
=(IRIKILADUIATI®i)(x)= par hypothése
=(®N(Ii® 2 (x).
En utilisant [6), IV.2 (iii) on en conclut que (i ® i ® 2) (x) appartient & 6(.), ce

qui achéve la démonstration.

2.2. THEOREME. Soient « une action de K' sur o, u, 1, et py dans Rep M et t
un opérateur d’entrelacement entre p, et p,. Alors:
(i) il existe un unique morphisme normal «, de s/ dans s/ @ A, tel que

(a®i)a, =(0® 7)
Les morphismes a, vérifient a,(1) =1® 1, et:

(i) %, = (2, @ ) 0

(iii) (1 ® 1) a, (x) = &, (x) (1 ® 1) pour tout x de /.
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Démonstration. Soit x dans /. On a:
(e®i®HER®yIalx) =(®I® ) (a®i)a(x) =
=(®i® 1) (i®[Nax)= d’aprés [4], L. 1(i)
=>® " ®i)i®y,)ax) d’aprés 1.1 (ii).

Il résulte donc de 2.1 que (i ® y,) «(x) apparttient 4 a(¥) ® A4,. Comme o ® i est
injectif, il existe un unique élément a,(x) dans & ® A, tel que (a ® i) a,(x) ==
= (i ® y,) a(x), et grice 2 1.12 on a clairement 2,(1) = 1 ® 1. On vérifie aisément
que a, est un morphisme normal injectif de &/ dans &/ ® A,, d’ou (i).

On a:

@D i®) (%, ®) (@) =(®7, @)@, = daps (i)

= ® 7, 8N(®y,)a= d’aprés (ii)
= ® Yy xu,) 0= d’aprés 1.13 (i)
=(a @i @ i)ty xy, d’aprés (1)

Uinjectivité de « ® i ® i permet d’en déduire (ii).
On a:

®H(l® t)a,,l(x)) =(1®1®)(x®) “"1(x) =

=(1@1®N>® 1) a(x) = dapeés (i)
=({(®7,)x)(1®1®1)= d’aprés 1.13 (ii)
= (a ® i) ozue(x) (Il®1®H= d’aprés (i)

= (@ ® i) (2, (x) (1 ® 1))

Pinjectivité de « ® 7 permet d’en déduire (iii).

2.3. COROLLAIRE. Avec les notations de 1.2 et 2.2, on a:

(i®P) Ay =y
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Démonstration. Comme o ® i est injectif, cela se déduit immédiatement de
1.1 (iii).

2.4. Cas PARTICULIERS. (i) Dansle cas ou & = M et o — f’, ona:
(f’ ® i) (f’)# =(® 7, r= d’aprés 2.2(i)
=" ®i)y, d’apres 1.12 (ii).

L’injectivité de I ® i permet de conclure que (lc")‘, =y,

(ii) Soit ¢ une action de K sur .. L’action duale 3~ ([4], I1.6) est une action de
K"’ sur le produit croisé # *(5). Avec les notations précédentes, on peut définir les
(67), comme étant les uniques morphismes de % *(6) dans #*(8) ® A4, tels que
I'on ait:

(a) (07),(6(x)) =6(x) ® 1  pour tout x de «.
(b) (67),(l®y) =1@® y,(y) pour tout y de M’.

Par définition de #*(6), 'unicité est, en effet, claire; de plus, d’aprés 2.4 (iii), (67),
vérifie (a); et enfin, 'on a, par définition:

(0" @®N(G7),(1®N=(IRiIi®y)(1®y) =
=(®i®y ()= dapres [4], 11.1
=1®(i®y) =
=1 (0" ® i)y0) = d’aprés 1.12 (i)

=" ® N1 7))

ce qui, par injectivité de (6~ ® i) implique (b).

(iii) Dans le cas général, si x appartient a &/, on a:
2 (x)=x®1.

Dans le cas ol « est Paction triviale, cela implique que (lf,A ')M est 'ampliation de &/
dans o ® Z(9H,).

2.5. PROPOSITION. Le morphisme «,, associé a la représentation p au sens de
2.2, est égal a action a.
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Démonstration. On a:

(a®i)a,=(1I® y)a= par définition
=(i®Ma= d’aprés 1.14 (iii)
=(xa®i)a par définition de a.

L’injectivité de o ® i permet de conclure.

2.6. Cas PARTICULIERS. (i) En notant encore u la représentation de M., définie
par un élément u du groupe intrinséque de K, le théoréme 2.2 permet de définir
a, comme élément de Aut.o/. Alors 'application u — «, est un morphisme de G(K)
dans Aut./. On trouve en particulier a; = id .

(ii) Dans le cas ou K = KS(G), on sait que G(K) = A(G); K = KA(G) et
2 est une action continue de G sur . ([4], 1.3 (ii)) au sens classique. Soient alors x
dans &/ et sdans G. L’élément a(2, (X)), Ol %, est défini comme ci-dessus en (i),
s’identifie a la fonction t — «(a;,)(x)). Comme y,,(x(x)) est la fonction
t — a,(x), ainsi que cela résulte de 1.14 (ii), on en déduit que a,,) = a,.

2.7. THEOREME. Soient o une action de K"’ sur A, B une algébre de von Neu-
mann, 6 un morphisme injectif de A dans A ® B. Alors les assertions suivantes :

(i) il existe une représentation y de M, telle que 6 = a,
et

(it) il existe un morphisme y de M’ dans M’ ® B tel que

(®@ya=(@®i)d
et
" @ny=ienk
sont équivalentes.
Démonstration. Cela résulte clairement de 2.19.

2.7" THEOREME. Soient o une action de K"’ sur s, u, u, et y, des objets de
Rep M, t un élément de Hom(y,, u,) et U un a-cocycle au sens de [4], 1.6(i). Alors
(i) il existe un unique opérateur unitaire U dans ¢ ® A, tel que I’on ait :

(@®)U)=U*®H({ERY,) W)
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Les unitaires U, vérifient :

(i) Uy, = (U, ® 1) (%, ®@ 1) (U,,);

(iit) (1®1) U, = U,,z(l ® 1).

Démonstration. Posons V = (U* ® 1) (i ® 7,) (U). 1l est clair que V est un
unitaire de &/ ® M ® A, Ona:

@®i@N(M)=(@@®NUHRH@R®i®H(® ) (V)=
=(@@NUHNONIRiI®y)(x®)U)=

=(@®)HWUHNIE®i® 1) (U*® 1) (i ® ') (U)) =
d’aprés [4], 1.6 (1)

=(@®)HUH®NU*RI®N(I®(® )W) =

=(@®HUHW*RN®)E® (" ®i)7y,) (V)=
d’aprés 1.12 (ii)

=((®MHUHNEOUI" ®) 1) (U) =
d’aprés [4], 1.6 (i)

=(i@IM"®NU*® )(® ) (U)=

=@ ®HW).
11 résulte donc de 2.1 que V appartient & a(&) @ A4,.
Comme « ® i est injectif, il existe un unique unitaire U, de & ® A, tel que
(@e®iU,) =V, dou (i).
En utilisant (i) et 1.13 (i), on obtient:

@®i®@H((U, @D (x, ®@DWU,))=((2@) U )@DH((a @i)a, @)WU,) =
=(U*@DNER ) ()@ N(iI®1,)a®) U,) =
=U*@1®N(I®71, @)U D(I® 7y, ®)a®i)(U,)=
=U*®I®NE® 7, ®N(UBN@@®i)U)) =

=(U*R1®N(® 7, ®)(® 1) U)=U*®1®1)(i® v,xs) (V)
d’ou (ii), par définition de U, x,,.
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2.8. COROLLAIRE. Avec les notations de 1.2 et 2.7, on a:
(i® ®)(U,) =U,.

Démonstration. Comme a ® i est injectif, cela se déduit immédiatement de
1.13 (iii).

2.9. CAs PARTICULIERS. (i) Avec les notations précédentes, on trouve U, == U.
(ii) Avec les notations de 2.5 (iii), on vérifiera aisément que Uipr =u,

(iii) Dans le cas ou U est un lf,m-cocycle, on a:
(@)U, ®1)=U0*® DI y) ).

(iv) Si 1 désigne la représentation triviale de M, (w = w(l)),ona: U, == 1.

2.10. THEOREME. Soient o, (resp. ay) une action de X' sur une algébre de
von Neumann <, (resp. sf5), ¥ un isomorphisme de s, sur s/, et U un a;-cocycle
tels que oy ~ o, (¥, i, U) au sens de [4)], 1.10 (c’est-a-dire que I’'on a

(P (x)) = (¥ ® ) (Uny(x)U*)  pour tout x de si,).
Alors, pour tout u de Rep M, et tout x de s, on a:
(a:}’)u(w(*\-)) = (I[I ® ') (U;A(al)u(x) U’:)

Démonstration. On a:

(ae @ i) (a),(¥(x)) =
= ® 7,) %¥(x) = d’aprés 2.2 (i)
=({® ) (¥ ®i)(Uxy(x) U*) = par hypothése

=(¥YQ®i®)HUR Yy, (Uy(x) U*) =
=Y®i®HUU® (o ®N(U,) (i ® y,)u(x) (2, ® ) (U;) (U* ® 1)) =
d’aprés 2.7 (i)

=YQi®HN (U N1 ®NU) (0 ® ), (x) (e, @ DU U*® D)) =
d’aprés 2.2 (i)

=P ®i®i)((U1)(x®NUxXNU)U*® 1) =
= (2, ® i) (¥ ® i) (U,,(x)U})) par hypothése

d’ou le résultat, grace a 'injectivité de o, ® 7.
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2.11. PROPOSITION. (i) Soient o, une algébre de von Neumann, o, une sous-

-algébre de von Neumann de s7,, 0, une action de K"’ sur of, telle que a,(sf,)c A, ® M'.
On note a, I'action de K™’ sur <4, définie par restriction de o,. On a alors :

(o), = (1), l Ay .

(i1) Soient $ wun espace hilbertien, o/ une algébre de von Neumann opérant
sur 9, U un lf:(f’, ~-cocycle dont on suppose qu’il implémente o (cf. [4), 1.9 (ii)). On
a alors:

2,(x) = U,(x ® DU}
pour tout u de Rep M et tout x de .

Démonstration. La preuve de (i) est triviale; celle de (ii) est un corollaire immé-
diat de (i), 2.4 (iii) et 2.10.

2.12. LEMME. (1) So:t n un vecteur de H. L'opérateur e, de H dans H® H
définie par e(&) = (.I ® J)aW*o(.l@ .I)(rl ® &) pour tout é de H, appartient a
Hom(p, p x p).

(ii) Soit { un vecteur de $,. L'opérateur e; de H dans H @ 9, défini par e(£) =

= (Jf@ Do Vuo'(Jf ® (& ® ) pour tout & de H, oit V,, est le générateur de u, appar-
tient @ Hom(p, p x u).

Démonstration. On a:

=, = d’aprés 2.5 (i).
=% d’aprés 2.4 (i).

11 en résulte
f’op:pxp d’aprés 1.12 (i).

De plus, pour tout x de Iﬁ’, d’aprés [6], 2.2.5 (b) appliqué a K~ (cf. [18], 2.10),
on a:

)= @ NHeWwoo(J® )1 ® x)(J ® HoWo(J ® J).

Ainsi, pour tout @ de A/, on aura, d’aprés ce qui précede:

(p x p)@) = (J ® NoW*a(J ® J)(1 ® p(e)(J ® NeWo(/ ® ).

On en déduit que:
(p % p)(w)e,(&) = e,(p(w)E)
d’ou (i).
De fagon analogue, on a:
Yuop=pxXpu d’aprés 1.12 (i);
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comme, d’aprés 1.11 et [5], 2.1.11, pour tout x de J\Al’, on a:
7u(X) = (JT @ 1)aV,0(JJ ® 1)(x ® (I ® 1)aV,a(J] ® 1)
on en déduit que pour tout w de M, on obtient:
(p %)) = (I ® VaV,0(J] ® )(p(w) ® 1)(JT® 1)aV,e(J] ® 1)

d’ou (it) en concluant comme ci-dessus.

2.13. THEOREME. Soient s/ une algébre de von Neumann, € une sous-catégorie

pleine de Rep M, , stable par multiplication et contenant p.

(i) Supposons gue pour tout u de ¢ il existe un morphisme injectif g, de o7
dans o ® A, tel que:

(a) g, (1) =1,

(b) & euy = (€, ® 0)E,, pour tous py, ps de €

©) (I ® t)e,,l(x) = aﬂz(x)(l ® t) pour tous x de &, y, et y, de € et t de

Hom(y,, p). .
Alors ¢, est une action de K' sur o/ et, avec les notations de 3.2, on a: (¢,), == €,

pour tout p de €.
(ii) Supposons de plus que pour tout u de €, il existe un unitaire Y, de &/ ® A,

tel gue, pour tous p, et py, de €, on ait:
(d) Y,‘lx,,2 = (Y,Jl ® 1)((»:,,1 ® i)(Y,,ﬂ);
e (1 ® nyY, = Y“2(1 ® t) pour tout t de Hom(y,, ys).
Alors Y, est un e,-cocycle, et, avec les notations de 2.7, on a:

(Y,), =Y, pour tout p de €.

Démonstration. Supposons &/ réalisée dans un espace hilbertien §. Soient ¢, #
dans H, { dans §, x dans o et y dans & ® M’. Avec les notations de 2.12, on a:

() (1®e)l®)=(U®U®NW*(J® 1)1 ®a)({®ER ).
Par linéarité, densité et continuité, on en déduit:
(1) (1@epl®@)=(1®J®NW(J®NU®Ny® N ®E®n.

{1 en résulte que:

(¢, ® e, (x) (1 @ ® NoW*s(J @ N1 ® N ®E@ N =

= (&, @), (x)(1 @ )({ ® §) = d’aprés (*)
= 8p><p(x)(1 ® eq)(( ® é) == d’aprés (b)
=1 ®e)e, () ®E) = d’aprés 2.12 (i) et (c)

=1 @ ®NeWr(J@ N1 ®a)e,() @D ®E®N) daprés (x+).
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Par linéarité, densité et continuité, on en déduit que:
(¢, ® i)e,(x) =
—= (18 (/® How+a(/® H)(1 ® (e, @ NI @)1 (@ HoWe(/® J)) =
=(® IA”)a,,(x) d’aprés [4], 1.5 (ii) appliqué a K’ ([18], 2.10).

Comme ¢,(1) = 1, on voit que ¢, est une action. Par un calcul analogue au précé-
dent, en utilisant (ii), on obtient, pour tout u de Rep M:

(ep ® i)su = (I ® yu)sp .

Par définition des (g,),, on en déduit (i).
On a:
(®I)(Y)1®(®NHWal@N)1®a(l®E®N =

=10 @ NeW*(J® NI, @ NN = .
d’aprés [4], 1.5 (ii) appliqué 4 K

=1 ®e)Y,((®= d’apres (=x)
=Y, ,(1®e){® = d’aprés 2.12 (i) et (e)
= Y,,,(1®( ® oW/ ® J)(l ® ) ® & ® n).
Par linéarité, densité et continuité, on en déduit que
(®)(Y,) =Y, =

=(Y,® (e, ®i)(Y,) d’aprés (d).

Ainsi Y, est un g,-cocycle.
Par un calcul analogue au précédent, en utilisant 2.12 (ii), on obtient, pour tout

i de RepM,:
(i® y}l)(Yp) = pru .

Cela entraine successivement:
Yreni®y)Y,)=*® 1Y, =
= (¢, ® )(Y,) d’aprés (d)

d’ou Y, = (Y,),, par définition de ces derniers, ce qui achéve la démonstration du
théoréme.
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3. ACTIONS D'UNE ALGEBRE DE KAC ET CORRESPONDANCES

Grace aux résultats du chapitre 2, nous pouvons associer, & toute action  de
K”'’ (par exemple, coaction a de G) sur &/ et a toute représentation u de M, (par
exemple, de G), une correspondance $% de & dans /.

Cette construction est fonctorielle et antimultiplicative (théorémes 3.3 et
3.14). Deux actions a; et 2, sont équivalentes si et seulement si ces foncteurs associés
sont équivalents.

Nous donnons d’abord des rappels sur les correspondances, tirés de [2] et [15].

3.1. RaprELS. Au sens de [2], 1.1, une correspondance d’une algébre de von
Neumann 7, dans une algébre de von Neumann &7, n’est autre qu'un .&7q.7;-
-bimodule ([15], 0.2.1) c’est-a-dire un espace hilbertien & sur lequel agissent &7,
et &7, respectivement par une représentation et une antireprésentation (i.e. une
représentation de I'algébre opposée «#/9) qui commutent. S’il n’y a pas ambiguité, on
notera ¢, (resp. x,¢) le résultat de I’action d’un élément x, de &7, (resp. x. de ~7,)
sur ¢ de 9.

On dira que deux correspondances § et & de &7, dans &7, sont isomorphes, s’il
existe un unitaire U de § sur & qui rend spatialement isomorphes a la fois les deux
antireprésentations de &7, et les deux représentations de &7,. On notera alors H = K,

ou H~RK.

On appelle ([2], Définition 3) correspondance vague de <7, dans 57, I'espace
hilbertien L2%*(s7,) ® L¥s7,) sur lequel opérent 7, par [Pantireprésentation
x - J’dlx’:‘J&,1 ® 1 et o7, par la représentation y - | ® ).

Si u désigne un morphisme d’algébres de von Neumann de &/, dans ./,,
tel que u(1) = 1, on notera L2(u) la correspondance canoniquement associée. Il
s'agit de lespace hilbertien L2(&7,), sur lequel opérent &/, par I'antireprésentation
x = J, u(x)*J,, et o, par la représentation identique.

Par un abus de notation qui sera fréquent, dans le cas de I'identité sur 7, on
notera cette correspondance L3(s7) au lieu de L%(id ), ce qui revient & assimiler la
correspondance a I’espace hilbertien sous-jacent.

le produit tensoriel au-dessus de &7,, modulo le poids ¥ normal, semifini
et fidéle sur .7, d’un &74-o7,-bimodule ! par un &7,-7,-bimodule §, noté¢ K ®, H
dans {15], 2.1 s’interpréte comme la composition des correspondances au sens de
{21, §2, nous le noterons donc plutdt & o, $. Si Y est un autre poids normal, semi-fini
ct fidéle sur &7, on a ([15], 2.6) K oy, H =~ K o, H. On notera donc K » H cette corres-
pondance quand il n’y a pas ambiguité.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si §,, 9. et H; désignent trois
correspondances de &/ dans <7, on a:

(D3°9.) 291 =~ D30 (H20 D).

On vérifie ({2], remarque 16 (c)) que, pour toute correspondance § de &7 dans
,ona:Ho L) ~ L) o H ~ 9.
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On peut aisément munir la classe des correspondances de &/ dans & d’une
structure de catégorie. Les fleches entre deux objects H, et O, seront les opéra-
teurs de §, dans §, qui entrelacent a la fois les deux antireprésentations de 7, et
les deux représentations de &,. On notera Corr &/ cette catégorie. 11 résulte alors de
[15], lemme 2.3 que la composition est un foncteur de Corr of x Corr o dans Corr /.
On vérifiera aisément que (Corr &7, o ,L2(s/)) est une catégorie avec multiplication,
au sens de [1].

3.2. DEFINITION. On désignera par H% la correspondance de &/ dans & définie
pour tous x et y de & par:

(i) Pespace hilbertien sous-jacent L3() ® 9, ,

(ii) Tantireprésentation de & définie par x - Jx*J, ® 1, .

(iii) la représentation de .o/ définie par y — o, ().

3.3. ProPposITION. L’application qui, a toute représentation p de M, associe
la correspondance H% et a tout élément t de Hom(y,, p,) associe 1 ® t est un
foncteur de Rep M, dans Corr .

L)
On notera $H* ce foncteur.

Démonstration. 11 résulte aisément de 2.2 (iii) que 1 ® ¢ appartient bien a
Hom(sjj‘,l, 92 ) et la proposition en découle immédiatement.

3.4. REMARQUE. 1l est clair que p, = entraine sj;l 1§u .67,2 au sens de 3.1.

3.5. CAS PARTICULIER. La correspondance S;'),f " est isomorphe & la corres-
A ~
pondance vague de M' dans M'.

DémonstrationA. Dans les deux cas, 'espace hilbertien sous-jacent est H ® H.

Par définition de Sjl’:' la représentation de M’ est donnée par
y = P =wk) (1 @ »wR)*
d’apreés [5], 2.2.5 (b) appliqué a K’ (cf. [18], 2.10). L’antireprésentation étant elle
fournie par:
x - ST ®© 1= WEK)Jx*] @ HWEK)*

car W(ﬁ’) qui appartient a M’ ® M commute aux fx"*‘f@ 1. Par définition de la
correspondance vague, on voit donc que W(K') réalise I'isomorphisme recherché.

3.6. CAS PARTICULIER. Soit (o )seg Une action de G sur &. La correspondance
Di(sy est isomorphe a L*(a ).
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Démonstration. Soit s fixé dans G. D'aprés [10], Theorem 3.2, il existe un unitaire
v, de L3*(o/) qui commute & J, et tel que «,(y) = u yu? pour tout y de &. Dans ces
conditions, u? réalise I'isomorphisme recherché entre 9%, qui, d'aprés 2.6 (ii)
est composée de ['antireprésentation x — Jx%J, et de la représentation y — x(y)
et L*(ax-1) qui est composée d’aprés 3.1 de I'antireprésentation x — J u -1(x)*/,
et de la représentation identique.

3.7. REMARQUE. En utilisant ce qui précéde dans le cas de la représentation
triviale de M, on voit que H? est égale & L*( 7).

3.8. LeMME. En supposant &/ munie du poids W normal, semi-fini et fidéle,
avec les notations du paragraphe 1 de [1 5], on a:

Ay(Ry) ® §, < D($5,¥)

et pour tous £, 1y dans 9, et x, y dans N, :

(Ay(x) ® &, A,(») @ My = (& My*x.

Démonstration. D’aprés [15), 0.4.2, on a:
(A () ® E)y* = (Jy3Jy ® N(Ay(x) ® &) =
= xJyAy(y) ® &.

Ainsi, A,(x) ® ¢ appartient a D(H%, n/:/), et on a:

RO(A4(x) ® )Ty Ay (») = xJ, A, (y) ® ¢

d’ol le résultat, d’aprés [15], 1.1.

3.9. Lemme. Soit T un élément de o @ £(9,). Alors, avec les notations du
paragraphe | de [15], on a trivialement:

TD($Z, ¥) = D(S5, ¥)
et, pour tout { de D(H7, l[/)
RY(TY) = TRO(Y).
3.10. LEMME. Soient x, y dans W, , ¢, ndans $,, T dans 4 @ L(9,). On a:

(T(Ay(x) ® &), AN @My = (I ® w , N(* ® NT(*® 1)).
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Démonstration. On a:

(T(Ay(x) ® &), 4,(0) @ )y =

= RY(A,(y) ® N*RU(T(Ay(x) ® &) = par définition
= R¥(A,(») ® n)*TR¥(A,(x) ® £) d'aprés 3.9.
Soient z et z’ dans ‘Rd,. On en déduit

(T (A (x) ® O), 4,(») ® m); Sy Ay(2) 1 JyAy(2)) =

(TR (A, (x) ® E)J,4,(2) | RY(A,(3) ® n)JyAy(2)) =

= (T(xJyAy(2) ® &) | 1y Ay(2) ® ) = d’aprés 3.8
= ((y* @ DNT(x @ 1)(JyAy(2) ® &) | Sy Ay(2') ® n) =
= ((I @ we )((y*

" ® NT(x ® N)J,Ay(2) | J,A44(2)
d’ol le résultat.

3.11. LEMME. Avec les mémes notations, il existe un unitaire unique U
Pespace hilbertien 55;2 ®y 9% sur H%

de
et { de $, ,on ait:

1°Ha
. tel que, pour tous x de N,,Z de H ,

Ufjl_uz(A,,,(x) RE®, &) = ozul(x)E ® E.

Démonstration. Soient x, y dans N, £, n dans 55”2, Z,, &, dans 5;1. D’aprés
[15], 2.2 (a), I'espace hilbertien 55;2 ®y 55;1 est le complété du produit tensorie] algé-
brique 4,(%,) © 55”2 0) Sjjjl pour le produit scalaire

(A,,(x) ® ¢ ®, = Ay(y) ® 1 ®y Za) =
({A(

x)® ¢, A.p()’) ® ﬂ>;51 l ) =

= (&, (V*X)E, | 5s)

d’aprés 3.8.
L’existence et I'unicité d’une isométrie de 554 ®y S),, dans S')" ® $,, qui envoie
Ay(x) ® E ®, E sur &%, ()& ® & est ainsi acquise; 1l est clalr qu 11 s’agit d’un
unitaire. Comme on a, en tant qu’espaces hilbertiens:

8% uy = L) ® $yxu, =
= L[¥(#) ® 9y, ® B, = 95, ® Dy,
le lemme en résulte.

7 -1733
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3.12. LEMME. En conservant les mémes notations, soit T dans o4 ® 3(55;1).
On a:
Us (T ®y 1) = ({2, ® NT)HUE . |

ouT ®, 1, opérateur sur 9% ®, Sj);1 , est défini comme en [15], 2.3.
Démonstration. Soient x, x' dans N,, =, &’ dans 53;1 et &, &’ dans 55,,2. On a:

“1 u.,(T® 1)(/1,',(3() ® é ® H) Uul u,,(A;'l(x’) ® él ® 5,)) =

=((T®, NUx)®E®E) A,(X)®E®E) = d’aprés 3.11
= (T(A(x) ® ) ®y = A.;,(x) ®E®,E)= par définition
= ((T(Ay(x) ® &), A,(x) ® & >.§E 2 = par définition
=(2, (1 @ W )((x* @ NT(x® 1)))E &) = d’aprés 3.10

=({({®@ i@ wg ) (a, ®N(*@ DT(x @ 1)Z|E) =
= (2, @NX*@NTxO@NE®H|Z®L) =
= (@, ® )(T)(&, (NE @ &) |2, (¥)Z' ® &) =
= (%, ® (DU, Ay(x) ®E®, ) Up , (Ay(X)®E ®E'))  par définition.
Grice a 3.11, le résultat s’en déduit par linéarité, densité et continuité.

3.13. THEOREME. L’opérateur unitaire Us ., réalise un isomorphisme entre les
correspondances 53;2 oy Sj‘;l et S);lx by *

Démonstration. Soit x dans &/. On a:
Us (@, (%) ®, l)UZjun (@, ® Doy, (x) = d’aprés 3.12
= Uy xu,(X) d’aprés 2.2 (ii)

ainsi, U¢ , entrelace les représentations de .o respectivement associées aux cor-
spsity

rcspondlancés considérées.
Soient de plus, y dans 9N, , ¢ dans H, et = dans 53;‘1. On a:

Up (A4 (0) ® € ®y (Jyx*J, @ 1)T) =
=a, MUx* ), @ NE® = d’aprés 3.11
= (Jux*Jy @ D, (P)E ® & =

= (Jyx*"Jy ® DUZ, (4y(x) ® & ®, E) d’aprés 3.11.



SYSTEMES DYNAMIQUES GENERALISES 295

On a donc:
Ul (1 @y (yx*y ® 1)) = (Jyx*J, @ DU, ,,

qui exprime le fait que U,“jl,,,2 entrelace les deux antireprésentations de &, d’ou le
théoréme.

3.14. THEOREME. Le foncteur $* est antimultiplicatif, au sens de [1].

Démonstration. Cela résulte immédiatement de 3.6 et 3.13.
12
3.15. Cas PARTICULIER. On vérifie aisément que le foncteur § X' est naturel-
lement équivalent au foncteur de Rep M, dans Corr.e/ x Rep M, qui a tout objet
1 de Rep M, gssocie (idy, ).

A
Ainsi, $ ¥ est le foncteur identique de Rep M, .

3.16. LEMME. Soient o et 8 deux actions de K' sur <. Soient Uy et u, dans
Rep M, , t; dans Hom(%; , Sjﬁi) pour i=1,2.

Avec les notations de 3.13, on a:
U,‘:).uz(tz ®ut) =(t, ®1) (“ul ® ’.)(tz)Uffl,u2

ol ty ®, 1, est défini comme en [15], 2.3 (le fait que t, entrelace les antireprésentations
de of associées a 5;2 et 55“32 assure que t, appartienne d & ,(Z(Sf),,z), ce qui permet
d’écrire la formule ci-dessus).

Démonstration. Soient x dans R, , = dans 55;;1, £ dans 5,,2 .Ona:

Ul (1 ®y ) (A (x) @ E®y E) = Uy, (Ay(x) ® & ® 1,E) = par définition
= 5,,1(X)t15 ®¢= d’aprés 3.11
=52, (X)E® ¢ = par hypothése

= (1 ® D, (0E ® & = (1, ® DU, (4y(x) ® & ®, &).
Par linéarité, densité et continuité, on en déduit que:
(*) Up,(1 ®y 1) = (. ® DU,

On a:
Uiyt ®y 1) = U, (1 ®y 1) (12 @y 1) =

= (@ NU; (1 ®y 1) = d’aprés ()
= ® 1)(on1 ® i) (tz)Ufjl,u2 d’aprés 3.12

ce qui achéve la démonstration.



296 MICHEL ENOCK et JEAN-MARIE SCHWARTZ

3.17. THEOREME. Soient o et 8 deux actions de K' sur &, U un a-cocycle
tel que 6 = Ad U o a. Alors, pour tout y de Rep M., unitaire U, défini en réalise
un isomorphisme entre H% et H5,.

L’application qui a tout p de Rep M, associe cet isomorphisme est une équi-
valence multiplicative naturelle entre les foncteurs antimultiplicatifs H* et H°.

Démonstration. Comme U appartient 4 o ® A,, il est clair qu'il entrelace
les antireprésentations de o respectivement associées a 2 et $7; le cas des représen-
tations est réglé par le théoréme 2.10, d’ou la premiére partie du théoréme.

Soit ¢+ dans Hom(y,, y;), le théoréme 2.2 (iii) assure la commutativité du

diagramme ci-dessous

U
H#y .

@ ]
s:)"1 #

1®'l l 1®¢
Uy, S
-4
95, ——— 95,

ce qui assure le caractére naturel de I'équivalence entre les foncteurs $* et $°.
De plus, grice au lemme 3.16 on trouve:
Uﬁl,ug(UuE B Uul) = (Uul ® i)(aul ® i)(UIlg)UZI-II._, =

=U

o
HyxHy U“l"‘z

d’aprés 2.7 (ii)

ce qui implique la commutativité du diagramme ci-dessous:

2
@ Uﬂl’"ﬂ o
&
_— N
Sj“e ¢ Dy Sjl‘x" Hy
Uu2®¢' Uuli 5 l”nlxu2
U“l‘”e

5 ] 5
Sjyg ° 5,11 _— s:)alxpﬂ

Ainsi, I’équivalence naturelle conserve le caractére antimultiplicatif des
foncteurs H* et H°.

Enfin, comme d’aprés 2.9 (iv), on a U, = 1,, la démonstration est
compléte.

3.18. THEOREME. Soient « et § deux actions de K' sur o/ , € une sous-catégorie a
multiplication pleine de Rep M., contenant p. On suppose que la restriction @ € des
foncteurs $% et 9° sont naturellement et multiplicativement équivalents. Alors,
il existe un a-cocycle U tel que 6(x) = Ua(x)U¥* pour tout x de <.

Démonstration. Par hypothése, on peut associer a tout u de %, un unitaire
Y, sur LA(H)® H, tel que
() 95 = 9,

u
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ce qui implique:

Y, e s @ £(9,) (entrelacement des antireprésentations)
(%) Y 2,(x) = 6,(x)Y, (entrelacement des représentations);
(i) pour tout ¢ de Hom(y,, y;), on ait:

1®ny, =Y,(071)
ce qui implique en particulier que Y, € & ® A, pour tout uc%;

(iii) Ui].'”S( Y"z ®"’ Y“l) = Y“lx“zU:l’”‘z :
D’aprés 3.16, cela entraine:

Yy, = (Yo ® (@, ® )(Y,).

Dans ces conditions, on voit que les opérateurs Y, vérifient les hypothéses du
théoréme 2.13, donc Y, est un a-cocycle que nous noterons désormais U. Enfin,

Y

grice a (») appliqué a p et a 2.5, on achéve la démonstration.

3.19. COROLLAIRE. Soient G un groupe localement compact, &/ une algébre de
von Neumann, o et 6 deux co-actions au sens de [13) de G sur . On leur associe les
deux foncteurs antimultipiicatifs $* et $° de RepG dans Corr /. Alors les deux
assertions:

(1) les co-actions o et & sont faiblement équivalentes au sens de [4];
et

(ii) les foncteurs multiplicatifs H* et H° sont naturellement et multiplicative-

ment équivalents;
sont équivalentes.

4. ACTIONS ET APPLICATIONS COMPLETEMENT POSITIVES

En utilisant le chapitre 2, nous pouvons associer a toute action o de K"’ sur &/
et a tout élément de type positif représentable de K (par exemple, a toute co-action
de G sur & et a toute fonction continue de type positif sur G) une application com-
plétement positive de o/ dans elle-méme, le produit se transformant en composi-
tion des applications complétement positives.

4.1. LEMME. Soit t isométrigue dans Hom(u,, ps). Pour tous ¢ de S:)‘,l et x
de o, on a:

(i ® Q)2 (x) = (i ® ), (x)

oti, pour n dans 33,,‘_ (i=1,2),Q, désigne I'état vectoriel associé a n.
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Démonstration. Soit { dans L%(.7). On a:
(@,(NC @ 18) {@ 1) = ((1 @ 51, (N ® & {®&) = d’aprés 2.2 (iii)

= (@, (N ® {® par hypothése
d’ou le résultat.

4.2. PROPOSITION. Avec les notations précédentes, soit &; dans Sj,,i (i==1,2)
tel que ul.(le) = Usn(Q:). On a, pour tout x de of :

(i ® Q)2 (%) = (i ® ), ().

Démonstration. Soit v; la sous-représentation de p;, cyclique de vecteur &, .
En appliquant le lemme précédent a I'injection canonique de Sjv'_ = (;(M &N~
dans 35,,,,, on trouve:

(*) (i ® Qe ), (x) = (I ® Q¢ (%)
ou, par abus de notation, Qgi désigne aussi bien I'état vectoriel associé a &; sur

L(9y,) que sur L(SH ).
De plus, on a, pour tout v de M,.:

(v(@)¢; &) = (m(w)E, &) = par hypothése
= (@), Qe » = {us(82¢)), w) =

= {px(8z), ©) = par hypothése

= (vy(w)&, &) par un calcul analogue.

Comme v, et v, sont cycliques, respectivement de vecteurs £, et &, on en
déduit qu’il existe un unitaire ¥ qui entrelace v, et v, et tel que u&, = &,. En appli-
quant alors 4.1 on en déduit:

(i ® ¢, (x) = (i ® Qe ), ()

d’ou Je résultat, grice a (=).

4.3. PROPOSITION. Soit x un élément de type positif représentable de K (cf. [3],
1.7). Pour tout y de Rep M. et 0 de (A,); tels que x = puy(8), lapplication compléte-
ment positive, qui a tout y de </ associe (i ® 0)a,(y) ne dépend que de x.

On l'appelera I'application complétement positive associée & o et x, et on
la notera L%.
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Démonstration. Notons n la représentation canonique de A4, dans L*(4,).
D’aprés [10], Theorem 2.17, il existe un unique vecteur ¢ dans le cone L2(4,)4 tel
que Q¢ o 7 = 0. En utilisant 2.3, on trouve:

(i ® 0)a, (y) = (i @ QeI (¥);

comme de plus, on a: x = (7o u).(Q¢) par hypothése, la proposition se déduit
de 4.2.

4.4. PROPOSITION. Avec les notations de [3], 1.7 et [3], 2.6, soient x, X, et Xy
dans PR(K) et A un réel positif. On a:

(1) L§1x2 = L;I ° Lizi
(i) L§ex, = L3, + L3,
(iii) L%, = ALZ;

(iv) L =id,

(V) sipeRepM,, Oc (A,); avec x = puy(0), alors || Lg|| = ||0]|;
de plus, si M, posséde une unité approchée, on a: ||L¥|| = | x|

Démonstration. Soient y; dans Rep M, et 0, dans (4,); tels que x; = p;4(0;).
On a:
xyXy = fl14(0) ey (02) =

= (fty X p2)%(0; ® 6) d’aprés [3], 1.5.

Soit y dans /. On a donc:
L35, () = (i ® 0, ® 05)2, . (») = par définition
=(®0,®86,) (oc,,l ® i)ou,,o‘ ) = d’apres 2.2 (ii)

= (i ® ), ((| ® 0)a, (7)) =
= L% o L, (») par définition, d’ou (i).

Soit 7 la représentation universelle de M, d’aprés [3], 2.6, il existe @, et O,
dans B(K)* tels que x; = 7,(0)). Ainsi, x; + x, = n,(0, + 0,), d’ou:

L:'1+x2 MN=0®(O,+ 0y))a,(y) =
= ® 0)u(y) + (I ® Opay(y) =

=Ly () + L, (») d’ou (ii).

Les preuves de (iii) et (iv) sont immédiates.
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LEO)E = ILUY)* LAl = (i ® 9)2,(3)*(i @ O, ()] =

e 0 '
— “ ll l(l@ !0|)au(y)(\l®&0”)fxu(y) <

B 0 ) !
< [0} (,-® .,g,i-)a,.(y*y) | <
li WYl i

< 101Fy=y | < [0ilFfiy]?

0 A .
ar i ® “9“- est une espérance conditionnelle; il en résulte: L2 < !'0;, comme
L(1) = ||6}]1, on en déduit P'égalité.
On a clairement |x|| < ||f]. Si M, posséde une unité approchée (;);c;,
u(w;) tend ultrafaiblement vers 1, et donc:

0] < Sup{lKu(w), 0>, we M, (o] < 1} =

= Sup{l[{ps(0), 0)i, we My, o] < 1} = jix|
ce qui achéve (v) et la proposition.

4.5. Cas PARTICULIERS. (i) Si K = KS(G), alors PR(K) est composé des
éléments de la forme

= S/lc(s) dm(s)
G
ou m appartient 3 MY(G)*. Plus précisément, avec les notations de [3], 3.7, on a

pour me MYG)* = Cy(G)*+:

e (m) = S Ag(s)ydm(s).

G
D'ou:

Te(m) = (Slc(s) dm(s))* =

S lo(s )y dm(s) = g/G(s) dm(s).
G G
On en déduit que pour tout y de &7, on a
LYy) = (i ® n)a.(y)

ou, rappelons-le, n est la représentation universelle de L¥G).
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Comme a(y) s’identifie a la fonction s — ay(y), considérée comme élément
de l'algébre de von Neumann & ® L*(G), il est facile de voir que «,(y) est la
méme fonction, mais considérée comme élément de Palgébre de von Neumann
& @ Cy(G)**.

Ainsi, on a:

L) = Sasw)dm(s) - Sa;«y) dm(s).
G G

(if) Si K = KA(G), il résulte de [3], 4.1 que PR(K) est égal 3 FCTP(G),
espace des fonctions continues de type positif sur G. Si « est une action du *‘dual
de G, autrement dit une “‘co-action” de G au sens de [13], sur une algébre de von
Neumann &/, on sait ainsi lui associer, pour toute fonction f de FCTP(G), une
application L} complétement positive de &/ dans &/ telle que

L.;lfz = Lz ° L}2$
L% = ]d‘g Py
ILH = {Ifll  (car LY(G) posséde une unité approchée).

En particulier, si G’ est un sous-groupe ouvert de G, la fonction caractéris-
tique de G’ appartenant & FCTP(G), on obtient une espérance conditionnelle;
et a tout caractére sur G on associe un automorphisme de 7.

4.6. PROPOSITION. (i) Dans le cas de Iaction I de X' sur ]l’/\l’, on trouve, pour
tout x de PR(K) et tout @ de M :

LY (p(@)) = p(x-w).

(ii) Dans le cas ol o est une action duale au sens de [4], 117, I'application
x — L%, définie sur PR(K), est injective.

Démonstration. Avec les notations précédentes, si x = u,(60), on a:
LE(p(@)) = (i ® 0)y,(p(w)) =
=({(® 0(p x Pw) d’aprés 1.12 (i).
Ainsi, pour tout Q de (AAJ’)* ,ona:
LE(p(@)), B = (pxp)(©),2 ® 0) =
= {P+(Dp4(0), @) = d’aprés [3], 1.5
— (Pa(®), x-@) =

= {p(x-w), Q)
doir (i).
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Soit 4 une action de K sur une algébre de von Neumann &. Posons &/ =7%"%(J)
et = 6. On a, pour tout w de M,:

L1 ® p(w)) = (I ® O)a,(} ® p(w)) =
=(®0)( ® y.(p(w))) = daprés 2.4 (ii)
=1® p(x-w)

par un calcul analogue a (i). La fidélit¢ de p permet d’en déduire (ii).

4.7. DEFINITION. On notera $H% la correspondance de 7 dans & canoniquement
associ¢e au sens de [19] a I'application complétement positive LZ. 11 s’agit donc de
I'espace hilbertien complété de & © L*(&/) pour le produit scalaire

(Z »® é. Z zZ; @) = Z Lz, 1)

pour tous y;, z; dans &7 et £;,n; dans L&), sur lequel &/ agit par la représentation
définie par y(z ® ¢) = yz ® ¢ et l'antireprésentation

(z® &y =z@ Jay*Jul.

4.8. PROPOSITION. Avec les notations précédentes, soit x = 1, (0) un élément de
PR(K). La correspondance HF est isomorphe a une sous-correspondance de 9% .

Démonstration. Supposons que 8 = Q¢, il est facile de voir que P'application
de & © L¥( &) dans $2 définie par y ® n — a,(¥)(n ® &) se prolonge en une iso-
métrie de H dans H2 qui entrelace les représentations et antireprésentations
associées.
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