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LA FACTORISATION DES FONCTIONS DES OPERATEURS
DE TRANSMISSION ET LA METHODE DE LA CONSTRUC-
TION D’OPERATEURS INVERSIBLES DANS Z2*0, /)

VLADIMIR ZOLOTARIOV

INTRODUCTION

Le présent ouvrage résulte du développement des idées formulées par
L. A. Sahnovic dans les études [3, 4] pour le cas des opérateurs proches d’unitaires.

L’ouvrage se compose de deux parties. La premiére est consacée a la démon-
stration du théoréme sur la factorisation de la fonction d’opérateur 6(z) = K -
—+ Y(z — T) ¢ du systéme discret ouvert

(*) {xn+1 = Txn + <Pu17
uy = yx, + Kuy.

A la différence des études [1, 2], aucune loi de conservation (d’énergie, de
métrique ou de norme) n’est supposée. Nous estimons que le processus décrit par les
équations () est inversible (voir (3), (4)).

Vu que la factorisation de 0(z) s’opére selon les sous-espaces invariants du
principal opérateur T, 'opérateur S (qui suit la factorisation) décrit les chaines des
sous-espaces invariants de ’opérateur 7.

Aussi la description de tous les S (solutions des équations, voir (1),(2)) est-elle
analogue a celle de toutes les chaines des sous-espaces invariants de I’opérateur 7,
ou (ce qui revient au méme) des mesures d’opérateur dans les fonctions de transmis-
sion 8(z) représentées par des intégrales multiplicatives.

La deuxiéme partie de I'ouvrage est consacrée a I'inversion des opérateurs liné-
aires bornés .S dans L2(0, /) qui répondent 4 la relation

S —TST = o,

A . r

ou T et T sont inversibles. Nous avons étudié les méthodes d’inversion de Popé-
A

rateur S quand T et T ont des composants imaginaires uni- et bidimensionnels.
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Dans ce cas ¢ est un opérateur intégral au noyau dégénéré. Dans un cas plus géné-
ral, ou 7 et T ont des indices finis de défaut et une “orientation triangulaire
inverse”, I'opérateur ¢ a aussi le noyau dégénéré.

Nous avons démontré que pour construire I'opérateur S-1, il suffit d’inverser
.S pour un nombre fini de fonctions.

Le cas ou

!
K
(T (x) = f(x) — 0!5(! — x)f()dt,

(Tf) (x) = f(x) — B\ (x — ) f(1) dt.

Sy %

nous semble présenter un certain intérét.
Pour construire S-1, dans le cas ol

lJ

(S/)(x) = f S SCx, 1) £(1) dr,

X

il faut que le noyau S(x, t) soit une solution de I’équation différentielle aux dérivées
partielles (si S,,(x, ¢) et S,.(x, ?) existent)

( e 1 ) S(x, t) — S(x,1) = 0
o Ot B ox?
qui peut étre hyperbolique ou elliptique, en fonction du signe de af.
Nous avons également démontré que pour trouver le noyau de I'opérateur S-1,
il faut résoudre une équation hétérogéne ayant une partie gauche analogue. Notons
que dans le cas elliptique il ne suffit pas de connaitre le noyau de opérateur intégral ¢
pour construire S~ (voir théoréme 18). La prise en compte des conditions sup-
plémentaires aux frontiéres liées aux particularités du cas elliptique est nécessaire.
Apparement dans le cas o le noyau S(x, r) de ’opérateur initial constitue une
solution d’une équation différentielle homogéne aux dérivées partielles de I'ordre
final (dans la classe des fonctions classiques et des distributions), on peut toujours

trouver des opérateurs T et T tels que S — TST = @, ou @ a le noyau dégénéré.
Le noyau de 'opérateur S -1 est construit de fagon analogue, qui consiste 4 résoudre
une équation hétérogéne et double par rapport a I’équation pour S(x, ?).

Notons, en conclusion, que les méthodes décrites dans 'ouvrage sont parfaite-
ment valables pour la solution des problémes de la similitude d’opérateurs (voir [4]).
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1. FACTORISATION DES FONCTIONS D’OPERATEUR

I. Les égalités

Xp+1 = Tx, + ouy ]
* X,
g frsiies S

nz 0, ou Xnjgeg = Xo €L ol & est 'opérateur

o[} fJner-non <[] (]

v uy uy

(x e H, uyeE, ul ¢ F), forment un systéme ouvert.

L’espace de Hilbert H est appelé “espace intérieur’’, E et F sont appelés “espa-
ces extérieurs”. Les vecteurs u, sont appelés “signaux d’entrée’’, u} “‘signaux de
sortie”’, les vecteurs x, ““états intérieurs du systéme (*)" et x, “état initial du systéme
(#)”. Aucas oll x, = z"x,, uf = z"u§ (n=0) constituent des successions harmoni-
cuses de valeurs,

xo =zl — T) puy, uf =0 (2)u;.
La fonction
01(2)=0(z) =K+ Y@z~ T) "¢

est appelée “fonction de transmission du systéme ouvert &(*)".
Le systtme /() inscrit dans la matrice de Uespace de Hilbert

-1 oo
(Z e E) ®HD ( Y@ F) est, au fond, la dilatation [2] de I'opérateur T.
T 1
Le systéme des équations

{yn: Ty,o1 + vy iry‘—ii
vf = Y11 + Ku; —

(%, %)

n =0, ol Vanmo = Yo» €1 ou # est I'opérateur

@:[T I‘g H® F> H®E, @[y"“]z[y"],

- +
@ Uy Up

(y.€H, v;eF, vlck), est appelé “systéme ouwvert dual”. Les vecteurs y,, v¥
portent les mémes appellations que ceux du (#).

Au cas ou y, = z",, vi=z"¢F, n >0 constituent des successions de
valeurs harmonieuses,

yo=(1 — zT)~Wvz, vf = 02(2)v5.

9 .. c. 2086
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La fonction
é}(z) = é(z) = K + zp(1 — zf’)"t[?

est appelée aussi “fonction de transmission du systéme ouvert dual 2 (*, %)™
Autrement dit, le systéme /() opére le mouvement dans un sens, et le sys-

téme #(*, *) dans le sens inverse.
II. THEOREME 1. a(z) 0(z) = I a condition que| Uopérateur S : H — H existe
et répond aux équations qui suivent:
(1.1) ¢y = S - TST
(1.2) @ST+Ky =0
(1.3) TSp+gK=0
(1.4) @S¢ =1 — KK.

Preuve. 5(2) 6(z) = I équivaut a la relation
1 = RK + Ry(z — T) ¢ + 2p(1 — zT) YK +

+2p(1 —z) "Wy (z — 1),
a la suite de (1.1), nous avons

1= RK + Ry(z — T)=*¢ + 2(1 — zT) K +
+2p(1 — 21)18(z — T) '@ — zo(1 — zT)TST(z — T)g.

Les équations z(z — T)' = T(z — T)~1 + 1, zF(1 —zD)t=(1 —z)1 — ¥
donnent:
1 — RK = RY(z — T)¢ + zp(1 — 2T)- YK +

+ p(1 — 20)1Sp + HST(z — T) .
Avec (1.2), (1.3), (1.4) on parvient au but. 2]
THEOREME 2. 0(z2) é(z) = [ a condition que 'opérateur Q : H —» H existe et
répond aux équations suivantes:
@1 ¢p=0Q— 10T
(22) oK+ TQy=0
(23) Ko+ yol=0
(24) YOy =1—KR.

(2
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La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 1.

Les conditions (1), (2) sont équivalentes a celles qui suivent:

3 ﬂ[s o]dz[s 0]
0 I 0 I,

@ o ale=lo n)
0 I 0 I
Les conditions (3) et (4) prouvent la S-similitude des systémes ouverts (dila-

tations) (*) et (*,%). Les égalités (3) et (4) constituent, au fond, la loi énergétique de la
conservation.

III. Le sous-espace

Hy=V T'9E (Hy= V T}F)

n>0

est appelé “espace d’observation du systéme o (#).
Le sous-espace

H,= V T*"y*F (H)= V T*"4*E)

m>0 mz0

est appelé “espace de contréle du systéme &/ (#)”.
Dans le cas ou V'espace H est égal

H=H,=H, (H=H,=H,),

14
le systéme ouvert & (#) est appelé “systéme minimum (simple)”’.

THEOREME 3. Supposons que nos systémes sf(x) et B(*, %) sont des systémes

minimums, et que zi # 1 pour chaque point z, (1) € C du spectre de ’opérateur T (f‘ ).
Alors, il existe I'opérateur borné S(Q) qui répond aux équations (1) ((2)), et

Q=51

Preuve. La résolution S de la relation (1.1) existe et est €gale 4

) S S(u-‘T) W(z — 1)~ dpdz
(27:1)2 1 — uz

Cr

ou Cy est la courbe dans C qui contient les spectres des opérateurs T et T. Aprés
Putilisation de cette résolution S, 8(z) 6(z) = 1 conduit & I’équation qui suit:

1 — RK =S¢ + (RY + $5T) (z — T)~'¢ + z(1 — zD) (K + 7Sp).
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Comme le systéme .o/ est un systéme minimum, nous avons les équations (1.2)—{1.4).
La preuve que @ existe et correspond a (2) est analogue.
Les conditions (3) et (4) conduisent a I’équation qui suit:

& oJmsefe 2]
0 I 0 I

TOS = QST, QOS¢ = ¢, YOS =1). Ces égalités démontrent que @ = S~

EXEMPLE 1. Si § = I, on arrive aux relations suivantes:

T 'Dye12
6 = Y T H® 27+ - HDS 9
© [errlm —T* ] i r
ot Dy =1—TT* Dp=1|—T*T, J.(Jr)=Sign(D;(Dr)), 9= D;H,
D = 5:[?, et
# t '1/2
(&) g={r 'Dy' Z[IH 0 ]d*[’” 0]:H®%_’H®@T._
JT"DT‘,1/2 _T 0 JT‘ 0 JT

Dans la théorie des opérateurs, &f (6) [1] est appelé la colligation (operator
node); le systéme ouvert () {2] — la dilaration de T; et la fonction

0(z) = 07(z) = —T* + Jy'DyV2(z — T)~HDps|V2: Dpe — Dy

— la fonction caractéristique de I'opérateur 7. La fonction de transmission #, dans
notre cas, est égale a:

0(z) = 0r+(z) = — T + zJp! Dre'V2(1 — zT*) YD V2 : Dy > Dy .

Les conditions @(z) 0(z) =1, 0(z)0(z) = I dans ce cas sont bien connues dans la
théorie des colligations (dilatations), et sont souvent utilisées.

IV. Supposons qu’il y ait deux systémes ouverts (*)

w,:[Tl “’1] ‘H,®E— H, ®F;
v K

Ml [Xn] — [xn+l] ; IX,,( ~—>
Uy, 2
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et
ﬂgz[Tz (pz]:Hg@E’éHz@F,;

2 2

, , ’ .

o Xn| _ | Xn41] . Yn 757 n

2 ’ - ’ 4 > [ Xn I —
Uy Uy B

Le systéme ouvert suivant:

o [T 1 (Pﬂ//z] ¢, K,
A =g, @) (H:®In)=|lo 17, o
U Ky, KK,

" HoOHOFE ~HOHOF

est appelé I'adhésion (coupling) des systémes sf, et &/, lorsque F' = E. 1l est évi-

dent que la fonction de transmission du systéme .9; est égale a:
6:(z) = 0r,(2)07(2).

Supposons ensuite que nos deux systémes &/, et &, répondent aussi aux condi-

tions (3), (4)
‘ézk I . l L k | I b4

-1 -1
M*[Sk 0].@“:[5,‘ 0 Py k=],2.
0 1 0 1

(]
Dans ce cas, le systéme &/ répond aux conditions analogues

o o o o o 0--1 ° °—l 1
ga[S O]J:[S 0], ﬂ[s 0]@:[5 0]
0 17 0 I 0 I 0 I

W E = (B0 In) (s, ®R) et S= 5,0 S,
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V. LEMME 1. Supposons que l'opérateur

S —_ l:Sll S12

S‘.!l 22

]:HI®HI—’HI®H2,

et que S, Sy, sont inversibles. Alors, S représente S = VU, ou

[ 0 e o[5S
SaSit Ser — S St S 0 P,

sont aussi inversibles.
La démonstration de ce lemme est évidente.

THEOREME DES FACTORISATIONS 4. Supposons que nos systémes s(x) et HB(x,)
répondent aux conditions (1) et (2); en outre, H=H, ® Hy, TH, ¢ H, (T'\H ==
= T,), T H, « H; ( T'H = 5‘,‘). Supposons aussi qu’il existe des opérateurs
f’“}{/}F et K1

Alors la fonction de transmission 64(z) est le produit

01(z) = 07 (2) 0 (2),
(7) 07 (2) = Ky + ¥n(z — T) 'S SeKz",
br(2) = Ke + KiWQOE( — To) "¢,
oii K,, K, sont des opérateurs arbitraires K,K, = K, et ot Q = S~%, ¢y, = yP,,

@2 = Pyp.

Preuve. Vu la relation S = VU (Lemme 1), la condition (1.1) équivaut
a la relation
(8) V-1yU-t = I — V'TVUTUL

La fonction de transmission

0:(z) =K+ (z—T)'o =K+ J(z—To,

- . [T, r
=yU-!, p=Up, T=UTU-* =|"" ~])
(t/f ¥ 10 (0] [0 7,

est représentée par:

0:(2) = K 4+ i, Py(z — T) 1Py + YPy(z — T)'Psfp +
(9)
+ Pz — T) P[Pz — T) 1Py,
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car
(z—T)* (z— Tl)—lf(z — Ty~ .

e=n =] (z— Tt

La condition (8) entraine la relation suivante:
P,V-YpP,= P,V-'TVP,TI.
D’autre part, la condition (1.3)
VATVe + VYK =0
et la relation précédente donnent
[ = P,pK~YP,.
Supposons que K = KK, et que chacun des opérateurs K7 et K3! existe. Aprés
cela, la fonction 8,(z) (9) représente
01(2) = (K, + §Pi(z — T) *PpK3") (K + KTWPy(z — T) 1 Pa).
Utilisant la forme triangulaire de V et U, nous avons
0r(2) = (Ky + ¥u(z — T) 'S SeK3') (Ko + K1Y 00%:'(z — T2)~'2)
Yy =YPy, Ty = PTP, ¢, = Pyp, Sy = PSP, Q= S~1, Qs = P20P;).

REMARQUE 1. Dans le méme temps, si nous supposons qu’il existe des opéra-

teurs 7-! | oE et K1, la fonction de transmission 05(z) sera, elle aussi, le produit
03(z) = 63 (2) 9;1(2),

6. () = R, + 2R7'$SS5 (1 — 1),
(10)
05 (2) = Ko + 2o(1 — 215) QR QYR

) Ty e . - £ D O . " N A
ol K,, K, sont des opérateurs arbitraires K = K,K; et ou ¥, = Py, @ = QP..

REMARQUE 2. Admettons que les conditions du théoréme 4 et de la remarque 1
sont respectées dans le méme temps. La propriété 3(2) 0(z) = I est observée dans les
factorisations 0(z) = 6,(z) 0:(z) et é(z) = '(\)2(2) .§1(z) pour les multiplicateurs.
0,(2)0,(2), 6.(2)6,(2) = I (et 05(z)0s(z) = I), au cas ol la solution S, = Uy, = S,
est choisie pour le systéme (1), (et S, = Voz = Sy — S Sy Sie pour ag(z), 0:(2))
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VI. APPLICATIONS. Supposons que nous avons la fonction
n
(10") 0(z) = 0o+ Y, Oz —2z)" " E>E
k=1

zy # 0. Démontrons que la fonction 8(z) se présente comme:
0(z) = 6, + Y(z — T)*o.

Supposons que I'espace H soit égal 8 H =}  ® E, et que I'opérateur ¢: E - H
1

soit défini par la condition
(pé = (olé’ 026’ BRIEE 9"6), é’ € E

Alors 'opérateur T: H — H est défini comme 'opérateur T = z,/ 4+ N, ol
Nh = (6, &, ..., 60 0), h=(§,...,¢)€eH,
et, enfin, ¥ : H — E est choisi comme |’opérateur
Vh=¢&¢, h=(,....,&)eH
Il est évident que la fonction 6(z) (10') est égale a:

an 0(z) = 6y + Y(z — T) "o,

parce que (z — T)~'= Y} NK-1(z — z)~*
k=1
Supposons aussi que la fonction (1) est inversible et que la fonction 8(z) =
= 0-1(2) est égale a

12 é(z) =0"2) = é\0 + i Bl — zpo) K2k,
k=1

po # 1, 1 # pez, . Alors la fonction @(z) a la forme:
(13) 8(z) = 6, + zp(1 — 2T)~Ty.
Pour cela, il suffit de définir 'opérateur T= tod + N dans I’espace H:

ﬁh:{oi él:-‘wén-l), h=(§13~'-3€n)eH’
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et les opérateurs o, lﬁ sont choisis comme les opérateurs
Ve =(64,...,08), CekE
‘7’}125,., hz(éb""én)eH'

~ - . . by
Si les opérateurs 68, et 8, sont inversibles et si les systémes ouverts correspondant

aux fonctions 8(z), ?)(z) sont minimums, il ressort du Théoréme 3 que les opérateurs
Set @ = S qui correspondent i (1) et (2) existent.

Supposons que tous les opérateurs S, = PSP, sont inversibles tout comme
la résolution S (5), ou P, est la projection (1 < &k € n),

Ph=(,..,8,0,...,0), h=(,...,&)eH
THEOREME 5. Supposons que la fonction 8(z) (10°) est inversible et que 0-(z) =
= A(z) est égale a (12), que la résolution S soit inversible tout comme S, = P, SP,
(1 £ k< n), @o, 0, et que les systémes ouverts correspondent aux 0(z), et que (5(2)

$0it minimums.
Alors, la fonction 0(z) est le produit

0(z) = 6,(z) ... 6,(2),
ol 6,(2) = 0y(K) + Bz — z)~Y, (1 <k <n).

REMARQUE 3. Le fait que les systémes ouverts &/ = [l/]; ® ] et B= [g ‘,g ]
0 0

sont minimums et que les opérateurs S, sont inversibles apporte de nouvelles limita-

tions aux coefficients {6,}; et {é\s}i'.

REMARQUE 4. Dans le cas général ou

Nk eks
0 =6+ Y Y —
k

=501 (2 — 2))°

il faut utiliser la somme directe des constructions (11) pour des différents {z,}5.
ANNEXE

I. A titre d’application des résultats du §1, examinons le cas ou la
fonction de transmission 8(z): E — E est égale a

A
(A.D 0(z) = S exp(z+ B,) (z— B)b,dt
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ol B, est la fonction inversible de la valeur d’opérateur dans I'espace Hilbert E,
b, est la mesure de la valeur d’opérateur dans le méme espace E, (il n’est pas prévu
que B, > 0), zeC.

Supposons aussi que ces fonctions aient les propriétés suivantes:

1l !
(A.2) 0B.Brord < 00, \ L (o) L (o) dx < oo
dx dx
1]

ou ¢, est la solution de ’équation

QD;;= _q’xbx’ 90::[,

!
o
c'est-a-dire @, = S expb,dt.
X

Soit que L% (0, /) un espace de Hilbert. Si f(x) est la fonction de la valeur de
vecteur dans E pour chaque x € (0, I) et est telle que

!
S < f(x), f(x) >pdx < oo, alors f(x)e L0, I).

[}

Introduisons I'opérateur T dans LE(0, /)

i

(A3) (TF) (x) = F(x)B, + 2Sf(r) b dr ¢.B,,

et introduisons I'opérateur ¢: E — L%(0,/)
(A4) : oh = ho, B,

pour chaque » € E. Supposons que 1'opérateur y: LE(0, /) — E est défini par la for-
mule qui suit:

{
(A4) W) = 2Sf<t>b,<p,-1¢o ar

et que Popérateur K est definit dans E par I’égalité

(A.5) Kh = hpy, (heE).
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THEOREME A.l. La fonction de transmission 0(z) = K + Y(z — T) Y, ou
les opérateurs T, @, Y, K sont définis par les égalités (A.3)—(A.5) et représente (A.1).

La preuve de ce théoréme est évidente.

I1. Dans I'autre cas, supposons que la fonction de transmission 5(2) dans E
est égale a:

A
(A.6) é\(z) = S exp(l 4+ zA4,) (1 — zA,)la,dt
0

ol les fonctions A4,, a, répondent aux conditions analogues a celles du cas précédent.
Introduisons dans L%(0, /) I'opérateur

(A7) (T @) = (), + 2 S FOan degA,,

ou la fonction ¥, est la solution de I'équation

A \
Vo= Yna,, Wo=1 (!//x=8expa,dt)

et, outre cela,

1 !
(A8) Sw‘A,A?w dr < oo, Si <n/z:1)(~d— w:“-l)dz < .
) dt dr

0
Supposons que : E — LE(0, /) est égale a:
(A.9) Uh=hya, (heE)

et que opérateur @: L%(0, /) — E est défini par I'égalité suivante:

!

(A.10) o =2 Sf(t)a,wrlw, dr.

o

Supposons enfin que K : E — E est égal i:

(A.11) " Rh=hy,.
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THEOREME A.2. La fonction de transmission 0A(z) =K + zp(1 — zf")‘lz;, ou
les opérateurs f’, ?, tﬂ, K sont définis par les égalités (A.7) — (A.11) et qui repré-
sente (A.6).

111. Supposons que A, =: €® et que B, = e, ou «, § sont les constantes dans C.

Nous cherchons la solution de l'équation (1.1) S — TST = Ax/n// sous la forme
suivante:

1
(A.12) (SF) () = Sf(r)b,rpr‘S(x, 1) dr gy,
Q

ou S(x, t) est la fonction de la valeur d’opérateur dans E pour chaque x, ¢t [0, I].
Les calculs nous donnent I’équation suivante pour S(%, t):

(e85 — 1) S(x, 1) + 2eﬂSF<s<x, £)de + Ze“SS(c', 0 Gy dE+
0

(A.13)

X t

+ 4eﬂ+°8dy S A& Fy S(9, &) Gy -+ 200 = 0

0 0

ou F, = @boi* et G, = Y,ay3".
Cette équation intégrale est équivalente au probléme de Cauchy qui suit:

-

2
y =2 S(x,0) + 209F, 2 s(x, 1) + 2 S(x, 1) 265G, +
ax ot ox ot

+ 4ef+eF,S(x, 1) G, = 0
(A.14) |

¥ 5‘3— S(x, 0) + 2e*S(x, 0) G, = 0
X

78(0,0) + 2@qe* =0, y=ebf+* — 1.

Si y = 1, I'opérateur B(x, t) qui est égal &

A A
B(x,1) = S exp2ef F,d¢ S(x,t) S exp2e® G(y) dy
[} [}
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répond a la tache suivante:

2

dx Ot

B(x,t)=0,

9 Bx, 00 = 2 B0, 1) =0, B0,0)= — 2pe*
dx ot

et de ce fait B(x, t) est égal a:
B(x,t) = —2¢p,e°.
~ A
Alors, si nous désignons parS exp2ef F.= N-1(t) et S exp2e* G(y)dy = M~(x),
0 0
nous arrivons a la solution suivante de S(x, ¢):
(A.15) S(x,t) = —2e*N,p,M, .
Les opérateurs N, et M, existent comme les solutions des fﬁches suivantes:
N{ = —2efF,N,, N,=I;
M,= —M_2eG,, My,=1I
THEOREME A.3. Supposons que ef*® = 2, que 'opérateur S (A.12) (oi le noyau
est égal a (A.15)) répond a la condition (1.1) S — TST = nﬁ://, alors le noyau S(x,t)
définira d’une maniére unique les mesures

b= s [% o7S(x, t)] $-1(x, 1) 0,
1
1 — 2ee
11 en découle que les mesures d’opérateur des intégrales multiplicatives (A.1)
et (A.6) sont définies d’'une maniére unique par Popérateur S. Cela veut dire

a, = -

WS, 1) [—~ S-1(x, 1) ¥, ]

que les chaines des sous-espaces invariants pour T (f) correspondent d’une fagon
biunivoque aux solutions S de I’équation (1.1).

2. CONSTRUCTION DES INVERSIBLES DANS L’ESPACE L%, /).
RENSEIGNEMENTS PRELIMINAIRES

THEOREME 6. [4]. Tout opérateur borné S dans espace L*0,1) se présente

comme Suit:
1

(14) (8N (%) = SS(x, 1) f(1) ds,

ou la fonction S(x, t) € L*(0, 1) pour chaque valeur fixe x € [0, 1].
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REMARQUE 5. {4). La fonction S(x, ¢) peut étre choisie de fagon que
1
(15) S@a, 1)=20 SfS(x + dx, t) — S(x, H)}*dr < || S|jE- |4xi?
o
ou g est un certain 'intervalle [0, /].

Les preuves du théoréme 6 et de la remarque 5 sont présentées dans [’article
de L. A. Sahnovié [4].

Nous utiliserons dans Ia suite les formes suivantes des opérateurs dans L?(0, /):

THEOREME 7. Tout opérateur borné S dans I’espace L*(0, 1) représente :
1
d
(16) (N = = S SCx, 1) e (1) dr
‘ x
0

oit la fonction S(x, t) € L*0, I) pour chaque valeur fixe x € [0, 1].
La preuve de ce théoréme (tout comme celle du théoréme suivant) est évidente.
THEOREME 8. Tout opérateur borné Q dans L*(0,1) apparait comme:

!
(17) e =e SQ(x, ) e'f(0) dr
0
oit la fonction Q(x,t) € L*(0,1) pour chaque valeur fixe x €10, 1].

REMARQUE 6. Comme dans le cas précédent (remarque 5) les fonctions S(x, t)
et Q(x, t) peuvent étre choisies de la méme fagon (15) (ol, par exemple, a = [ et
nous avons que Q(/, t) = 0).

1. CAs DU SPECTRE A UN POINT T ET 7. Nous considérons deux opérateurs
T et T = T* dans l'espace L*(0, /):

[}

(T ) = f(x) — 2Sex-'f<t) dr

(18)
&) = fx) - 2Se"" 70) dt.
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Si nous définissons les opérateurs ¢: C — L2(0, /) et ¥: L2(0, ]) » C au moyen des.

€galités suivantes:
!

i =12 e (((p*f) (1) = Vi‘gfa)e'—’dt)

0

1
Yf(x) = ]/ESf(z)e-' dr (Y*r=12AeY),

0

4 € C, nous avons la colligation [3, 4]
T o7, .,
@=|, t]renecsronec

ou K:C ~ Cest égala KA = e~!A.
Supposons que nous avons un opérateur borné dans l'espace L3(0,/) ayant.

la forme (16) (théoréme 7):
1

() () =ex L S S(x, O f () e~ dr,
dx
0

et que le noyau S(x,?) soit égal a:
S(x,t) = e S(x —1).

THEOREME 9. L’opérateur d’intégrale suivant

4

(19) | (Sf)(x)=e-xd—‘lgerS(x—z)f(z)e—rdt -
X

<

répond a la condition
!

(20) (S — IST)f(x) = ZSf(t)(N(t)e"‘ + M(x)e™") dr,

0

o T et T sont définis par les formules (18) et les fonctions sont égales

N(t) = — TS(~t) = — S(— 1) + 2Se5-'dg“, M(x) = S(x)..

[
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Preuve. Les calculs montrent que

! t
(S — TST) fx)= 2e-~*S{s<x, 1 — S(0,1) — 2S[S<x. £)— S(0,6)1de e~'f(1)dr +

0
It
,
260 L SS S(x. &) dEf(r) e~ db,
X
00

ol S(x,1) = e**'S(x,1).
Simplifions la derniére intégrale:

' t

S S(x, &) d& = S S(x —- &) ex*+i de.
0

0

Si n soit est a n = x — £, alors nous avons

X

= S e**~"S(n) dn.

X -t

Cette fonction a la dérivée selon le variable x, d’ou:

[ i t

.:_ SS S(x, &) defir)e" dt = S[eXS(x) — S(x,0)+2 S S(x, &) dgle*f(¢) dr.
0

' X
00

Maintenant, nous avons I'égalité:

i t
(S — TST)f(x) = 2e"‘S{—e’S(—t) + e*S(x) + 2 SS(—é)ee}e"f(t) dt

0 0

mais cette équation est précisément ce qu’il fallait démontrer. A
COROLLAIRE 1. Si Popérateur Q = S~1 existe, alors opérateur Q répond
a ’égalité
!
@ (@ = ety =2ex\ e o 0 1

0
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ou
0(x, 1) = Ny(1) My(x) + Noft) Mi(x),
(21 — S(—t) = S¥'N|(1), e~ '=T*S*N,(1) ¢,
e~ = ST-1e"M,(x), S(x)= ST e"My(x).
Preuve. Supposons que STf = g, alors, aprés le remplacement opéré dans (20)
et aprés 'application de TQ dans I’égalité (20), nous obtenons I’équation suivante:

i
(@ — TQT) g(x) = 2S(T‘1Qg) (1) {N()(TQe~%) (x) + e H(TQM,) (x)} dt.
Si nous désignons
(Q*T*IN) (1) = e'Ny(1)

(Q*T*~le™") (1) = e'Ny(1)
(21
(TQe™) (x) = e"My(x)

(TOM(x)) (x) = e*My(x)

nous obtenons le résultat voulu.

THEOREME 10. Supposons que I’opérateur Q soit borné dans I'espace L%(0,1)
et répond a I’égalité suivante:

!

@2) (@ — TOT)f(x) = 2¢* S o(x, 1) (1) e db.

0

Alors la fonction suivante :

X+t

ee_x_,¢(6+x-r é~x+:)d§

»

1
23 G(x, 1) = —
(23) (o 1) =~ 5 5

21— |x—t|

est absolument continue par la variable t et 'opérateur Q se présente comme
suit:
!
dr
(24) @) (x) = ——Sf(t)e 2 6x 0y .
dx
9

10 — c. 2086
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Preuve. L’opérateur Q étant borné, il ressort du théoréme 8 que Q a la

forme suivante:
1

of =¢* 4 S O(x, 1) f(t)e' dt
dx

[

olt O(x, t) répond a la condition @(/,t) = O et a la condition (15). De la condition
i

(15), 1l ressort que I'intégrale SF(x, &) d¢€ est continue par le variable x. De ce

0

fait, il existe la fonction
1

!
Oi(x, 1) = SS Q(x', t"ydx' dr'.

i
Supposons que ¢,(x,t) = S(p(x’, t) dx’', alors I’équation (22) conduit, aprés ’appli-

x
1

cation de l’intégrales - dx’, a I’égalité suivante:

X

25) ( A a——) 0,5, 1) + 204(x, 1) = oy(x, 1)
. Ox ot

et, d’autre part, Q,(x, t) répond aux conditions initiales qui suivent:

(25%) O, 1) = Qy(x,1) = 0.
La tiche (25), (25') a la solution unique,
x4
1 T+x—1 T—X+1
1) = — er——x—l s dT.
0 ) = (7 )
2l-)x-1]

Cette formule peut étre présentée comme suit:
‘
Ol(x, 1) = e (¢ +x—1,8)dl (x=1)
I—x+1¢
:
0u(x,1) = Se2‘f-'>w1(c +x—68d (<.

i
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Car —;— @i(x,t) = — @(x,1), nous avons que
X
@ eenpctx—nyd (20
Ox
I-x+1¢
a 1
e Sez‘é-wp(c +Fx—t,8d (x<0).
x

3

L’union de ces représentations dans une formule donne:

x+1t

0 1 E+x—1t E—x+1¢
R , = - §-x—1 H d .
ox O:(x, 1) 5 € 4 ( 2 > ) g

2l [x—1|
a2
dx Ot
CONCLUSION 1. Pour construire l'opérateur inversible Q = S-! dans tout
Pespace L2(0,7), il est nécessaire de calculer Q et Q* (c’est-a-dire construire les

inversibles des S et S*) pour quatre fonctions seulement (I’opérateur Q — pour
e *et S(x),et Q* — pour S(— x) et T*~e~*). Ensuite, construire le noyau ¢(x, t) =

Pour obtenir le but recherché, il faut utiliser la condition Q = — Qi(x, t).

2
=Y, Ni(t) Mi(x) pour les fonctions {N(t) M, (x)}? et utiliser la construction (23),
k=1 ‘

(24) du théoréme 10.

A
1J. CAs DU SPECTRE CONTINU T ET 7. Supposons que nous avons maintenant

deux opérateurs dans L%(0,/)
!

(TF) (x) = £(x) — 2a() Sf(t) dr

(26) )
() () =fx)—2 ﬂ(x)Sf(t) dr

ol a(x) > O et ﬂ(x) > 0 (par exemple) pour chaque valeur xe fo, 7].
Etudions dans ce cas I'opérateur

(S7)(x) = 5‘1

X

S(x, 1) f(t) de,

™)
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ol S(x,t) dépend des variables x et ¢ de maniére suivante:

S(xa 1) = exp(ux + ’l),) S(ux - ’L’,),

(27
Uy = Sﬂ(é) a, v = Sa(é) d¢.
0 0
THEOREME 11. L'opérateur borné S (14), (27)répond @ la condition suivante:
{
28) (5 — TST)f(x) = 2 Sf(t) (M) + BN dr,

0

oi T, , T sont définis par les formules (26) et

M(x) = B(x) € *S(uy),

N(t)= —e'S(—v,) + 2 Se"%‘(—v{) a(E)dé = — T*e"'S(—v,).

0

COROLLAIRE 2. Si ["opérateur Q = S~ existe, alors l'opérateur Q répond

a Iégalité:
1

(Q — TQT) f = 2Sf(r) o(x, t)dt,
(1]

ou
@(x, 1) = Ny(1) My(x) + Ny(t) My(x)
(29)

T*S*N() =1, S*Ny(t)= —e 'S(— v,)

ST-'M\(x) = B(x) € *S(u), ST *My(x) = B(x).

THEOREME 12. Supposons que I'opérateur borné Q répond a !'égalité suivante:

i

(0 — To)f =2 S o, 0f(1) dr.

[
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Alors le noyau

G(x, y) =
(30)

1 E4+u, — v, E—~u,+v E+u,—v
—_ eé—"x“v X t, X t -1 x X t d
2 ,(,,( 2 2 )ﬁ ( ( 2 )) ‘

uo+uo+0(—-ux+uo+w'~ v)

est une fonction absolument continue selon la variable t, et 'opérateur Q se présente
comme suit:

)

0
(31) Q1) (x) = Sf( )’U?G("’ ) dr

0

ot o(u, vy = @(x(u), t(v)), x(u)(t(v)) est la fonction inversible pour u,=
ué).

CONCLUSION 2. Pour définir S-1, ou S est représenté par les formules (14), (27),
il faut trouver le noyau ¢(x,t). Cela veut dire qu’il suffit de calculer Q = S-1,

Q* pour quatre fonctions seulement: f(x) €"*S(u,), B(x), (T*~*1) (x) et e*S(— v,).

=Sﬁ(§)d§(v, = Sot(é) dé) et ug=u,, vy =10,;, et 8 = sign (ux~vt+l/@~2—
0 0

1
EXEMPLE 2. Supposons que f(x) = ——, et a(t) = --L—. Alors dans ce
x 41 t+1

cas nous avons que u, = log (x 4 1), v, = log(t -+ 1). De ce fait, le noyau
sera €gal a:

S(x, 1) = (x + 1) (£ + 1) s(loge(;‘:ll)).

Nous pouvons construire 'opérateur de la méme maniére quand les noyaux
sont égaux a:

SC. 1) = f(x) g(1) S(loge /() )

g(1)
ol f(x),g(?) (= 0 dans [0,/]) sont des fonctions arbitraires.

~
III. CAS DESOPERATEURS TETT DE DEUXIEME ORDRE. Dans cette partie,
nous étudions de maniére analogue la possibilit¢é d’inverser l'opérateur S dans
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L*0,7), quand T et 7 sont définis par les égalités suivantes:
{

(TF) (x) = f(x) — aS(r — x)d(r)dt

(35)

X

Fx) = £ — BS(x () de

ol a, B (< oo) sont constants. Il existe trois situations différentes, & savoir:

1) aff > 0, dans ce cas les signes de « et de f§ sont identiques (par exemple,
nous supposerons que « > 0 et f > 0);

2) aff < 0, dans ce cas les signes de « et de f§ sont différents (nous supposerons
aussi que a > 0 et § < 0);

3) af = 0,(sia = B = Odans le méme temps, ce cas ne présente pas d’intérét)
Supposons que « = 0, mais f§ # 0, par exemple.

~ Nous appellerons le cas 1) — le cas elliptique, le cas 2) — le cas hyperbolique,

et enfin le cas 3) — le cas dégénéré.

Examinons chacun de ces cas séparément.

A. Au début, nous étudions le cas dégénéré « == 0, f # 0 (ce cas est plus
simple que les autres).

THEOREME 13. Supposons que nous avons ’opérateur S dans L*(0,1)
!

S S{x,t) f(t)dt

0

(36) (S)(x) = (—id—

X

ot le noyau S(x,t) = P(x) R(t), P(x), R(t) sont des fonctions arbitraires. Alors S
répond a I’égalité suivante:

{
37) (S — TST) f(x) = BSf(t) R(1) M(x) dx

ou T, T sont définis (35)a =0, B # 0, et M(x) = S P(&)dé — xP(0;.
0

COROLLARE 3. Si I’opérateur Q = S~ existe, nous avons [’égalité qui suit:
1
(0 — Tot)f = Sf(t) Ni(t) My(x) dx.

0

oit N(t) = S*R(t), M(x) = SM,(x).
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THEOREME 14. Supposons que opérateur borné Q répond -aux équations
suivantes:

{
38) (@ — 107 f = ﬂgco(x, ) fr) dr.

Alors le noyau
i

G(x,t) =— S(p(x’, t) dx’

X
. 0 o .
est la fonction pour lagquelle o G(x, t) sera une fonction absolument continue selon t,
t

et Q se présente comme suit:
!

(39) ) (x) = i‘—Sf(r) & Gxrydr.
dx dr?

Les preuves des théorémes 13, 14 sont évidentes.

Dans notre cas (36) nous avons
1 ]

N (x) = — a‘;— Sf(t) NG S My(&) dedr.

X

o

CoNncLUsION 3. Il s’ensuit qu’il doit exister a priori une] deuxiéme dérivée
pour la fonction (S*R)(¢). Autrement dit, pour trouver S-! pour § (23), il
suffit d’inverser S sur la fonction M(x) seulement.

B. Examinons maintenant le cas hyperbolique a == a?, § = — b® Supposons
que lopérateur S dans L2(0,/) est égal a:
]

SHn =< S S(x, (1) de
dx
0
et que le noyau S(x,t) représente:
(40) S(x, 1) = exp[t—a- (,1 +l) + X (l — -l—)] o(A)dA.
2 A 2 2
G

La fonction ¢(4) est une fonction arbitraire (ou une distribution) et G est un
certain sous-ensemble de-R (G peut contenir les points 0 et ““co”, cela dépend
de la fonction ¢(1)).
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REMARQUE 6. Si ¢(4) € Cy(R) (par exemple), alors la fonction S(x,t) est la
solution de I’équation:

(41) (—l—ﬁ — _1__@2_) S(x,t) = S(x,1).
X

THEOREME 15. L’opérateur S (25), (40) répond a I’ égalité suivante :

1
42) (S —TST) fix) = at? Sf(t) (V) + NG + M) + )} dr,
(1]

ou T, T sont définis par (35) (« > 0, B < 0) et
N(t) = S,(t) — S(t — 1) S(x)dr; N(t) = + —]-2— S{0,1)— S (t — 1) $(0, 1)d ;
a

(43) ' ’
M(x) = — Sy(x); M(x) = — Si(x),

(quant a {S,}1 voir la suite (44)).

ta 1 24
== —~— l — —_— N ).‘
Si(0) Sexp{z( - A)} e Ol
G

ta 1 22
(1) = Zla+ - —— oy dis
Sy(t) Sexp{ 2( +- )}a%w“]) o(4) di;
G

xb 1) (A2— 1) + 2b/
s = \expl=——[1——]1.4)2 - (A} dAg
S(X) Se P{ 5 ( Il )} b2a2(i~2 _l:_ ])2(,’12 _ ]) (P( ) 3

(44)

G

xb 1 22— | 24b
Sy(x) = \expd 222 — —L.2a 2T L pydn
) S p{ 2 ( A )} ab2(i% — 1)
G

COROLLAIRE 4. Si I'opérateur Q = S~ existe, alors nous avons:

!
(45) (0 - TOf) f(x) = a2b28<p<x,z> fiy di
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4 .
o ¢ = Y, Nu(t) Mi(x), et ensuite
k=1

N(t) = T*S*N(1); N(1) = T*S*Ny(1);
1 = T*S*Ny(1); t=T*S*N,(1); 1= ST-'My(x);
x = ST My(x); 1= ST-Myx); M(x)= ST-M,(x).

THEOREME 16. Supposons que 'opérateur Q dans L*(0,1)
1
d
©@Ne) == SQ(x, 0 d,  0U,1) =0
’ 0
répond a I'égalité suivante:
’ !
46) (@ — TO)f(x) = a%zgrp(x, ) ftr) de
0

et que a = b. Alors la fonction

{ t+x+y I .
2 .
fz—gdy S Sq)(:, ¥) d¢ To(a V= () =F dr  (v<1p

X 1-x—-yy

47) G(x,t)= ]
! x-14z7 1
gz"z‘gdt S S"’(é, 1) dE Jo(a | P—(1—1)*+(x—p))dy (x>1p

i xti-1y

04 ,
ala dérivée- -—- et opérateur Q a la forme
ox2 ot -

i

d 04
(48) ©Nw == Sf(t)~ s G0 dr

<

ot Jy(z) est la fonction de Bessel d’ordre zéro.

REMARQUE 7. La supposition a = b n’a pas d’importance, elle est imposée
dans 'unique but de simplifier la formule (47).

REMARQUE 8. Variant la fonction ¢(4) dans la formule (10) (ou en choisissant.
des solutions de I’équation (41) dans des classes de fonctions plus larges), nous avons.
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des noyaux différents pour 'opérateur S. Notons que si le noyau dé¢ opérateur
initial S est une solution de I'équation homogéne (41), pour trouver le noyau de
I'opérateur inversible S-1 il faudra résoudre I’équation hétérogéne double.

CONCLUSION 4. L’analyse des résultats des théorémes 10—11 permet d’affirmer
que pour construire Q = S~ dans le cas hyperbolique (si S est défini par la for-
mule (40)), il suffit d’inverser S sur huit fonctions seulement {N,, M,}1, (45).

C. Etudions enfin le cas elliptique. Nous avons « = @* B = b2 Supposons
que a=b=1

!
sHx =2 S S(x, ) fit) dr
dx

ol le noyau est égal a:

(49) S(x, 1) = SS Io(r) 0, n) d€ dn.

2

La fonction I,(z) est la fonction de Bessel d’argument imaginaire d’ordre zéro,
r=)(x — &?%+ (r — n)? et D est un certain ensemble dans R%. La fonction ¢(¢, n)
est arbitraire et telle que les intégrales (49) et (51) existent.

REMARQUE9. Si @(¢, #) a des dérivées correspondantes, S(x, t) est la solution
de I’équation suivante:

(50) (»9-2— + ~—a~:'—) SC. 1) = S(x.1).

Dans le cas général, au lieu de f(z) nous aurions pu prendre Z1y(r) -+ BK,(r) — une
combinaison linéaire de solutions fondamentales de I’équation (50) dans les fonctions

cylindriques.
La fonction Ko(z)z—;c—iH{,”(ix), ou H{(z) est la fonction de Hankel
d’ordre zéro.

THEOREME 17. L'opérateur borné S (49) répond a I’ égalité suivante :

1
(S — TST)f, = Sf(t) (S1(x) + Salr) + 15(x) + xSy(1)) dr

0
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o T et T sont définis par (35) (a =B = 1) et

x

Si(x) = SS o, n)SIO(V T =OF T ) dy dédn
%X

I

Sy(1) = 88«»(6, n)S(t N = e

f2) 0

¢dr
Ve + G — n)

dédn

(51

X __—_— dy
Sy(x) = SS o, n)sll(l/(y — 624 n?) _"2_ dé dn
) ] Vo — & + n2

Sy(t) = — (TS0, 1)) (1)

COROLLAIRE 5. Si lopérateur Q = S~1 existe, alors Q répond a la condition
qui suit:

1
(52) (0 — ToT)(x) = Sf(r) o(x, 1) d1,

4 __
ot @(x, t) =Y, N(t) Mi(x) et
1
I =T*S*Ny(t), Sy(t) = T*S*Ny(1),
t = T*S*Ny(1), S,(t) = T*S*N,(1),
(53)
Si(x) = ST IM(x), | = ST 1My(x),
S3(x) = ST 'My(x), Sy(x) = ST My(x).
THEOREME 18. Supposons que opérateur borné Q dans L*(0,1)

i

(Qf) (x) = (% SQ(x, 0f() dt, Q1) =0

0

répond a la condition suivante (a = f = 1):

(54) (Q — T f(x) = Sf(t) o(x, 1) dr
0
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alors la fonction
!

11
G0 = zi SSKc.(r) Sw(r, ) de dé dy +
00

i{ 1 1
55  + ;—n S [S(r — &) () de Ky(ry) — S(r — h(e) de Ko(rl)] d -+
) |

¢

@

[ {

1
+ P S [S(t — 1) @y(7) dt Ky (rp) — S(T — 1) @(7) dt Ko("z)J dn
0 7 "
04
admet la dérivée -—---—— et I’opérateur Q se présente comme suit :
Ox? 012

1

of = Sf()—a%; G(x, 1y dt.

0
Les fonctions {@, Y} sont égales a:

Yi(x) = FQ1; Yu(x) = JFOU — x);

(56)
Pu(x) = Q7 F*1; @u(x) = Q*FH( — x);

!
foir I'opératenr % dans L*(0,1) est égal a (Ff)(x)= — Sf(t) dt; enfin r, =
=YE—=x)2t+n r,=VE8 +(—n)? KJ2) est la fonction de Hankel
d’ordre s.

CONCLUSION 5. A Ia différence des cas précédents, dans le cas elliptique,
pour inverser S sur une fonction arbitraire dans L%*0, /) il fauttrouver Q = S—?
sur huit fonctions {N,, M}, (53), et aussi calculer $—! et $*~! sur quatre autres
onctions (56).
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