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UN EXEMPLE D’OPERATEUR POUR LEQUEL LES
TOPOLOGIES FAIBLE ET ULTRAFAIBLE NE COINCIDENT
PAS SUR I’ALGEBRE DUALE

GILLES CASSIER

Nous considérons I’espace L(H) des opérateurs bornés sur I'espace de Hilbert
muni de la topologie ultrafaible induite par dualité avec 'espace L,(H) des opéra-
teurs a trace. L’algébre duale d’un opérateur T désigne I’algébre engendrée par T
pour la topologie ultrafaible, en suivant [1] nous la noterons 7. Rappelons que la
topologie faible d’opérateur sur o7, est définie par les semi-normes du type p(S) ==
:: Tr(AS) ol S€ o/ et A est un opérateur de rang fini. Nous dirons que deux
éléments A et B de L,(H) sont équivalents pour 7', 4 ~ B, siet seulement si Tr(A7") =

== Tr(BT") pour tout entier positif n. Dans [l] il est montré pour une trés vaste
classe d'opérateurs la coincidence de la topologie ultrafaible et de la topologie
faible d’opérateur sur o/, . G. Robel {5] a méme montré que tous les “B.C.P. opé-
rateurs’ vérifiaient la propriété suivante:

(1) Tout opérateur de L,(H) est équivalent pour 7 4 un opérateur de rang 1.

Cette derniére propriété est un point essentiel dans la technique de S. Brown
[2] et S. Brown, B. Chevreau et C. Pearcy [3] pour prouver I’existence de sous-espa-
ces invariants non triviaux pour les opérateurs sous-normaux, respectivement a
spectre riche. : ‘

Une question naturelle s’est posée alors: existe-t-il des opérateurs sur H
ne vérifiant pas la propriété (1) ou méme pour lesquels les topologies ultrafaible
¢t faible d’opérateur ne coincident pas sur I'algébre duale?

Nous allons construire un exemple de tel opérateur. (Un autre exemple de
conception totalement différente est donné dans [6].) Pour notre opérateur l’al-
gébre o7, , le commutant {7}’ et le bicommutant {7'}"" sont identiques. Le calcul
fonctionnel n'est pas isométrique, en effet 7 est une contraction C, dont la fonction
mimimale est un produit de Blaschke.

Nous concevrons ensuite un opérateur dont le spectre contient le tore, pour
lequel le calcul fonctionnel est isométrique et un opérateur a trace A qui n’est



326 GILLLES CASSIER

éguivalent pour le bicommutant a aucun opérateur de rang fini (Cest-a-dire si B
est tel que Tr(BS) =- Tr(4S) pour tout S de {T'}", B est automatiquement de rang
infini). .

On considére pour un entier p supérieur ou égal a deux I'espace:

H=E®F®G ® ... ®G,,

rip +3)

avec dimE: dimF.=p et dimG; p—i, donc dimH,: On prend

alors {¢,, ...,c,} une base orthonormale de E, {n,, ..., #,} une base orthor.orma’e
de F et on choisit pour / variant de | & p — 1:g; ;5 8415 --. 5 &, dans G, tels
que la famille {n; + ng; ;} ;- , soit libre pour tout entier » non nul et tels que ioute
sous-famille & p--- i éléments de {g; ;};.; , constitue une base de G;.

Nous pouvons maintenant définir les familles de H, qui vont jouer un rdle
essentiel par la suite:

Pour n>=1 on pose:

e;m)= m+nfe; +ng;; pour 1<i<j<peti<p

e, i) =, + ne,
e(n): g pourl <k <p.
On note 4,(n) cette famille.
Nous commengons par €noncer une succession de lemmes nécessaires pour

la construction d’une contraction 7 sur A et d'un opérateur 4 trace A4 qui n'est
équivalent pour 7" a aucun opérateur de rang fini.

Lemme L. La famille 2 ,(n) est une buse de H, pour tout entier n > 1.

Preuve. Soit L, le sous-espace engendré par la famille #,(n) et x e Lr-
Pourk =1,...,pona0:=(x|e(n) = (x|g) donc x € E* et 0= (x le, () -
= (x| n) + n(x|ep) = (x| np).

Maintenant si 1 <i<j<p et i<pon a 0-:(x|e (m)==(x|n + ng; )

mais {n; + ng; ;};=1, est une base de F,:=Cn; @ G;, par suite x € F#; comme
H,--E®@F,® ... ® F,_, ®Cy,, x doit €tre nul ce qui prouve le lemme.
On considére maintenant la base duale que I'on notera e*/(n) si 1 <i< j<pet
ek(n) si 1<k<p, cest-a-dire pour 1<i<j<p; 1<i'<j'<p, 1<k<p,
1<k’ < p,
(ei,j(n): ei g (”)) == 5(,',]');(,'/'}-')
(e.(n) [ () = (Sk’k,
(exm) [ ' (m) = 0
(e; ;(m) ] e"'(n)) == Q.
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On introduit aussi les vecteurs normalisés:

- __,_e.'ig’l ~ij :_ﬂ)_
B P TR S P
R _ ek(n) ~k :-f-k(h—).
YOl 0T T

Le lemme suivant décrit le comportement asymptotique de ces familles nox-
malisées.

LEMME 2. On alim &, [(n) = ¢; et I’on peut trouver une suite strictement crois-
sante d’entiers positifs (n,);»0 telle que:
lim &(n) = u; ;; avec u; ;| =1
S— =00 :
pour 1 <i<j<p.

Preuve. La premiére affirmation est immédiate par construction. Soit (n,)ss0
une suite strictement croissante d’entiers positifs telle que la limite de la suite

(€:9(n))s50 existe pour tout couple (i, j), 1 <i< j < p. Cette limite est notée &/ .
On voit facilement que &#"(n) = n, pour tout n > 1, donc €77 = lim &#?(n)=n,,.
‘Maintenant si i’ <petl <i’ <j <p, (n)e E* fcar 0 = (e,(n) | el (n)) ==
= (8k|e""i/(n)) pour k=1, ...,p et il vient & e E*. Par ailleurs 0 —
= (epn) | €7 (1)) = (n, | €7 (n)) &0l (1, &) =0. Si i#i" on a 0=
= (e;;(M] &' () = (n, + ngi ;| &7 (n)) donc &J'(n) € F}* pouri # i’. Finale-
ment on trouve &/ e F,=Cn, ®G,. Pour tout j* différent de j, 0 =

=+ ng, ; |e/'(n)) ou encore
iy T+ N8y s e"i'(n,)

1+ ille,, TE | e el

0:

Par passage 2 la limite on obtient 'orthogonalité du vecteur &¢/ avec l'espace en-
gendré par la famille {g,, j}j=,.,p qui est précisément une base de G, et finalement
i#i
on doit avoir €+ ==u, .5 avec |u, .| =1.
000 LY

p .
On peut désormais définir Popérateur 4, = Y 7 ® & et la quantité suivante
r=1

py(n) == inf{[| Blly; B € L(H)), rg(B) < p et (Be; j(n) | "1(n)) = (4,e; () | €/ (n))

pour 1 <i<j<p}
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ou [, désigne la norme nucléaire. On a . A,"; = p. Un passage clé est franchi
avec le lemme suivant.

LEMME 3. Pour tout entier p 22 la suite (p(n))a>1 est non bornée.

Preuve. Notons tout d’abord que p () est toujours fini car en dimension finie
tout opérateur est équivalent & un operateur de rang 1. Supposons que cette suite
soit bornée par une constante M, c'est-a-dire p,(n) < M pour tout #>1. On en
déduit I'existence d’un opérateur B, sur H, vérifiant | B,'; < M et (B,e; (1) [ eéi(n)) --

ALe; {n) l eJ(n)) pour 1 <i < j < p. On peut supposer que la suite B, converge
vers un opérateur B. Par passage a la limite dans 1'expression:

(B 2: fng) | EM(n)) = (4,8, (n) | &-9(n))

on obtient avec le lemme 2:

(Be; | n) o (A l ni) = 0; ;.
Il en résulte que le rang de B est supérieur ou égal A p, ce qui contredit le fait que B
soit limite d’opérateurs de rang strictement plus petit que p.

Pour chaque entier p >2 on fixe m, tel que p,(m,) > p* et on indexe la base
B m,) de la maniére suivante:

B (P o ()}

[ 3 o A
avee 7, ::p(p_:l et on note {f1(p),..., f 7(p)} la base duale.

On va construire par récurrence un opérateur T, sur H, (p >2) vérifiant:

DITN<1
"p
2) T, = kzl Za,cony i fi(P) ® [H(p) avec
rFp,oomax | {1z, . i1 By}l — —2 <iz vmy okl <1
P [§ 1y "'\’3’,_2"1’ s fip—14> pg(p+3) l?c+--':-np_1:

pour k==1,..., Hps w]es points z, étant deux a deux distincts.
On introduit les ensembles:

B, = (G ) € C75 [ fi(p) @ F10) + -+ un fu (P) ® [P} < 1}

. n
4, "L(ul""’"",,) eC? r,<lul| <1}

- f : . N
XP ) U l(ulv---gun ),H,‘ ""ujj'-
it] {4

o
i 1,00-, -
el p}
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On établit la récurrence en remarquant que B,n 4,0 X5 est un ouvert non

vide dans lequel on peut choisir Zngteootn,_Hlse e Zngtotn
2 r
On prend alors pour H l’espace @ H et pour T la contraction @ T,.
p>2

THEOREME 1: Les topologies faible et ultrafaible sont différentes sur of .

+00 +00
Preuve. On pose A = @ a,4, ol (x,),»2 est telle que: 2 la,|p < + o0
p==2 o’
fw . -
ct Y lo, |p? == 4 co. A est un opérateur a trace. Supposons qu’il existe un opérateur
P2
de rang fini r équivalent & 4 pour Vaction de T.
Soit ¢ 22;

" keedn

s % (1~|k|)) )
PEQ \k:—~ng-4~-~~+np_1+1

2, 1
Fap¥p +3) rFa p*

On peut donc définir le produit de Blaschke:

B 2) = m (_Z;j_)_z_l
Sl teetn }

gt e — %z
kgingsoobn T, 11—z

et pour [ 20 la fonction A, ; de H*®

ho i(2) = B(2) [ "2+”2+"q [ i ( Z 7% )] .

i=n2+--~+nq_1+1 Bq(zi) - J#i

On a alors:
! . ;
Iy i(z0) = {(Zk) Sing + ...+ + 1<k + ... +ny

sinon

La fonction k}, (z) = h, (rz) pour 0 <'r < 1 appartient a I’algébre du disque
et 'on a 4y (T)= @ hj, (T,). Si I'on note P, la projection orthogonale de H
p>2

sur le sous-espace H, et C, = P,CP, pour un opérateur C sur H, il vient:

Te( Ak, (T)) = 3, Tr(Aghy (Tp)
et

Te(BH; (T) = Y, Te(BJt AT)

p=2

9 - 2321
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Par suite

mA, (T,) =

r-1

0 sip#gq
T! sip=gq.
L’inégalité de von Neumann donne |45 (T ) <||#} tlie <[4l €t pour C

+00
appartenant & L,(H) Y [Cplly < + co0. On obtient donc:
p=2

lim Y, Te(C i (T,) =0  puis  HmTr(Chy (T)) = Tr(C,T5).
r=1p#qg r-1
pP>2

A étant équivalent a B pour T, pour toutq >2 et tout/ >0il vient

Tr(egd,Th) = lim Tr(Ak, (T)) = lim Te(Bh,, (T)) == Te(B,T4).
r—1 r—1
On en tire alors facilement les égalités:
% 8, &
(A1) | (@) = u—ﬁ(q)lf (@) pourk-=1,...n
q

1B,

¢4

d’ol zp,(my) =q® pour g > r. Alors

1

q

Y IBL = Y laglg* = + oo,

q>r a>r

ce qui contredit 'appartenance de B a4 Ly(H).

REMARQUE. On peut modifier la construction précédente pour que le spectre de
T contienne le tore. On considére une suite (ew'")mM dense dans le tore, une bijec-
tion b de N? sur N'\{0, 1} et on construit les ‘points Zn beookn
de la maniére suivante:

Sip=>b,m),r,<|z|<I, Argz, = em et les points z, sont distincts deux

patlos s Zn2+~~-+np

4 deux. Ceci est possible en considérant sur R la boule B, = {(xl,...,xnp);

n
i x.fi(p) ® fX(p) ” < ]} et en répétant le raisonnement qui précéde le théo-
k=1

réme 1.

On peut aussi remarquer que le calcul fonctionnel associé aux fonctions de H*
n'est pas isométrique pour 7. La question qui se pose alors est de savoir si une
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situation analogue peut se produire avec un calcul fonctionnel isométrique sur H®.
En donnant une variante de la construction précédente nous allons voir que c’est
le cas si 'on remplace I’algebre o/ par le bicommutant de 7.

S pourn > 1 et k=1,...,n°
n n

que I'on écrit sour la forme (), 2, la numérotation est faite dans I'ordre des cercles
de rayons croissants. On introduit cette fois les ensembles:

On considére la suite z, , = (l — -3—) el 2her

0, = {ueC"? ;|0,fi(p) ®LXP) + ufuld) ® f0) + ... +

+ up, S0, () ® SO <1}

i
>

0, e € — WA ® LB+ -+ Gyt Y (P ©F ()] < 5,)

. ( 1 1 . = )
avec s, - = min { ————— ; ——sin—|.
2p(p+1 2 p?
On choisit alors AP . ., A®)_ dans Pouvert non vide O, n Q, N X et on note
14

E) L y .
T, Uopérateur sur H,:

Ty = 4,fi(p) @1'(p) + HPL(P) ®F(P) + ... + 4D £, (1) ® 1 7(0).

On introduit Pespace H = @ H, et on définit la contraction T sur H, T = @ 7,.
r>2 p>2
THEOREME 2. T est une contraction dont le spectre contient le tore, le calcul
Jonctionnel est isométrique et il existe un opérateur & trace qui west équivalent pour
le bicommutant de T @ aucun opérateur de rang fini.

Preuve. Il est clair que] T est une contraction complétement non unitaire
puisque chaque T, est de norme strictement inférieure a 1 et le spectre de T contient le

tore puisqu’il contient déja la suite(z, Jns1 . Le calcul fonctionnel de Sz.-Nagy-—
k=100

—Foias [4] est donc défini sur H* tout entier; montrons qu’il est isométrique. Soit /2
une fonction de H* et » un point du tore ou la limite non tangentielle existe.

Si 0e ]O, -21[ le. secteur de sommet u et d’angle 20 coupe le cercle de rayon

(1 — ——) qui con tient n® points de la suite (,),,2 €n un arc de longueur supérieure
n

. . . T
a —tg0, cet arc contient donc au moins un point de (%,),52 dés que n > s
n tg
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On peut trouver une sous-suite (oz,,k)km de la suite (@), intérieure & I'angle

qui converge vers u. 1l vient alors en posant x; : ;_____:fl(p k) ’
l’ﬁ(pfc):.

(AT ) 2 (T - I, )
d’ou
IA(T)i = h) i et enfin {ACT)] 2 [|Alc -
L'inégalité inverse étant assurée par celle de von Neumann, le calcul fonctionnel
pour T est bien isométrique. On prend pour opérateur nucléiire l'opérateur A
de 'exemple précédent et I'on va montrer que A n’est équivalent pour le bicommutant

de T A aucun opérateur de rang fini, c'est-d-dire qu’il n’existe pas d'opérateur
de rang fini B tel que:

VSe{T) TuSA) = Tr(SB).

Il suffit de remarquer que le choix de s, donne o(7) n B(z,, s,] == o(T,) et d'écrire
pour tout entier n:

Te(T}B,) = —1— S 2"Tef(z] — T)~'Bldz =
2mi ‘

p

~_L g 2 Tr(e] — T)~'Ajdz = Tr(T%(x, 4,))
271
"p

ol ¥, est le cercle centré en a, de rayon s,.
On en déduit alors facilement que:

(“pApﬁc(p) lfk(p)) = (Bp ﬁc(f)) , fk(p ))

pour k=1,...,#n, et on achéve la démenstration comms dans le cas préeédant.

REMARQUE. B. Chevreau nous a fait remarquer que P'on pouvait dégager en
termes d’algébres une propriété intéressante des deux cas précédents, Si T désigne
'opérateur correspondant au théoréme 1 on a: &y == {T} = {T}". Le calcul
fonctionnel n’est pas isométrique pour 7 (c'est-a-dire 7"¢ A avec les notations
de {1]) mais on peut toujours trouver avec le théoréme 2 S dans {T'}' appartenant & A.
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