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PROPRIETES SPECTRALES D’UN OPERATEUR
SANS SOUS-ESPACE INVARIANT ’

B. BEAUZAMY

Nous allons étudier ici les propriétés de 'opérateur introduit dans [1]. Les
définitions et notations sont celles de [1}; nous nous contentons de rappeler briéve-
ment la principale propriété de 'opérateur, noté 7. Il consiste en la multiplication
par la variable x sur I'espace des polyndmes en x, complété pour une certaine norme
{|+1] en un espace de Banach noté 4. L’opérateur 7 a donc un point cyclique: e
polyndme 1 et |[1}] = 1.. Par ailleurs, il existe deux suites strictement croissantes,
(Lj)j>1 et (N})j»1, la premiére de réels > 2, la seconde d’entiers, toutes deux stric-
tement croissantes vers +oo, telles que:

(P)Ve>0, Ygedh avec ||g|| =1, il existe L et N, avec |[LxVg — || <¢,

olt L est 'un des L;, N I'un des N;.
Il en résulte évidemment que Vopérateur n’a aucun sous-espace fermé inva-
riant non trivial.

ProrosiTiON 1. On a ||T||=2.

Démonstration. Par construction, ||T|| < 2. Montrons Iégalité. Considérons
q,, premier polyndme dans I’énumération (cf. [1]). Il est de degré 0. Nous allons mon-
trer que la meilleure représentation de /g, — 1 en norme |- |V:

) hgy — 1 =71+ s(hg—1)

est obtenue avec r =0, s =1, et de méme que la meilleure représentation de
x(l,q, — 1) est obtenue avec r = 0, s == x : la proposition en résultera, car, puisque
d%lgy — 1) = Ny, d%(,g, — 1) = N; + 1, la proposition 1V.2 de [1] montre que :

gy — 1) = lhg — 1| = ¢,

Hx(hgy — D) = |x(higy — DI = 2.
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Reprenons (1) et décomposons s = s, + 5', olt 5, est une constante. Evidem-
ment:
r=(t —s)hgy — 1) = s°(hg — 1),
et
'rl =Ly + 1) + [ — sl(Ly + 1),

car d%, = 0. )
L’estimation donnée par (i) est donc
11 == |S,}(L1 + ]) + H - Sol([q + l) + |Sol£1 + |S'|oplelr
tandis que la décomposition
@ Ly — 1 = (1 — so)(hgy — 1) + so(lig, — 1)

donne
Iy = |1 — sol(Ly + 1) + [soley

ce gui est moins. Donc (2) est meilleure. Or I, est minimum pour s, = 1. Le calcul
est lc méme pour x(lg; — 1).

Nous allons voir maintenant que I'espace # contient un sous-espace isomé-
trique a 1. Mieux méme, beaucoup des puissances x"” se comportent comme la

base canonique de /%!
Si P ==Y, a;x/, nous appellerons spectre de P Uensemble {j, a; # 0}.
7

i :
ProrosITION 2. Si P est a spectre dans \_) [—4 N;, Nj[, on a jyP - P
21

Démonstration. Calculons |P|(*}. Pour cela, soit

® P=r+ %51
=51

I'expansion de P en norme - |, Rappelons que, dans s,, o < y, - Logy(25C,0,)
(proposition IIL.1 de [1]).
Décomposons chaque s, en:

@) Sp = Sou + ISip F BSop+ ... 5 1<k n
Les termes ou apparait /, sont isolés dans r. En effet, P n'a pas de coefficients

1
entre N, et —4-N,,+1, et tous les termes ol apparaii /, sont de degré au plus

1 .
PN, + 1 < TN"H . Donc, si on remplace (3) par:

n-1
(5) P=r+ Y So.ullgr —~ 1),
k

=1
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I’estimation diminuera d’au moins:

Y ¥ Bsialhqe — 1) + LSoqa| +

J>1l k=1

(6)

n
+ Z Zcillsj,k|opngk + |So,nlopn8u
j>1k=1

et augmentera d’au plus |s, ,|.
Mais les termes en /, seul sont isolés dans (6), et par ailleurs C2is; ,lopn&n >
= C,ls; ,l; il suffit donc de montrer que:

n=1 n—1
Colsondn + Y, s14lhqe — DI +CLY; 181 dloputi +
1 k=1

+ !SO'n'Opnek Z Iso_nl’

ce qui est assuré par la proposition IV.2.a) de [i].
On a donc montré ainsi que (5) était meilleure, donc:

[P0 = [P,
I’assertion en résulte.

Une autre conséquence de la démonstration ci-dessus est:

PRrOPOSITION 3. Soit P = P, + P,, avec d°Py, < N, et P, a spectre dans
[—i— N1, N"+1[. Alors:

[Pl = [P + |Py].

Nous allons maintenant étudier le spectre de 7.

THEOREME 4. Le spectre de T est D, disque unité fermé.

La démonstration se décomposera en plusieurs lemmes.

LeMME 5. Le rayon spectral r(T) est < 1.

Démonstration du lemme 5. Soit g € 4, |jg|| = 1 et n, = 4. Par construction,
il existe L et une suite N, : telle que

N, 1
1 g, — 1 < —

et

N,
hLx "l < L2, donc {|xMillo, < L

N, YN, /N
@ob flx "illop T LM 1.
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LeMME 6. Le cercle unité T est contenu dans o(T).
Démonstration du lemme 6. Pour 0 € R, écrivons, pour#n == N 3
ing . _ _ althy( i -1 0 -2 i(n-1
(7 XPog s (x — @)X 4 e L T,

d’aprés la proposition 2,

n i(in—]l)l) . ) 3
jxaets + o xkeMnmk=16 4 1 T
4
i -1-11—1 i»a ng n
et e h0 b xe T e < — car || < ]
4
N, ~1 . N.—2 (N .- 1) . . T .
Posons p;==x 7 +e¥% /7  + ... +e 7 7 ;onobtent yil>=-—N,,
' 2
et par ailleurs:
. e . . N, iNg
(8) Wx--eyl <2, puisque 'x /—e T <2

Ceci prouve que €' € o(T).

Lemme 7. Tour 2,0 < [Al < 1, est contenu dans o(T).

Démonstration du lemme 7. Nous aurons besoin de la propriété suivante de
la construction:

Pour tout p,0 < u < 7, il existe des sous-suites C; et N; (extraites de

®

’ ’
C; et N; respectiverment), telles que C;— < oo, C_',-;ANj =0, Cix"7 =1
(rappelons que C; est obtenue par réarrangement de L;; voir [1]).
Démonstration de (9). On sait que pour tout ¢ > 0, il existe C¢, et une suite
(N$):», extraite de (N)) avec:

”C(B)XNJ(B) _ l” < E. '

. . 1 . .
On réalise ceci avec g == -~- ,—4~,. .. . Par construction, la suite C; obtenue
pour ¢~ 1/2/ tend vers Pinfini (&2 chaque fois qu'on a un ¢ plus petit, on a un

nouveau systéme). On choisit & chaque fois un N > N1 assez grand pour que
N

1
el < —
J

La suite N; est la suite Nﬁ-f) ainsi obtenue.
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Démontrons maintenant le femme 7. Soit 4,0 < [4] < 1. Posons:

LN-1 Ln/ N -k N~
TERY o L I AR R LA X
. . I Ry
D’aprés la proposition 2, ||z;]| > C; - + co. Mais (x — 2)z; = Cj(x"F — (Ax) ® /).

1,7

’ =N ——
Or C}xNi est borné, et C; 22 J/ — 0, d’aprés (9) appliqué & )14,

Ceci achéve la démonstration du théoréme. Il en résulte évidemment que

Popérateur T n’est pas inversible. C’était clair sur la construction, puisqu’il existe
N,

n.—1

N,
des sous-suites L, et N, telles que L ,x " —1, L, — 400, et [|x "7 f== 1
J J J J

(proposition 2).
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