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SUR LES CONTRACTIONS A CALCUL FONCTIONNEL
ISOMETRIQUE. 1I

BERNARD CHEVREAU

1. INTRODUCTION

Soit .# un espace de Hilbert, complexe, séparable, de dimension infinie et
soit £(H’') I'algébre des opérateurs (linéaires bornés) sur /. La classe A (= A(¥#))
est I'ensemble des contractions T, sur #, absolument continues, pour lesquelles Ie
calcul fonctionnel de Sz.-Nagy—Foias, ®,: H® — £(#), est isométrique. (Nous
désignons par H™ P'algébre des fonctions analytiques bornées dans le disque unité
ouvert D, canoniquement identifiée avec ’algébre H™(T) constituée des éléments

de L7(T) dont les coefficients de Fourier d’indice strictement négatifs sont nuls; T
désigne le cercle unité.) On sait (cf. [5, Chapter IV]) que pour T € A, Pimage de
@, coincide avec &, I’algébre duale engendrée par T, et que Py est un homéomor-

phisme faible * de H* sur /. Rappelons qu’une algébre duale sur # est une sous-
algébre (unitaire) de Z (o) fermée pour la topologie faible* de Z() résultant de
la dualité L(#) = (CHH)), ou CHH) désigne 'espace de Banach des opérateurs
dtrace finie sur #°. (Pour une telle algébre duale. .o/, on a, cn effet, o =(Q )’ avec
Q., =4 (H)]*+ 4.y Ce concept introduit par S. Brown dans sa solution (positive)
du probléme du sous-espace invariant pour les opérateurs sous-normaux (cf. [7])
s'est révélé particulierement fécond pour 1’étude des opérateurs, notamment de
certaines contractions (cf. 5] pour ies développements essentiels jusqu'en 84 et
([Chapitres I1I et IV, de I'introduction de [13]) pour un aper¢u de résultats récents).

Etant donnée une algébre duale, o7, sur #, nous écrivons [L], L €€, (),
pour I'élément générique de Q 4, et x ® v pour 'opérateur de rang < 1 associé aux
vecteurs x et ¥ €4, (x®y) (u) = (v, y)x). On dit que &7 a la propriété (A,) si tout
[L] de Q,, peut se mettre sous la forme [L] = [x ® y]. Si, de plus, pour tout s >p,
on peut réaliser cette égalité avec x| [ly!!<sI{L]l! on dit que &/ a la propriété
(A)(p)-

La classe A, (resp. A,(p)) est 'ensemble des T € A tels que o7 ait la propriété
(A)) (resp. (AD(P)). Ces classes, introduites formellement dans [S] ont été Iobjet
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de nombreux travaux. En effet, un argument élémentaire montre que toute con-
traction de la classe A, posséde des sous-espaces invariants et un résultat d’Aposto|
([1. Theorem 2.2]) permet de se ramener, pout .7 < leto(T) > T,aucas T ¢ A
dans la recherche de sous-espaces invariants. Ceci explique le role joué par la con-
Jecture A = A, ([4, Conjecture 4.7]) dans le probléme du sous-espace invariant pour
contractions 7" dont le spectre, a(7T), contient T, résolu récemment (positivement)
dans [9].

Les techniques de [9] laissent toutefois ouverte la conjecture ci-dessus dont
I'intérét dépasse largement le cadre du probléme du sous-espace invariant (cf. [3,
Chapters 1V et V] pour des résultats de structure concernant 7 € A, ainsi que [16]
et [17], pour des résultats de réflexivité liés aux opérateurs de la sous-classe AI,N“ YA N,
de A;). L’objet du présent article est d'en établir 1a validité compléte en démontrant
le théoréme suivant.

THEOREME 1. Il existe p (>1) tel que A = A\(p).

Ce théoréme a été prouvé également (indépendamment et simultanément)
par H. Bercovici avec, en outre, la meilleure constante possible: p = 1.

Nous concluons cette introduction par une bréve description du plan de
Particle. Le § 2 développe les notations que nous utiliserons tout au long de Farticle
concernant la dilatation unitaire minimale d’une contraction ainsi qu’une version de
techniques de [19] appliquée & des compressions d’un opérateur de la classe A. Dans
le §3 nous introduisons le concept de borélien essentiel pour une contraction abso-
lument continue et nous formulons ensuite dans ce cadre la technique d’approxima-
tion de [3] (perfectionnée dans [28]) (§ 4).

Le § 5 est consacré a la démonstration du résultat (annoncé dans [14])
A = Ajpo(p) pour un certain p > 1, c’est-d-dire: pour tout T € A, tout [L] € Oy et
tout s > p on peut écrire [L] = [x, ® 1] + [x2 ® yo] avec jx Il + 1w ¥y <
<5 [L)'. Notre démonstration du théoréme 1 donnée au §6 s’appuie de fagon
essentielle sur ce résultat intermédiaire (plus précisément sur A = Aiw). Nous
développons en conclusion quelques corollaires dans la Jigne des résultats de [16]
concernant notamment la réflexivité.

Une rédaction préliminaire de cet article a circulé sous forme de préprint ([30]),
suite & un séjour de recherche & 'INCREST en juin 87 pendant lequel la plupart des
démonstrations ont €té mises au point. Le résultat A = A,(p) a été annoncé lors
d’une conférence a I'Université de Bucarest pendant ce méme séjour.

2. PRELIMINAIRES

Les techniques de [19] reposent sur un usage systématique de I’extension coiso-
métrique minimale (notation: e.c.i.m.) d’une contraction et, par “‘dualité”’, de la
dilatation isométrique minimale (d.i.m.). Il sera commode de “‘regrouper les deux”’
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en utilisant la dilatation unitaire minimale (notation: d.u,m.). Nous rappelons brié-
vement les faits essentiels en suivant, en général, la terminologie de [24, Chapter I1l.

Si T est une contraction absolument continue, sa dum. U € L(¥) (U >H)
est également absolument continue. La d.i.m., U, , de T est la restriction de U au

sous-espace %, = VY U’ invariant pour U. Nous écrivons U, = S, ® R, (S,
n»0

shift & droite agissant sur un espace &, , R unitaire absolument continu agissant
sur Z (R est la partie résiduelle de U)) la décomposition de Wold de U, . De méme,
I'e.c.i.m., B, de T estla compression de U au sous-espace # = V U"# = V U*'#,

ngo n>0
invariant pour U* (donc semi-invariant pour U) et la décomposition de Wold de B*

donne B = S* @ R,,, S* shift 4 gauche agissant sur un espace & réduisant pour B
et R, partie »-résiduelle de U, unitaire sur £,,. Rappelons que &, et & sont non
réduits & (0) dés que 7" est non unitaire et que # = (0) (resp. #,. = (0)) si et seule-
ment si T € Cq (resp. T € Cy.) C’est-a-dire Vx, |T*'x|| = 0 (resp. Vx, |T"x|| — 0).
Nous désignons par @, Q.., A, A,., P les projections orthogonales de % sur les
sous-espaces &, L., &, R.., # (le lecteur remarquera le changement de notations
par rapport a [19] et [17] ol nous n’utilisons que B).

Il est bien connu (cf. [5, Proposition 8.3]) que pour toute contraction absolu-
ment continue, 7 € Z(), il existe une application sesquilinéaire # x# — LY(T)
{x, 1) > x -Ty. La fonction x -Ty peut étre définie par sescoefficients de Fourier ((77x,))
pour 1n £ 0, (T*"x, y) pour n > 0). Alternativement x-Ty est la densité de la mesure
(E(-)x, ) (ou E désigne la mesure spectrale de U sur T) par rapport 4 la mesure
de Lebesgue sur T, notée m. On a donc, pour x, y €,

Dans une telle situation on écrira donc simplement x - y. 1l résuite facilement
de I'une ou lautre des définitions de x -y que [x-¥] = @ {([x®¥]p), @ désignant
I’application (contractante) de Q (= Qﬂr) dans le prédual LY/H§ de H* telle que
(py)* = @yp. Posant, pour T € A et feLXT), [flly = (pfl([f]Lx:,H:)_), on a donc

x@ylr =[x -yr, %, ye .

Les opérateurs unitaires R et R, étant absolument continus il existe des boréliens
2 et 2, de T tels que les mesures m; et mg (définies par m(E) = m(E n 2), E boré-
len de T et de fagon analogue pour mE*) soient des mesures spectrales scalaires
pour R et R, respectivement (cf. [20] pour la notion de mesure spectrale scalaire).
Ici, il revient au méme de dire que, par exemple, X est le borélien minimal (3 un
borélien m-négligeable prés) supportant toutes les fonctions u-v, 1, v € Z. On sait
([17, théoréme 2.5}) que si Z,, = T (ou 2 = T) on a T € A,(1). Ceci nous permettra
de supposer dans les lemmes préparatoires au théoréme 1 que m(T\ZX) >0 et



272 BERNARD CHEVREAU

m(TN X)) > 0. De méme, le principal résultat de [3] ((Co. U C.0) N A= A(r)) perme
de supposer m(Z) et m(X,) strictement positifs.

Nous présentons maintenant une extension des techniques de [19] et [27].
basée sur une “‘localisation’ des ensembles &§/(.#74) & un sous-espace . # semi-invariant
pour T. Rappelons que .# est dit semi-invariant pour T si .#=.4", 2. 4’5 avec
A Aset AT elat T/ =1, 2. (Lat T désigne, comme d’habitude, le treillis des
sous-espaces invariants de 717) De fagon équivalente .# € SI(T) (I'ensemble des
sous-espaces semi-invariants pour 7') st et seulement si, pour tout entier &,

() ou = (T fu, wue. .

(Pour A € L(#) et i sous-espace de #, A , désigne la compression de 4 4 . 7.
c'est-d-dire I'élément de A(.#) tel que A qu=P ,Au, u € .+/.) Nous énoncgons d abord
une version séquentielle de [19, Theorem 3.11}.

ProposiTiON 2.1, Soit T une contraction absolument continue sur . # dc.ci.m.
B = 8@ Ry s Y & A telle que A H = 4, Etant donnés a <, b ¢ .2,
e LV(X,), il existe une suite (v,) < # convergeant faiblement vers 0 et une suite
(r,) =2 A, telles que

() lim Ay, b+ h— Aga+ ), 0,
prco
(il) v, <27h A
Gi) T, < b A
(iv) Qc,; —0.

Preuve. Cest une adaptation aisée de [19, Theorem 3.11]. Nous nous bornons
a deux indications. La condition A, # = .2, permet d’obtenir la conclusion du théo-
réme avec p = 1. On obtient sans difficulté la version séquentielle en se basant sur le
fait que, pour tout { € .4, , RL{ converge faiblement vers O (en effet, (R4, w) est le

. . . e . L2,
coefficient de Fourier d'indice - - 7 de { -* w).

DEérmiTION 2.2, Etant donnés 7 & ST, ¥ un sous-espace de .# intermé-
diaire entre .# et . # et ) €]0,1) nous désignons par &5, . #, Z) I'ensemble des
L] de @4 pour lesquels ii existe des suites (x,), ()7,) dans la boule unité fermée de
% vérifiant:

() lim [L}- [v,®1]) <0

(i) Ve, [v, ®w], =0 ct y, >0 faiblement.

On définit de méme .7y, #, &) par symétrie sur la 2-dme condition. Si ¥
coincide avec J# on se dispensera de Iécrire. Autrement dit, Gi(sZy, ) = &3~ 1
4, A) et, de méme, en accord avec la définition donnée dans [19] on écrira (/) =
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=6 1, H). Pour .4 e SI(T) on affectera de I'indice-exposant -# les diverses notions
liées & la d.um. de T, (i.e. U, U, B%, ...,Qn, .... Z¥. ... etc.). Notons que si
TeAct .« e SI(T)avec T, non unitaire I’e.c.i.m. de T, B, est égalcment dans A.
Lapplication j = (p;j,oq)T est donc une isométrie de Qy sur @, 4, qui posséde des
propriétés analogues a celles développées pour pzlo @4 dans [19, Lemmas 3.5--3.8].
En outre, on a immédiatement j([f]ly) = [f1],.« pourf € LYT).Le lemme suivang
s'inspire de {19, Proposition 4.6}. Nous le donnons sous une forme assez technique
pour éviter des répétitions aux § § S et 6. (2 étant une partie d’un espace vectoriel
normé X, ecef(Q2) désigne I’enveloppe convexe équilibrée fermée de Q dans X.)

LeMME 2.3. Soient T € A, M € SI(T) avec T, non unitaire et A (M) = R,
& un sous-espace de A contenant M, ¢, d € M, [K]e fecefbi(L, M, L),

e LNEY) et des scalaires 0 €10,1[, 0 < B < J,, 8, > |Iflh, 0 = &, + &,.
Alors il existe des suites (c,), (d,) dans ¥ telles que, pour tout p, on ait

Q) llc ® d] + [K] + (71 — [‘.p ® dr]“ < 03,
1 1
@ ey = ell < 38%, lidyli < il + 0%, et

(3) plus précisément c, — ¢ = u, + ii, avec u | < 617, |ji, || <262, |i[u,@w]l| —0,
pour tout @ € &, a, — 0 faiblement et ||Q-",[' = 0.

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous nous dispensons, dans cette
démonstration, d'écrire les indices exposants ““.#’’. Nous nous donnons ¢ > 0 tey
que B0 + 6g < 09,, une suite (z;) dense dans & et une suite de réels positifs (g;)
décroissante vers 0 avec &, = &. L’hypothése sur [K] entraine 'existence d’éléments
[Kledbidy, 4, L), i=1,...,N et de scalaires a;, i = 1, ..., N tels que

| N I N
';[K]— Y oz,.[K,-]“ <& et Yixl < B
il | i1

Soient p un entier fixé et, pour i = 1, ..., N, (x;,), (¥;,) les suites traduisant I’ap-
partenance de {K] & §§(A 1, A, £). Quitte & supprimer un nombre fini de termes
dans chacune des suites on peut supposer que, pout i < N et tout n, on a

N L
Hmm®4m<%/(zmy} j=1,2...,p

i1

(a) et
”[KJ - [xi,n ® yi.n]” <6+ 8/51'
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Etant donné un N-uplet v = (i, ..., 1ny) nous posons

N
[Lv] = [C ® d]B + E 1:'['\‘1'_:) ® yi_n]B + [f]]B
i1
{rappclons qu'ici B := B-#). Ainsi

(b) ALY —jle @ dly + [K] + [fNl) <&+ BO + &/dy) < B0 + 2.

Nous transformons [L,] comme dans [19, Proposition 4.6). Tout d’abord: [L.]} =
= [P] + [M,] avec

N
[P\] = [QC ® Qd]B + Z ai[Qxi.ni ® Qyi,ni]B
i1
et

N
[M\] = [A:;tr ® A:kd]B + Z 1i[A:;:'\‘i,ni ® A:::,l.i,nl.]B + [,]]B'
i1

N N
: _ 12 . = _ SU2 ., .
Soient u, = ¥ 2}%xy, . 4, = ¥ @y
i -1 i1

en suivant la démonstration de [19.

Proposition 4.6], nous pouvons choisir v, tel que, avec u, = Uy, on ait

[P.,] — [Qc + 1)) ® QW + w,p)]] < ¢,

e+, ? = e+ ulP,

9 el e

d+u,?~"d>+ u,
B N

j[A:E:up ® A;:d] <e.

Posons ¢, = ¢ + u, et désignons par x7, y! les Niun s Vi, figurant dans w,, u,.

Il résulte de la derniére inégalité ci-dessus que ;f[Mp]Bw[M,,p]i! < ¢ avec J’L{,,rA:S:Z,,-
N

A d + heth = N AT AT + S

i1

La proposition 2.1 perrnet maintenant de trouver i, € # et r, € #,, tels que

M, — AC, + i), <,

1 1

Al < 287, ry) < iAld + R

Wi, < g il + dt 4+ M) et (w,, ) <ep, j=1,...,p
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On a alors, avec ¢, = ¢, + i,,
”[Mp]] - [A:kcp ® I',,]” <eé

P, 1 —[Qc, ® Q(d + u,)]|| < 2e.

\

Nous en déduisons (car ML} — M) + [.Pvp]}ﬂ =HM. ] — Ml < o)
H[va] = e, @ (QU + u,) + || < 4e, soit, avec d, = P(Q(d + u,) + r,)

L) = le, ® dylll < 4e.
Via I’inégalité (b) et j~1, nous obtenons
e, @ dplr — {le ® dlr + BIKY + [f))rll < 4e + B0 + 2¢ < 06,.

En cours de route on a vu que [ju,[} < 6%, {jd, |l < 26V, ce qui entraine llc, -- ¢ <
< 36Y2% Par ailleurs,

Il < (IQW + u)l* + lir, i) 2 =(IQdI* + iIQu,[* + IIf,,lEZ)';

et, en se basant sur ||r,l|<[[4d|| + ||7]|V% on obtient I'inégalité désirée concernant

lid,ll. De (a) on déduit [|[u,®z]|| < é&,,j =1, ..., pqui entraine, par un argument

standard de densité ||[u, ® w]|| —— 0 pour tout w € &. De méme, des inégalités
P

I(@,,z)l <e,,j=1,...,p, on déduit la convergence faible vers 0 de ii,. Enfin

lim [|@*u,|| = 0 est immédiat.
p 200

Le iemme précédent admet une version duale dont la démonstration peut se
baser sur U
LeMME 2.4. Les données étant les mémes que dans le lemme 2.3 sauf: 2 qu licu

de Xy, (IKYB) € ecef Ay, M, &), a, b € .#. Alors il existe des suites (a,), (b,)
dans A telle que, pour tout p,

lla ® Bly + [K] + [1}r — la, ® b} < 06,
b, — Bl < 362, lla, | < fall + 5.

Plus précisément b, — b=v,+ 0, avec ||v,||<61” |5, <26'%, Vwed |w®u,ll—-0,

;D — 0 faiblement, et ||Q#v,] — 0.



[ ;%]
~1
N

BERNARD CHUEVREAU

3. ENSEMBLES ESSENTIELS POUR UNE CONTRACTION ABSOLUMENT CONTINU £

DEFINITION 3.1. Soit 7 une contraction absolument continue. Un borélicn
E de T est dit essentiel pour T si

(1) "ITy = h'y pour tout he H® (h'p= hE »).

(Nous conviendrons que tout borélien négligeable est essentiel pour 7.)

Ainsi T ¢ A si et seulement si T est essentiel pour 7. Remarquons également
que si E est essentiel pour T alors E¥ = {¢~¥; ei* € E} est essentiel pour T%.

La proposition suivante donne diverses caractérisations des ensembles essen-
tiels. (Pour X € (#), X ..r(X)eta(X) désignent respectivement la norme essen-
ticlle, le rayon spectral et le spectre essentiel de X.)

PROPOSITION 3.2. Pour une contraction absolument continue T sur H et un
borélien non négligeable E de T les affirmations suivantes sonmt équivalentes:

(1) E est essentiel pour T;

(2) Pour tout h € H®, on a r(h(T)) > {hlig;

(3) Pour tout h € H” tel que |'h|i = likiiy, on a [W(T) = {hil,.

De plus ces affirmations sont équivalentes a chacune des affirmations (1),, (2).,
(3). obtenue en remplacant dans (1), (2), (3) norme et rayon spectral de WT) par
norme essentielle et rayon spectral essentiel. Enfin elles sont encore équivalentes a:

4) Lopératewr T' = T @ Me;r. LAE) &5t dans la classe A.

Démonstration. Soit E essentiel pour T; de r((T)) = lim Ty V" =
= lim{lA"(T)[¥" = lim(jjh" ), .)¥" = h!|; on obtient (2). Ainsi (1) entraine (2).

L’implication (2) = (3) résulte immédiatement de Pinégalité générale r(/(7T)) <
< [1A(T): < (A

Supposons maintenant que E vérifie (3) et soit / € H™ non nulle; choisissons
¢> 0, tel que &ih' < |4, . D’aprés, par example, [21, p. 53] il existe g € H™®
telle que
ol = { 1 sur £

¢ sur T\E.

On a alors ||gh]] = |ighilg et
AT = WR(T) i [1g(T) i = (iT)g(T)i = i(gh(T)i| = ighiy = [hiy.

Les équivalences (1), <> (2), <> (3), se démontrent de la méme fagon. Comme (i),
entraine trivialement (i), i = 1,2,3, il suffit d*établir, pour conclure les deux pre-
miéres séries d’équivalences, que, par exemple, (3) entraine (3),. Soient donc E
vérifiant (3) et 1 € H™ telle que | hll=|lh|; = 1. On a, d’aprés (2), r((T)) =1 et,
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par ‘“‘rotation” on peut supposer 1 € a(/i(7)). Il existe donc une suite de vecteurs
unitaires (x,) telle que lim{[(M(7T) — Dx,| = 0 ou Lim{j(((T)* — Dx,|; = 0. Soit

H—00 H-00

(x,,l,) une sous-suite de (x,) faiblement convergente vers x. On a suivant, le cas,
MTx =x, ou (MT)*x = x.

Il est bien connu (cf, {24, Theorem 10.2.3)) que pour T absolument continue et
I} < 1, A(T) est une contraction absolument continue. Il en résulte que x =0
et, qu'en fait, la suite (x,) elle-méme converge faiblement vers 0. Ceci prouve bien
1 €0 (/(T)) et donc que ||(T)|, = 1.

Finalement des égalités:

1B = Max{i(D)]l, |hleng} et Al = Max{llilig, [Ihllre}
on déduit 1’équivalence de (4) avec (3).

De la définition il résulte facilement que toute réunion (borélienne) d'ensembles
essentiels pour T est encore essentielle pour 7. Ceci permet d’établir I’existence d’un
borélien essentiel maximal (défini & un borélien négligeable prés) pour 7.

PROPOSITION 3.3. Soit T une contraction absolument continue. Il existe un boré-

lien Ey (éventuellement négligeable) essentiel pour T tel que pour tout borélien E,
essentiel pour T, on ait m(EN\Ey) = (.

Démonstration. Soit y = sup{m(E); E essenticl pour T}. Si y = 0 on prend
E; = @. Sinon soit (y,) une suite de réels strictement croissante convergente vers y.
Pour chaque 7 il existe E, borélien essentiel pour T tel que m(E,) > v,. L’ensemble
Ep = E, est un borélien essentiel pour 7 (d’aprés observation précédente) quit

vérific nécessairement m(E;) = y. De la définition de y on déduit facilemen
m(EN\Ep)= 0 pour tout E essentiel pour 7.

Pour la suite faisons la convention que inclusions (et egalités) ensemblistes
concernant Ey s’entendent “4 un borélien négligeable prés”.

La proposition suivante donne quelques informations supplémentaires sur
Ey. (Pour Q@ <« D, LNT(RQ) désigne ’ensemble des points de T limites non tangen-
tielles de points de Q. Un tel ensemble est toujours borélien.)

ProrosiTION 3.4. Soit T une contraction absolument continue.

a) Ona ZU2,cE;.

b) NTL(o(T)) < Ey; plus généralement NTL({ (T)) < E; pour tout a > 1
avec

{(T) = (6(T) A D)y {;. & DNa(T): (T~ A >~ “ﬁ }
— |4
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Démonstration. a) Prouvons, par exemple, que X, est essentiel pour 7. On
peut supposer m(Z,) < 1 (sinon T € A et le résultat est acquis). Soit /2 € H™ telle que
iy, =!hi=1 On a donc (R, =1 et, pour tout ¢ >0, on peut trouver
yeA, tel que ARy > 1 —2z/2 et [y, < 1. Puisque (4,.#)” = A.., il existe
X1 € tel que

¥ — Ay < inflgf2, 1 --Fy).
Pour tout n, on a A(R,RLy| = [h(R.)y] > 1 — 2. 11 en résulte

CAMT)TN = h(RORLAN > 1 — e

On a donc MT)x,,>1—e¢ avec x, = T7x;; comme ‘T7x;" = A.x, <],
on a, pour n assez grand, 'x,' <1 et, donc, MT).>1--¢ pour tout ¢ > 0.
On obtient bien la conclusion voulue: A(T); == 1.

b) Soit 4 € H™ telle que " h~ = N . Drapres [21, Corollary p. 38). o
a alors aussi “hy = sup h(i).

1€ 5,(0)

11 résulte de la démonstration de 122, Theorem 2.1] que, sous ces conditions,
ona A(T)' = "h’; ceci achéve la démonstration.

Nous concluons cette section par un résultat utile pour la dernié¢re partie de
la démonstration du théoréme 1. Etant donnés T ¢ A, .# € SI(T) et § €0, I[ nous
désignons par A(B, .7, T) ’ensemble des /. € D pour lesquels il existe x,, 1; dans ia
boule unité de .# vérifiant [C;] — [x, ® ;] < f. Rappelons que pour T'€ A,
on pose [C,] = [P;]], P; noyau de Poisson, autrement dit

(T, [C> = h(2), hcH®,/eD.

LeMME 3.5, Pour T € A, # € SI(T) et B <{0,1[, "ensemble LNT(A(B,-«.T)}
est essentiel pour T .

Démonstration. Les paramétres étant fixés, écrivons A pour A(f, M. T).
Soith e H”; ona, pour A€ A, v = x,;, y==1;,
T ) =2 T )x, ), = (D)X, y) = T, [x @3] 2
= (T, [CD, — (), [Cl~[x&¥D" = h(2)— B h.

Atnsi (T )i =suph(A); — Bkl = "hiintwy - - B4 Donc, pour tout / telle que
iea

[l = [hiiNtay, on a (T = (I — B)jh . L'argument classique, basé sur la
formule du rayon spectral, permet de conclure, qu'en fait, 'i(T )i = "Iy, ce qui
achéve la démonstration.
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4. CONTRACTION ABSOLUMENT CONTINUE ET
APPROXIMATION FONCTIONNELLE

La technique d’approximation fonctionnelle introduite dans [3] puis amélio-
rée dans [28] permet maintenant d’établir le résultat suivant:

Prorosirion 4.1, Soient T une contraction absolument continue sur 3 et I
un borélien non négligeable essentiel pour T. Il existe une suite (x,) de vecteurs de la
boule unité fermée de ' telle que

lim |7, ~ %, %, =0, ol Fp= 2L
H—00 m(F)

Plutdt que de répéter 3 quelques modifications prés la démonstration de ce
résultat établi pour 7 € A dans [28] nous nous limitons & quelques remarques.
Une version “‘approchée’ (dans le sens lim }|%, — x,-x,|| < 7 pour une cer-

n=co
taine constante universelle t < 1) a d’abord été obtenue dans [3] pour I' = T. Des
modifications mineures (toujours pour T" € A) ont conduit Pauteur au méme résul”
tat pour I quelconque, avec, en outre, ]ilmle\Fx,,l[ = 0 (cf. [14]), résultat qui
s’étend sans difficulté au cas d’une contraction absolument continue (pourvu que I’
soit essentiel pour T). Cette version approchée est développée dans le préprint [30].
Simultanément Bercovici a montré (dans le cas 7" € A) qu’en fait on peut prendre

= 0 (ce qui entraine antomatiquement lim !, Ly, Xl = 0). L’extension au cas T

"H=00

absolument continue et I' essentiel pour 7' ne présente, 1a non plus, aucune difficulté.

COROLLAIRE 4.2. Soient T une contraction absolument continue, I’ un borélien
non négligeable essentiel pour T et f € LMY avec ||fi| < 1. Alors il existe deux suites
(1), (v,) dans la boule unité de #, faiblement convergentes vers Q et telles que

IJme—— U, U, ” = 0.

Démonstration. Nous nous donnons une suite (g,) décroissante vers 0 et
une suite de vecteurs (z,), dense dans #. Pour chaque n on peut trouver des boré-
liens (;) de I' deux & deux disjoints, et des scalaires «;, i =1, ..., N tels que

(\ ) N . ‘l N X
“j— Z aixr_i‘ < Cu et E [ail < 1'
i1 f i1 .

(Ceci se déduit facilement de la densité des combinaisons linéaires des fonctions ¥ 4,
A borélien de I', dans LY(I").) Pour v = (i, ..., #y) nous posons

N N
u, = Z szi-'\‘i,ni b, = L V&.,-X,",,i
i=1 i1
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{¥; ,Jnen €tant une suite obtenue via la proposition 4.1 appliquée a =1, 7 == 1...., ¥.
On obtient par des calculs élémentaires

:f"“ it Uy < xi di(Z['i T .\‘i’”i.'\.i’"i)‘ +

Puisque I''nI'; =0 on a
.'\‘5,71' '\.j,m.. < .ZT‘\[‘.’\.I',H ./'1'* r '\.j,n N
i .

Ces inégalités et la convergence vers O des suites (|7, -— %, X, )y:N
i
(Q{ZT\I._X,._,,&;,GN, i =1,...,.N entrainent existenice de p, tel que I'f' -~ u,-v, <¢,
i

pour tout v vérifiant inf{n;:i=1,...,N} = p,.
De méme, la convergence faible vers 0 des suites (:ci’,,),,ex permet de conclure
facilement & P'existence de p, tel que

e, )L ey, 2) <, j=1,....n

dés que inf #; > p,. Enfin, les expressions développées de | u,. 2 v, i?, Dinégalité
lgige
Af
Y i <let la convergence faible vers 0 des suites (v; ,).ex montrent que 'on

in
i1

peut choisir les n; successivement (n, = Max(p,. py). 7, — n, suffisamment grand
ete)) tels que

Ainsi, pour chaque . il existe v, tel que ju, , v, <1 (avec u, = u, . v, 7> v )]

8. 14
[, 0, < 8y
(.2 (v, ) <8, Je=1, Lo n
Ces derniéres inégalités assurent bien la convergence faible vers (0 des suites
(1) et (v,)
5. A A1/2(/’)

Ce résultat a été annoncé dans [14]. Nous en complétons maintenant la démon-
stration. Commengons par un lemme qui traduit Je corollaire 4.2 en termes d'appro-
ximation dans Qr dans le cas out 7" € A. (Les notations sont celles introduites au § 2.)



CONTRACTIONS A CALCUL FONCTIONNEL ISOMETRIQUE. I 281

LemME 5.1. Soit T € A et soit f € L{T), ||l < 1.

a) Sifest nulle p.p. sur X alors [f)}; € 6§ 4).

b) Si f est nulle p.p. sur X, alors [flly € EM(sZ ).

¢) Sifest nulle p.p. sur 2 U Zy alors [flly € £o(&Z 1)

Démonstration. Soient (x,), (»,) les suites obtenues en appliquant le corol-
laire 4.6 4 f. On a immédiatement lim{|[f}]; — [x, ® y,J7ll = 0. Dans le cas a), on

peut supposer lim||ycx,|| = 0, et nous devons seulement établir la condition
) Yoed, [[x,® olri-0.
Or

v, ® 0kl = Iix, ® olu || < [[Qx, ® Quolu, | +
+ 4, ® doly, || < [Qux, ® Qsls,| + [l4x,]| 4wl

Le shift (4 droite) S, est C.o et la suite Q,.x, tend faiblement vers 0. 11 est bien connu
(cf., par exemple, [18, Proposition 2.7]) que ceci entraine lim ||[Q.x, ® Q,w]s,||=O0.

n1—00

Par ailleurs, pour tout y € L¥(£), on a

4yl < Hxexil.

On a donc bien lim ||4x,]] = 0 et (v,) est établie.

n—-o00
Dans le cas b) on utilise I’extension coisométrigue minimale- B de- T et le
fait que S* est Co. pour. établir la condition .

Vw e‘/f ”[(D ® J’n]T” - 0‘

It résulte clairement de a) et b) que dans le cas fe LY(T\Z u Z,) les suites
(x,) (y,) vérifient (v)) et (v)). Ceci, avec Pégalité lim ||[f]] — [x, ® »,]Ii = O exprime

bien que [f] € Lol ).

Le lemme suivant est un procédé pour améljorer les approximatjons de “‘lon-
guecur 2°° dans le prédual Q, pour T € A.

Lemme 5.2, Soit T € A tel que Z = T et X, # T. Supposons donnés [L] € Qr,
a,bye,de etd >0telsque L] —(a® b+ [c@d])] <detO<pu<l.
Alors il existe a', b', ¢', d’ € tels que

L] = {l@ ® B+ [¢ ® d}] < po,
-14
lle' - cll, §&" — bl < 35%,

o'l < llall + 6%, jd'l) < a)} + 6%
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Démonstration. Soit f e LYT) telle que
=] —le@b] - [c@®@d] ct _f <o

On peut écrire f = f, + /5 + f, avec f; = Ly Jetfa= X:\:J: Soient &, > _f; ,
i=1,2,3¢ete>0 tels que 8, + I, + 8, + 2¢ = 4, Via le lemme 2.3 (appliqué
avec [K] =0, f=f;, ¢, = ¢, 0, = Jy, 0 = pu) on obtient des vecteurs ¢, ¢’ de #
tels que
He@d]+ [fill — [ @ d'] < pe,
1 1
le' =l <36 +8)°, '} < i + (e + 3y)° .

De méme en appliquant le lemme 2.4 (avec (K] = [Al], /' = fo, O, = 0y, &, = &,
0 = ) on obtient des vecteurs a’, b’ de # tels que

ile ® blr + [Allr + [fallr — [@ ® ']} < pdy,

1 1
la'll < flall + (0 + 62" et [' — bl <3(3, + 5"

Les vecteurs &', b', ¢, d’ satisfont donc les inégalités désirées. Par ailleurs,
en regroupant les autres inégalités, il vient

ilflr + la®b] + [c ®d] - {[a ® ] + [ ®} < pd, + ¢),

ce qui donne bien
(L] — {a ® &1+ [ ®dT}: < pd.

THEOREME 5.3. (cf. [14, théoréme 1]). A = A,.(6).

Démonstration. Si % ou Z, est égal & T nous savons déja par {17, Theorem
2.5) que T € A,(1). Nous pouvons donc supposer vérifiées les hypothéses du lemme
5.2. Soit [L} non nul dans Oy et s>6. Fixons y>0et d> 4L} tels que (6/(1 —p2'*)*)d <
< S||[L}li. Nous construisons par récurrence quatre suites (a,), (b,), (¢,), (d,)
de la fagon suivante: g, = b, = ¢y, = d, = 0; supposant construits a,, b,, c,, d,
tels que
HLY ~— [a, ® b,) -- [c, ® d ]l < p" 729,

nous appliquons le lemme 5.2 pour obtenir des vecteurs @, 1, b,¢1. Chers dyey tels
que

ML] — [@y41 ® byia] — [chs1 ® dyialll < p"9,
A
”cn+1 - cn”v an+1 - bn” < 36 u#("_l)lgs

1 1
flansali < fa,ll + 8% ptr-nie, sy < Ddnll + 52#“’—1)’2-
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il est clair que les suites ainsi construites satisfont:
(l) lim H [L] - [an ® bn] - [Cn ® dn]” = 0’

n=00

(ii) (a,) et (d,) convergentes; et leur limites a et d vérifient |jal, |d}i < 36Y%
avec o« = 1/(1 — p¥?),

(i) lle,ll, 11byll < ad™™.

Quite a passer a des sous-suites on peut supposer que (b,) et (c,) sont faible-
ment convergentes vers des limites que nous désignons par b et c.

De (1) et (i1) il vient

lim ”[L] - [a ® bn]‘ [Cn ® d]“ = 0.

H—00

1l est facile de vérifier que x = [a ® x] et ¥y —» [y ® d] sont continues de s# dans O,
munis de leurs respectives topologies faibles. On en déduit [L] = [a ® b] + [c ® d].

Par ailleurs, on a |ja}]| ||bll + |lcll|ld]] < 6a%6 < s||[L]l| ce qui donne bien le contrdle
désiré sur les normes. ‘

6. A= Ap)

Nous partons de la triangulation d'une contraction 7 sous la forme
{cf. [24, p. 73)):

T=(T° *) avec Ty €Cy. et T, € Cy.;

autrement dit, T, est la restriction d’une contration T au sous-espace #,, hyperin-
variant pour 7, constitué des vecteurs x de # tels que 7"x —» 0; ainsi #, = &-
7n—=00

Posons E, = Er; si Eg=TonaT,eCnA et donc T, € A(p) d’aprés [3]. On
a alors, a fortiori, T € A;(p). Nous supposerons donc E, = T\ E, non négligeable
Le premier lemme est une adaptation aisée de résultats des §§ 2 et 4.

LEMME 6.1. Soit T € A(s¥) et f € LY (Ep) avec ||fll, < 1, alors[flly € ENA 1, Hy).

Démonstration. D’aprés le corollaire 4.2, il existe des suites (x,), (y,) dans la
boule unité fermée de #°,, faiblement convergentes vers 0, et telles que
lim}jf — x,-y,ll = 0, ce qui assure déja

lim ({1} — [, ® el = 0.
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Par ailleurs, pour »» € %, on a
o ® ylri = o &yl = (00 ® ylsi = i[Q0 ® 3]s = 0

car S* est Co. .

Dans le contexte de la triangulation ci-dessus on voit facilement que o () ==
= 0,(7,); d’aprés la proposition 3.4 on a I'inclusion LNT(c,(T)) < E, qui entraine
E, < LNT(D\ o, (T)).

De A = A,;; nous déduisons maintenant le résultat suivant crucial pour Ja suite.

PROPOSITION 6.2. Soit T € A et 2 eDN\o(T); alors [C,]y € &5 (). Plus
précisément il existe une suite de vecteurs (x,) = (x, ;) de H et § = 0, < 12 tels que
() im’[C,] - - [x, @ %1 < 0,
(2) limjx, ;B =1-—4,
et
3) Yo e # '[x, ® o]] - 0.

Démonstration. 1l est bien connu (et facile a vérifier) que T € A,;, peut &tre
reformulé T ¢ A;. On a donc, en particulier pour i€ D\oy(T), [Cil e : =
= [u ® t] pour certains vecteurs u = u;, v = v, de #’® . Cette égalité entraine

1 sik=0

T® — Yy, v) =
( ) {0 si k> 0.

Posons & = V T®%y = VY (T — 2y Linjectivité de (T — /) entraine celle de
k>0 k>0

(T - 2). Par ailleurs, les égalités ci-dessus montrent que (7@ - - 2).2)~ est de

codimension 1 dans .% . 1] en résulte en premier licu que . est de dimension infinic,

Nous envisageons maintenant les deux cas: '

a) (T® .- 2).# non fermé. Il existe donc une suite de vecteurs unitaires (,) < &
telle que W(T®-- Du,| — 0. Toute valeur d’adhérence faible de cette suite
appartient au noyau de (I'® — 1) et est donc nulle. Il en résulte que #, — 0 faiblc-
ment et que £ € 01 (T®) = 6,(T). 1l existe donc une suite orthonormale (x,) < .#
telle que [|[(T -~ A)x,i| = 0. Pour une telle suite on sait que (cf. [8, Lemmas 4.3 ct
4.4]) les conditions (1), (3) et, bien siir, (2), de Ia proposition 6.1 sont satisfaites avec
0, = 0.

" b) (T® — D est fermé. Alors (T % — 1) est Fredholm d’indice -~ 1-
De {19, Lemma 5.2], appliqué a (%)%, nous déduisons I’existence d’une suite ortho-
normale u, = x, @ y, de vecteurs de #® telle que [C;le) = [, ® u,] (), sOit

[Cilr =[x, ® X,}r + Vs ® yalr et |ilu, @ 2],3l = O pour tout z e A
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Puisque |x,|}* + !ly,ii®> = 1, on peut, quitte & passer a une sous-suite ct &
échanger x, et y,, supposer I'existence de 0 = 0, <1/2 tel que

Imjx,/2=1—0 et limly,>=20.
On en déduit (1), via ’expression de [C,] ci-dessus. Par ailleurs, pour w €., on a

II[\u ® (’O] “[(\u @ ‘n) ® (o ® O) 7(2) [_—’ 0.

Ceci termine la démonstration.

Etant donné un vecteur x € #°, nous écrivons x = x9 + x! sa décomposition
relative & # = #, @ A, avec AH’, = i . Pour chaque A € D\o,(T), nous choi-
sissons une suite (x, ;) =% vérifiant (1), (2), (3) de la proposition 6.2 et, en outre,
lim ||x; [l = v,. Posons, pour y €[0, 1/2[, @, = {2 e D\o(T) | y,<7}. L’intérét

n—0o0

que présentent les ensembles 2, est exprimé par les deux propositions suivantes.

ProposITION 6.3. Si /. €9, alors [C)) e(‘,, A r, Ay, /l’l)cé(m) (dr,
Ay, H). Plus  précisément lim [l[C] - [x ® XL < 0, + v(L — 0 et

H=00

lim|fxr; @ @l =0 pour weH,.

H-00

Démonstration. Elle résulte sans difficulté, du fait que, pour tout (z, w) €
EHX N, [2®w] =['! ® w], de Pinégalité

NCa) — [ ® Xl < Ca) — [, 3 ® X, a0 + M,z ® il
et des propriétés de la suite (x, ,).
PROPOSITION 6.4. Pour tout y €10, 1/2[, lensemble 9., est dominant pour E, (i.c.
E, « LNT(2,)).
Démonstration. Puisque E, = T\ET » 1l est clair qu'il suffit d’établir que

LNT(D\(J)( LNT(O'D(TO))ULNT(D\JP(T)\Q )) est essentiel pour Tj,.
On sait déja que LNT(s,(Ty)) est essentiel pour T,. Par ailleurs, pour

A ¢ DN\o(T)\Z,, on a lim [lxg,;,[|;>-y. Il vient successivement

n—0o0

HIC] — [xm2 ® xualll < MCT— [x,4 ® %, 01 + Uiviz ® %211,

Tim [C;} — [xms @ xall < 0 + (1 - GV -~ 0, — y2)¥2 =

w0y + (1 0;)(1 - —i—)m <0, + (1 — 01)(1 R L ) 1y
2 2(1 — 0y
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On en déduit donc I'inclusion DNZ, < A(l - - 732, #,, T) et l'essentialité¢ de
LNT(D &) pour T, d’aprés le lemme 3.5.

Lumme 6.5. Soit T € A(H#) tel que m(Zfl) <1 et m(£*¥1) <1 et soicnt
[L]Je Oy a.b e #, c,d €y et § >0 tels que

L) —-[a+ ) ® (b + d)}ii < 9.

Alors il existe o', b' € #y, ¢, d’ € H, tels que
' ’ ¢ ’ 2 ! 3
) —la +)y® & +d)i < Y

1 1
O em el < 38%, 'l < d] + 5%,

1 1
b bl <36, @l < lall +6°.

Démonstration. Soit f € L{(T) telle que
UN=MULl—-a+c)®®+d] avec |[f|j <.
On peut écrire f = f; + f; avec f € LMEy), f1 € LME)), |\f;. <8;,i=0,1, 8, +
+ J; = 0 — 5¢ pour un certain ¢ > 0.

Fixons y > 0 tel que y01*b|l < e et y < 1/4.
Nous transformons d’abord le terme

[Li] = [c ® d] + [A]]
en utilisant le lemme 2.3 (avec . = o, B ={f, [K] = [fi]] et £ = 0) et les pro-

positions 6.3 et 6.4. En effet, la dominance de &, pour E, entraine que (cf., par
exemple, {6, Lemma 1.2])

[Allr € fi, ecef{[C)ly; A€ ‘@v} < jiffiiecef Sy, Hy, H).

1l existe donc des suites (c,), (d,) dans 5, vérifiant

0 umm+k®ﬂr4%®mm<§wl

1 1
@) lle, — el <362, lid b < ildil + o7’
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En outre, ¢, — ¢ = u} + @, et les suites (up) et (i7,) vérifient (3) du lemme 2.3. De
plus, (cf. démonstration de 2.3) u} est la projection sur #; d’un vecteur de la forme

N N
u, =Y, Ve,xP avec Y Iyl <6,
FEE N i 1

etchaquex? (i = 1, ..., N) est choisi dans une suite (x, ,) vérifiant [x; , ® w] =0 et
lim |ix?, Il < y. En prenant tous les n; assez grands on assurera les inégalités

i, @ blll < &, <& et |Ix{,ll <. Puis (puisque x,, tend faiblement vers 0) le
<hoix successif des n; peut se faire de fagon que

N
llapll = Y ol IGPP NP < 920,
i1

Il en résulte, de par le choix de y, [[[u} ® b]|| < 2¢. Par ailleurs, (toujours en vertu
de (3) du lemme 2.3) on peut choisir %, tel que

107, || < ¢/(IIbil + 1),
On a alors, a fortiori, (en effet, pour @ € #,, 'inégalité || T7w || < || T"w (|

entraine || 4710 < |[4¥w || et donc |01 w|| > [[Qw])

lga,|l < g/(libll + 1),
et donc (puisque b = @b, vu que #y<= &)

@, @ blrll (= ll@, ® blsll = [i[Qa, ® blsl)) < &.

Ainsi avec ¢’ = ¢,,d’ =d,, on a Uinégalité ||[c' @ ] - - [c ® b]{| < e et, en com-
binant avec 1'inégalité (i) (au début de cette démonstration) il vient

(i) e ® (b +d)] + [l = [’ ® (b + )|l < } 5y + 3¢

et les inégalités désirées pour ([¢" — clf et ||d’|].
De méme, puisque [ ;] € (A 1, H# ). D’aprés le lemme 2.4, il existe des suites
(a,), (b,) dans H# telles que

(i) lfa ® 6] + [fi]] — [a, ® b, < i 5,

.‘< .14
(iii’) lapll < llall + &', lib, — bli < 395 .

En outre, la suite (b, — b) converge faiblement vers 0. 1l en résulte (cf. démon-
stration du lemme 6.1) que lim [¢’ ® (b, — b)] = 0.
p—o0
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Donc, en choisissant p assez grand, on aura, avec b =b,, o' :a,.
1" ® (0" - b)]! < c. En regroupant, cette inégalité avec (iif), (ii) et D'égalité
dant [A]] & [L] il vient

.3 3. 3
L] -la + bY@ (D + d) < o d, + 3+ " Oy + &< N d.

Par ailleur, (i') et (iii') donnent les inégalités désirées concernant |«
Th bl et - et d

Démonstration du théoréme 1. Soit T € AQK). St m(E71) = 1 oum(E% ) ==
ona 7y ou 7, dans A1) (cf. {17, Theorem 3.5], déja mentionné). Supposons donc
m(EX1) < 1et m(£*v) < 1. Soit [L] € Qr et ¢ > H[L]). Le lemme 6.5 permet de
construire, par récurrence, des suites (a,), (b,) dans 3, (c,). (d,) dans #, telles
que

IL] o [(an + Cu) ® (bn + dn}].; < tngld"

1 1
. . ) - - = iy ‘ - NI P W, 5 ‘2
an] < e, + (T" ]5) ’ ﬂdn-'rl..“g..dn.'i + (7 1‘)) >
2
:;bn-il - bn::, A;Cn'é—l - ()ni} < 3(1’:_16)2 ('aVCC T = 3,4)

Ces inégalités montrent que les suites (b,), (¢,) sont des suites de Cauchy et que les
suites (;a,}) et (d,i) sont bornées par s¥3(1j(1 -- |[7)) = 6%

Posant » = limb,. ¢ =limc¢,. il vient [[L] —[(g, + c)® (b +d,] -+ 0:
solent a et ¢ des limites faibles de sous-suites (a,,k), (d,,k); tenant compte de
la, ® d} = 0 et de la continuité faible des applications x — [x ® b}, vy = [¢ & 3].

on obtient
Ll=[ae+ ® (b + d)},

avec e, b < 3287, d'ou
a+ i, b+ di < 2(105)42

Autrement dit, 7 appartient & A (p) avec p = 10z%

7. COROLLAIRES ET REMARQUES

Du théoréme 1 on déduit d’abord, par un argument devenu classique (¢f., par
example, {15]) ie résultat suivant

COROLLAIRE 7.1. Pour tout T de la classe A les topologies fuible” et faible-opd-
Fateur coincident swr <f . De plus & ¢ coincide avee Wr. (Pour T ¢ L(H),. nous dési-
gions par Wy Ualgébre faible-opérateur ferimée engendrée par T. )
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Le corollaire 7.1 résoud donc (pour la classe A) une question topologi-
que portée au premier plan des théorémes d’Apostol-Bercovici-Foias-Pearcy
{[5, Theorems 6.13 et 9.7(c)) (cf. aussi [18, Theorems 3.7 et 4.1]).

Dans ce domaine, rappelons que [25], puis [10], ont donné des exemples
dopérateurs T pour lesquels les topologies faible® et faible-opérateur différent sur
«fp (cf. [L1] pour des résultats concernant les propriétés (4y;,) et (4y,,)(p)) et que
{26] exhibe un exemple de T pour lequel Iinclusion &/ <% ; est stricte. Par ailleurs
Ie théoréme 1 et le corollaire 7.1 précisent, en ce qui concerne; la classe A, les ré-
sultats de [15]. Enfin [2] produit un exemple d'algébre duale ayant la propriété
{A,) sans avoir aucune propriété (A)(p).

Les [C,] ayant joué un rdle important dans la démonstration du théoréme 1
il cst intéressant de préciser a posteriori leur appartenance aux divers ensembles
utilisés dans la caractérisation des sous-classes Ay , A1,y et Ay 1 de A

LemMMma 7.2. Soient Te A et 7 €D. Alors

(i) pour % € oT), [C,] € Xo(y),

(i) pour 2. € F _(T), (resp. F (T)( (IC;) € 6§/ 4), (resp. E5(A)),
(iii) pour 2 € (DN\G(T) U ai(T), [T), [C;] € E5(Ar) 0 E4(Ar),

(iv) pour /. appartenant @ un troi H de o (T) contenu dans o i(T), [C;] € £4( 7).

Démonstration. (i) et (ii) sont bien connus (cf., par example, [5] et [17]).

(ii) Le cas b) de la démonstration de la proposition 6.2 s’applique maintenant
directement & T pour 2 € DN\o(T) et donne [C,] € 6)(Z4). Un passage standard
de T & T* permet d’affirmer également que [C,] € (/7). Par ailleurs, on vérifié
facilement que les ensembles &§(/;) et &4(o/ 1) sont fermés. Ceci, combiné avec la
continuité de Papplication 2 — [C,] et linclusion ¢i(T) = (D\o(7))~, compléte
la preuve de (iii).

(iv) Si Hest d’indice positif ounul ona H < % ,(7T) et le résultat desiré d’aprés_
(ii). Sinon soit # = V Ker(T — p); on a e LatT, 4 < Hy et (T|.4 — p)est

neH
semi-Fredholm pour tout € H. Comme, en outre, H < O-P(T"///‘) il résulte de {18,
Lemma 2.3] que pour X € H il existe une suite orthonormale dans .7, (x,), telle
que [C;] =[x, ® x,]. Linclusion &4 < 3, (< &) garantit que V w €N,
i ® x,]Il 0. On a donc bien [C,] € §i(Z4).

REMARQUE 7.3. 1l est clair que le processus d’approximation de la démon-
stration du théoréme 1 peut commencer avec ay, b, , ¢, dy quelconques.

Par ailleurs notre méthode d’approximation a I'aide des sous-espaces ', et
', est susceptible de variantes. On voit facilement que le schéma ci-dessus s’applique
par exemple au cas ot H = H oy @ H1, Hge LatT, avec #§ < H#, et 'ensemble
(2eD|[C,)ebi(Ay, Hy, #7} est dominant pour T\E;, ol Ej = E

T, "
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Nous présentons maintenant deux critéres d'appartenance aux classes Any,
et Ay 1. Rappelons que Al,so(,yf’) est la sous-classe de A(#) constituée des T'e A(# }
tels que 7, ai‘t la propriété (Az,so), c'est-a-dire, que pour toute suite ([L;]) <: Oy
il existe des vecteurs x. (»;) de # vérifiant

(=) [Lj] = ® yj]s JeN;

Ia propriété (ANO.I) est définie de fagon symétrique.

COROLLAIRE 7.4. Soit T € A tel que D\ (T) (resp. Do (T%)) soit dominant
pouwr T, Alors TGAL&' (resp. TGA‘\:J‘E). En particulior Ci. YA < AI.N,) Iz
CinAc Aso,l.

Démonstration. L.c lemme précédent montre que, pour 2 & DN\oy (7). [C.le
€ 4 §(# 7). La dominance de D\6,(T) entraine alors que ecef(4(77)) coincide avee
la boule unité fermée de @ (autrement dit que 7 a la propriété E§,). On conciut
via [16, théoréme 2.1] que T e Ay, Pour prouver la derniére affirmation il suffit

dobserver que, pour TeC,., on a 0,(T) = O (cf. [18, Proposition 2.8]).

THEOREME 7.5, Soir T € A tel que £ <. X, (vesp. Y. <= Z). Alors T & Ay,
fresp. T € Ay, 1)

Démonstration. 1>'aprés le lemme 5.1 on a [f]]€ &i~74) pour fe LT - X
et 'f! < 1. De ceci et de P'inclusion I < X, on déduit facilement que ecef(Xi(.7 1)
vilell, g e LNZL). g < I} = (Qy);. Donc, daprés [17. Theorem 4.1, on a
Te Al’so .

Rappelons qu'un opérateur 7 est dit réflexif si # 'y = AlgLatT (== {X &
€ ¥(A)|Lat T < Lat X}). Des résultats ci-dessus ct des conditions suffisantes de
réflexivité obtenues en [17] on déduit immédiatement les résultats suivants.

THEOREME 7.6. Soit T' une contraction dont la partic absoiument continve 1" ost
dans A. Chacune des conditions suivantes assure la réflexivité de T':

a) DN\ea (") ou D o (TT'#y dominant pour T,

b) 'eCi.UC.,,

)Xo l,oulf, <k
(En fait, ay peut étre affaiblie sous lu forme :

a') D {/ieD | (T - -2y Fredholm d’indice > 0} dominant ou D\{/'. ¢ Df(’[' -7}
Fredholm d’indice < 0} dominant. )

Le résultat suivant nécessite de fagon pius élaborée le procéde dapproxima-
tion du § 6.
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THEOREME 7.7. Soit T€ A, alors T® est réflexive.

Démonstration. Un argument élémentaire montre que si 4 € AlgLat T®
alors A = A® avec 4 € AlgLat T et que (4x, y) = (4x', y') dés que [x ® Ve, =
=[x ® ylp,:

Nous définissons une fonction g: D — C par g(l) = (4x, y) pour
[C,] = [x ® »] (observation élémentaire ci-dessus montre que g est bien définie).
On peut alors définir une forme linéaire ¢, sur la variété linéaire & engendrée par
les [C,] par

N N .
Py Z “i[CJ.i]> = z a;8(4,).
i1 i1

Nous observons maintenant que si

N
[x ® ] = ¥, #[C:]

§e:1
alors

9[> @ YD = (4x, ).

En effet de 1’égalité donnée et de la définition des [C,) on déduit aisément
que [Cz‘.] =[x ® y;] ou

yi = (b(T)*y, bje H®, b(i) = 6;; 1<i,j<N;

on a alors successivement

[x®y] = [x ® (ﬁl 'a‘iyi)],

N
(4x, y) = (Ax, 3 "o?,-yi) ~ (car A e AlgLatT)

i-z1

= }]E a(dx, y;) = Y 2:8(2;) = @, [x ® Y.

i= 1

Etant donné [L] € & on peut trouver x, y € # tels que [L] = [x ® y] et |Ix]||y!| <
< plIELL
Ainsi

Kpar (L] < 2p]ANEL

et @4 est une f.l.c. sur §. Comme & est dense dans Q (en effet, &t = {(T)e r;
(), [C.D(= h(A)) = 0, 2 € D} = (0)) il existe une f.l.c. sur @y, donc une fonc-
tion 1 € H” telle que

CHTD), L = L4, [LD, [Li€é.
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En particulier /1 := g et
) (AT)x, 1) = (dx, ¥) pour [x ® 1} € 6.

Pour conclure, i.e. établir la validité de I'égalité (%) pour x, » quelconques, on
utilise Ja premiére partie de la remarque 7.3 ¢t la densité de ¢ de la facon sui-
vante: En premier liea

[* @ y] = lm[L)] avec [L]ed;

R—=20

puis on résoud [L,] = [x, & 1,] en “partant’ de x et 3. On a ainsi

Ay =X =0, af -y =0

et (x9), (1) faiblement convergentes vers respectivement u® et ¢'. Il en résulte (cf.

dans théoréme 1)
v ®3] = {4+ )@ 0+ )]

De méme (4x,, 3,) = (4x9, »%) + (4x%, y»,) tend vers (4u®, 3%); (4AxX', 3) =
o (A@® + x'), 1 + ') = (Ax, ¥).

Par ailleurs, puisque [L,} € &, (dx,, »,) est égal a (g(T)x,»,) qui converge vers
{(T)x, »). Ceci achéve la démonstration.

Pour terminer signalons que les techniques d’approximation utilisées
ici (plus précisément I'exemple “‘dual’’ de la remarque 7.3) en liaison avec celles de
[17] et 1a notion de sous-espace invariant Q2-analytique nous ont permis d'établir Ia
réflexivité de toute contraction de la classe A (cf. {29]).
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