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DISTANCE ENTRE ELEMENTS D'UN SEMI-GROUPE
CONTINU DANS UNE ALGEBRE DE BANACH

A. MOKHTARI

INTRODUCTION

Soit (@')s:.0 un semi-groupe continu et borné a 1'6rigine, et soit A l’zilgébl'é
engendrée par (a');~o0. On se propose ici de démontrer que si lim sup,,a¥ — a'j < 1/4,
. ) . C oot :
alors I'algébre A est unitaire, et dans ce cas lim sup, ¢* —- @'} = 0 (théoreme 1),

: 0" ’

J. Esterle avait démontré dans [1] que si 4 n’a pas d’idempotent non nul, alors
e --- a"l = 1/4 pour t petit.

Un contre exemple, dans Ialgébre ¢,. montre qu'on ne peut remplacer limsup
par liminf, -

La méthode de démonstration du théoréme 1 utilise I’idempotent p(x) défini
dans [2] pour tout élément ¥ dans une algébre de Banach tel que !x2 — x" < 1/4.

Nous appliquons ensuite le théoréme 1 aux contractions 7 d'un espace de
Banach. La proposition 2 (certamement bien connue) permet de définir dans I’ al-
0core A = [(Sp(l — T))us1]~ le semi-groupe (1 — T)"), -

- Nous montrons ams1 (theoreme 2) que si A est non unitaire alors

lim sup“(l ~ Ty — (1L — T)|| > 1/4. On donne egalement en utilisant en particulier
£-a0t

1¢'théoréme de factorisation de Cohen, d’autres conditions équivalentes au fait que 4
¢¥t non unitaire. Il résulte de la démonstration de [2, théoréme 4.4]) que si 4 est non
unitaire, et si sp(T)\ {1} n’est pas réunion d'unc suite de compacts disjoinis non vides

relativement ouverts alors on a la condition plus forte liminfi(1 =T)*—(1—T)fi = 1/4.
toD
La conclusion du théoréme 2 est plus faible mais nous n'exigeons ici aucune

copdition spectrale pour 7.
Rappelons qu'on appelle unités approchées bornées séquentielles {1.a.b.s)

les suites (¢,) d’une algébre de Banach commutative 4 qui sont bornées et véritient
Hi =1 |

llxe, - x|, = 0 pour tout x € 4.
n-c0
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THEOREME 1. Suit (&),s.0 un semi-groupe continu et borné a 'origine dans une
algébre de Banach, et soit A = Spla'),- o. Alors on a:

v t - . \ .
1) (@»)ns1 est une w.a.n.s. pour l'algébre A si t, — 0.
n=- -0

i) lim sup ;0 — @' i< 1'4 si et seulement si A est unitaire, et dans ce cas
10

Funité e de A vérifie e = lim a*, et on a lim sup o* — a'" = 0.
S0 10"

Preuve. i) Pour tout ¢ > 0, f, + t ——>t. Comme [@'application ¢ — a' est

n— =00

continue, on a alors ¢'»”° —— ¢f pour 1 > 0, d'ou

00

m ”1

an /a'— /..a" a'——-> /a’
L pX e

POUr Sy, ... 8, > 0. A s, ..., i, €C. Comme supia] < + oo, on a pour
tout x € 4, a'nx ——> x, et (a'"),, est une u.a.b.s. pour 4. .
e 00
ii} Supposons "a¥ - - &'l < 2 < 1/4 pour 0 <t <, et considérons lap-
plication /1:]0, 1,[ - 4 ® Cl1 définie par /(r) = P(a") ou
P@) = 122~ (1,2 -- &)1 — 4a’ + 4a™)~22 =

17212 —=1) ... (-~ 12—n+1)

n!

=172--(12-a) 2 (@a* — 4a'y.
ne @

Comme la série Y vzl o2 et D

—0 n! .

normalement convergente sur 0, #,[ car |4a¥ — 4a';i < 42 < 1, et comme Iappli-

cation ¢ —> af est continue, alors i est continue. D’autre part P(a') € A et P(a') est

un idempotent [2]. Si P(a') # P(a"), comme P(a') et P (a”') sont deux idempotents
de I'algébre commutative 4, on a 'P(a') — P(@*)}i > 1 .

Donc dans un voisinage de t on a: P(a*) = P(a"'), 1a fonction /1 est localement

constante et comme clle est continue, elle est constante, donc P(a’) = g pour

4a* — da°)" est

t €)0. 1,[. D'aprés [2, lemme 3.3] (P(a’)), est unc u.a.b.s. pour 4, pour toute suite
de réels 1, > 0 telle que ¢, —> 0. Soit f un élément quelconque de 4: alors
Booo

Ple'Yf ——f et P(a’) f = fg pour0 < ¢ < t,. Dol gf = fg = fpour tout f & 4, et
1 07

.. . . o e t .
4 est unitaire. Si A est unitaire d’unité e, comme (@ "), est une u.a.b.s. pour 4, oir a
lim a%-e = e, donc lim a'n = ¢ pour toute suite (7)) qui converge vers 0, et
Ti=r - 0O ne oo ..
limsup a¥ — a'y = 0.
6"
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La proposition suivante montre qu’on ne peut remplacer limsup par liminf
dans le résuitat précédent.
PROPOSITION 1. 1 existe dans ¢, un semi-groupe contini (a%);-o tel que

lim inflla® — a'|| < 1/4 et Sp(a®) est non unitaire.
120"

Preuve. Posons f(3) = (1/2 + ) — (1/2 — §). Onaf(0) = —1/4, etil exis-
te 5 €10, 1/2[ tel que () < 0. Ona ap + 5)2"” < (1/2 — 6y pour k >
_ap+ o rap—s”

2 b-]

segment [(1/2 + 6)2")], {1/2 — 5)2"], et lima, = 0.

n-s 00

Posons 2,

1 =1,2,3,... .2,estle milieu du

Onag,é¢[(1)2 - 5')2k, (172 + 5)2k] pour tout n et tout k.

Posons t, = 1/2*; k = 1,2, ... . Alors ayx ¢ [1/2 —8, 1/2 + ).

Considérons la parabole g(x) = —x2 + x, xe[0,1]. g(0) =g(1) =0, le
maximum est atteint au point x = 1/2; g(1/2) = 1/4 et g est symétrique par rap-
port & x = 1/2. On a donc

o — 2k = alk — a2 < (12 — 8) — (1)2 — 8)% = 1/4 — &

On a suplu® — i < 1/4 — 8% < 1/4 donc liminfle®’ — @'l < 1/4 ou
n»l 10"

a' = (%)),51 est un semi-groupe dans l’algébre .
La sous-algébre 4 = Sp(a’) de ¢, n’est pas unitaire car toute sous-algébre
unitaire de -, est de dimension finie.

On note Cy[X] Pensemble des polyndmes & coefficients complexes sans
termes constants.

ProrosiTiON 2. Soit T une contraction sur un espace de Banach, et soit A =
={PQ~—-T j}'pecu{j"] Ialgébre engendrée par (1 — T'). Pour tout r > 0, on pose

Topr—1D . r—n+1

G—7y = F=D )

n=0 H '

(— 1),

.on a alors:
1) (1 — TY est bien définie et appartient d 4 ;
i) l"ensemble ((1 — T)),..q ost un semi-groupe continu dans A
rir—1). (r——n+ 1)

Preuve. Posons 2, , = ‘ —pour >0, r>0. On a
.

(l) nr+r Z Lpr® Xg—p,r
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“a20
Comme ¥ x,, < + oo pour 0 <r <1 iirésuite du !
n=0

t

wordme sur le pre-

duit des sérics absoluments convergentes que V 'z, < - oo pour tout i > (.

2=
=0
Donc la séric Y "%, 4 -7)" converge pour tout 7 > 0, et il résulte de {1} que
n=0

=7y " (1-- Tyl - TY pour >0, ¢ > 0.
Vérifions que {1 - - ) & 4.
Aol —1) == 1)

Posons Q,(x) =1 =}, —— ~~~'» Cee i e= )t Alors:
n=" n.

- BT 4 ul

T onZmed n!

i1y =

ms

Donc lim Q

M-
X (- 1YL E

+ 1)
Posons P(x) = Q,(x)+ '}, -~ - =1y Py =0

n=i--1 n!

pour tout m, donc P T)cA. On a lim P, ATy = lm @AT) — lim Q1) =

. H—- [2 B o} [2 1R R 44
= (L=T)y dou (1 --7) €A car 4 est fermée.
Soit r ¢[a, b} = 10, 1[. Alors:

:r(r‘r L LR G O R F Sl o IR 7 IR A 1)<r(1 —G...(n—1"d)

b . . . - . . = - o . EE .- . JE=s
| n! : . n! ool
(1- a)(7-—a . (n-—-l~-a) 1 "‘a(l--—u)...m~~-1~a)]
< - o . il e = .. DA VU ()
“! u i ) il

ol -a)...(n--1- a) Rt & CANN B I o
NN ( -est convergente. done Y- - TY
rh-:() 71' IR '

est normalement coavesgente sur tout compact de 30, 17 dong 41 —- T est continue
sar J\) . ce qui impligue la continuité sur 0, +oof car on & un semi-groupo.
((1 - - T))..o o5t donc un scmi-groupe continu dans A.

THIOREME 2. Seiz T wne consraction sur un ospuce o2 Buapach I, o soit

A= [Sptl - - Thsr,™ Salgébre engondrde par (1 - Th. fox conditions suivantes
sont équivalentos.



SEMI-GROUPE CONTINU 379

i) limsupli(l — T)* — (1 — T)|| < 1/4;
roo®
i) limsup(j(l — T)* — (1 — T)il =0,
t—.o‘A
i) A est unitaire;
iv) I(1 — T) est fermée;
V) m(l T) = m(l — Ty
Vi) 1 =T) =1 —~T)v avec ved;
vii) (1 — T) = (1 — T)*U avec Ue L(E).
Preuve. Soit F = A-E = {v = fx feA et x = E}. Alors on a:
) L(f) = F, pour fe A. . ot
2) Ker(l — T) = ker(f), pour fe A. ;
3) FnKer(l — T) = {0}.
4 F=[L0 T

(1) et (2) résultent immédiatement de la définition de A.
Soitxe Fn Ker(l — T). Il existe fe 4, et y=E tel que x = fy = (lim (I —

M~ =00

-~ T)m. fiy d’aprés le théoréme 1(i).. Donc x = lim (! — T)¥"x =0 d’aprés

B

(2), et on a la propriété (3).
Soit y € F; il existe x € E, etj A tel que-y -j\ Onay = (lim (1 —7)u)x=

B=boo
hm « - T)(u,,\)} ell(l—1)]-.0na donc C)) d’apres le théoreme de factori-
sation [3] qui implique que F est fermée, car [, (7 — < [F]~. Supposons que

.P"eblc A est unitaire, et soit g l'unité de A. On a d'aprés le théoréme 1,
= lim (1 — T)¥», donc pour n assez.grand (1 — T)n est mve131ble et par suite

n-rX

1 -- Test inversible. Soit /s I'inverse’ de (1 — T); (1 — T)lz = g d' ol (g) < I (1 — T),
ettcomme g(l = 7)=1~—17, on a I,(1 ~T)<=l(g) donc Ll —T)=1I,¢)

Comme g est un idempotent, I,(1 — T') est fermée. D autre part (1 — T)*h =
= (1l —~ T)g = 1 — T donc iii) implique iv) et vi).

Supposons ,,,(l T) fermée. Alors I,{1 -— T) = F, et d’aprés le théoré¢me
de fJLlOUSdthll [3}, on a F = AF. Par suite on a: (I — T)F = (1 — T)(4E) =
= A1 = T)E) = AF=F dou (I —TyPF =l —-T)F=F=1I,1—7T) donc
Il --T)y=1(0 — 1) e (v) implique (v).

Supposons que (1 — T) = [, (1 — T)% Alors on a d’aprés une propriété

algébriquc élémentaire bien connue F = [ (I — I') + Ker(l ~- T); on a alors:

B IL(l—-T)=F Eneffet soit ye Fo E, y =13y, -1, 0t el (l -T),
e Ker(l - T). Comme y,€,(1 —T) < Falors ¥ — y, € FoKee(l -- T) = {0}
doic I (1 —T)= F; par suite £E = I, (1 — 7) ® Ker(l — T), et d’aprés le théo-
réme de factorisation, I, (1 -~ T) = F est ferinée.
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Soit g la projection de E sur F parallélement & Ker (1 — I'): alors pour tout
Je 4, pour tout xe Ker(l -~ ¥), et pour tout ye [,(I — T) = F

(fo)x +3) = flgx + 1} = /()
X+ 1) = flx +3) = f0).

On obtient gf = {¢ =: f pour tout fe 4.
Considérons I'application (1 —T) F: F— F; comme Ker(l - T)n
ALl -T)=1{0}ctcomme F=I(l -T)=I(l—TP=(1—T)F.(1 T)F
est bijective; donc il existe v € L(F) tel que (1 — T)s = 1. Comme (1 — T)sg = 2,
g=1lim (Il - Tt g = lim (1 — )Y e A, I'algébre 4 est unitaire. Donc {v)
n-=+- 0 n=r -0

impligue (iii), et (ii), (iv), (v) sont équivalents.

Trivialement vi) implique vii), et vii) implique v).

Les conditions de (iii) & (vii) sont donc équivalentes, et e fait que (i). (ii) et
iii) son¢ équivalentes résulte du théoréme 1.
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