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RYTHME DE DECROISSANCE DES ITERES DE CERTAINS
OPERATEURS DE L’ESPACE DE HILBERT

J. ESTERLE et F. ZOUAKIA

1. INTRODUCTION

On s’intéresse ici au rythme de décroissance de la suite (||(7— 1)"x]}), ol
T € Z(E) est un opérateur borné et x un élément de E tel que Tx # x. Si E est
un cspace de Banach réflexif & dual séparable il est facile de voir (proposi-
tion 2.1) que si T & 2(E) est injectif alors il existe une suite (a,) telle que

7" - . ;
-“» Xl ——> o0 pour tout x # 0. En utilisant le théoréme de Mittag-Leffler
a" fimoo

comme dans [1] on peut voir également que si &/ est une algébre de Banach et si

lo(@)-x]
n—-oco

a € o/ vérifie a € [«Z/a?]™ alors il existe une suite (4,) telle que o0

n

pour toute représentation continue ¢ de s/ sur un espace de Banach E et pour
tout x € E tel que ¢(a)-x # 0. On obtient ici des résultats beaucoup plus précis
pour la suite (J[(T— 1)"x|]), ot T est une contraction de I'espace de Hilbert. On
montre notamment (théoréme 4.1) que la série i —Mz:l—)"i“«

n1 (T — )" %x||
pour tout x € H tel que Tx # x. Ce résultat, évident si 1¢ Sp7, semble
présenter un certain intérét dans le cas ou T — 1 est quasinilpotent. On montre

également que si Tx # x alors liminfu, |[(T — 1)"x|| > 0 pour toute suite (x,) de

est divergente

(>

. . U,- . . o

réels positifs telle que la série Y, —=1 converge. La démonstration utilise une
n%l u"

i

a

@—1)"
élément de I’algébre du disque divisible par (@ —1)" pour tout n, ou « est la fonc-
tion z — z. On montre, en utilisant le théoréme de Denjoy-Carleman, que les

étude précise du rythme de croissance des quotients w, = ou f est un

. X W, _ ® .
séries ¥ b Yy w; Y7 sont convergentes. Ce résultat est le meilleur pos-
n=1 w,, ne=1

13 _ ¢. 2729
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oo
sible car on montre également que si la série Y, Y converge il existe fe
n=1 Uy
\l
€ M (@ — 1)y"(D) telle que —f——h < u, pour tout n avec f # 0.
n>1 @—1"|

B. Beauzamy donne dans [4] des résultats intéressants sur la suite (77x), ol
T € #(H) d’un point de vue trés différent du ndtre.

L’étude de la décroissance de la suite ([i(T— 1)"x[]), ou T est une contraction
sur un espace de Banach est susceptible de donner des résultats concernant le pro-
bléme du sous-espace invariant [2], [4], [5], (6], [7], [8], [9] et [11]. On sait en effet
21, 81 que s 1T — 1y = O -

n
un sous-espace hyperinvariant non trivial. En utilisant la méthode développée
dans la démonstration de [8, Theorem 9.12] on peut montrer que si 7 est une
contraction sur un espace de Banach E et si Tx # x pour x € E alors
lim sup n|{(T — 1)"x|['/* > 0. Ce point sera développé dans un article ultérieur.

Le second auteur tient & remercier le ministére de la coopération frangais
qui lui a permis de venir préparer ce travail a Bordeaux dans le cadre de ’action
intégrée Bordeaux I — ENS Takaddoum (Maroc) et remercie vivement le Profes-
seur H. G. Dales qui I’a invité et lui a permis de discuter ce travail au semestre
sur la continuité automatique et les algébres de Banach radicales organisé par 1’uni-
versité de Leeds en 1987.

) avec Tx # x alors la contraction 7 posséde

2. RESULTATS GENERAUX SUR LES RYTHMES DE DECROISSANCE

ProrosiTioN 2.1. Si E est un espace de Banach réflexif a dual séparable
et T € Z(E) est injectif alors il existe une suite (x,) de nombre réels strictement
positifs telle que

e |l
ﬂ];—h —— 00 pour tout x # 0.
an n-»o0

Preuve. Soit (¥,),», une suite dense dans le duval de E.
Posons pour n, m, p > 1,

. 1
s =t [T [ 07031 > 2 et el < 1}
Si 4, ., , = 0 alors il existe (x,) suite de E telle que

1
IK¥a, Yl 2 - IXqll < 1 et [T"x [l >0 (g — 00).
p
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Puisque E est réflexif, on peut extraire de cette suite une sous-suite, qu’on notera
encore (x,), faiblement convergente vers un élément a de E, lequel est non nul
car |{a, y,>| = 1/p. La suite (T"x,), converge faiblement vers T"a, donc T"a = 0
ce qui contredit le fait T injectif. On a donc 4, ,, , > 0 pour tout m, p. Si ||x|| =1
alors il existe m, p > 1 tels que |[{x, y,,»| > 1/p et ||[T"x|| > 4, ,, , pour toutn > 1.
Un résultat classique sur les suites nous permet de trouver une suite {«,) de nombres
réels strictement positifs telle que &, = o(4, ,, ,) pour tout m,p et on a

77|

n—oo
aﬂ

PROPOSITION 2.2. Soit &f une algébre de Banach non unitaire. Si a € of est
tel que a €[Ha®]~, alors il existe une suite (x,) de nombres réels strictement positifs

llp(a) - x|| ; . .
telle que ————— —s 0o (n— o0), pour toute représentation continue Qs —

— Z(E), E espace de Banach, et tout x € E tel que ¢(a)* x # 0.

Preuve. Nous pouvons nous ramener au cas ol ./ est séparable. Soit (GARS

une suite partout dense dans «Za. En utilisant le théoréme de Mittag-Leffler [3]

comme dans [1] on obtient que [ (M) &a"]~ = [«#a]~. Pour tout p,q > 1, il existe
n>l

Up g erl.sz/a" tel que {lu, , —f,ll < 1/g.

L’ensemble {ul,’,,}‘,,,,?1 est dénombrable. Aprés renumérotage, posons (b,,),»1 =
= {up',j}p,,p,. On a a €[ &b,] . Pour tout n et tout m, il existe b n € o tel que

b, = b, ,4a" et alors
lo®m) %Il < ll@ll 1B W]l ll(a)-x]l.

Il existe my > 1 tel que qo(b,,,o)-x # 0 car sinon on aurait ¢(a)-x = 0.

Donc on a
ny . bm )X
lo(@ - x|| > 1 avee K, — ’”90( D I
Km0 ”bmo.n” ° lloll
On peut trouver une suite a termes positifs telle que 1, = o (m) et donc
m,.n
lo@dxl .
l n=,00

REMARQUES 2.3. Si o/ est une algébre de Banach et si a,b € o sont tels

que b € M a" alors pour toute représentation continue ¢ : o — L(E) ou E est
n»l



390 J. ESTERLE et F. ZOUAKIA

un espace de Banach et pour tout x € E tel que ¢(b)-x # 0, il existe K> 0 telle

K
que flp(@”) x| > —”b'““m‘l b=ba" (n>1).
En effet pour tc.)ut rn>1,b=>ba" avec b, € o et

llo®)-xIl < llell lIbaii lloam-x|.

He®): I
el

On peut évidemment remplacer la condition @(b) - x # 0 par la condition ¢(a) - x # 0
si a €[b]".

En posant K = ona K#0 et K vérifie la condition demandée.

3. RYTHME DE CROISSANCE DE CERTAINS QUOTIENTS D'ELEMENTS DE
i’ALGEBRE DU DISQUE

Dans ce qui suit on note /(D) ’algébre du disque, c’est-a-dire 'algébre des
fonctions continues pour |z| < 1, holomorphes pour |z] < 1. On note « la fonction
z — z.0npose; = {f € #Z(D)/f(1) = 0}. Onnote o ,(IT) I'ensemble des fonctions f
analytiques pour Rez > 0, continues pour Rez > 0 et vérifiant | f(z); ST 0.

Nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 3.1. 1°) Si fe M (x — 1)"H4(D) alors les séries
n3>l

f =1/n

(@—1)"

et

Y
{ A

2°) Si (4,),en est une suite de nombres réels strictement positifs telle que la

f
et |

sont convergentes.

Série 'y, Hn=1og convergente alors il existe f € ﬂl(a — )"t (D) tel que [f4,]” =
>

=1 u,;
f

e — g u, pour tout n € N.

(@a—1)" |

Preuve. Montrons d’abord la premiére assertion du théoréme.

i
= 4, et!
t

On sait que la transformation conforme z — 11 *z entre le disque unité
-—2Z
ouvert D et le demi-plan IT = {t e C{Re? > 0} induit un isomorphisme iso-
métrique @ entre .7, et o (I0).
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Soit f €M (@ — 1)"Z(D) et soit F = G(f).
nzl

Soit £ :z-»—-—-»g—l- . Alors = O(e—1).
+

P
L

Posons v, = L pour tout neN. Comme /(D) est une
WA (e —1)"
algébre uniforme on a pour tout n > 1,
(1) v?l < U1 Upsa-
Soit ¢ : R = "TesFay R- Ona (p(y)ly—\:zoo
400
. Log| F(i
D’aprés [10, pages 132—133] on a Sl—(;M:)—H dy < +oo donc on obtient
+y
+ o0
aussi S —l—('—D(—y)—l-dy < + o0.
1+ )2
4]
On a
2" f 1
p ==L = |F@ + D x — =
At @—1) E

1 . 1
= — sup |F(y) Gy + 1)) > — y7&o0)
17 ver 1F]

pour tout y = 0.

7
En posant q(y) = sup-y— on a donc 0 < logq(y) < ¢(») + log ||Fl| pour
n U"
tout y > 0 et alors
+r:=7I
@) S 10890 4 < + co.
14y

0

(1) et (2) entrainent, d’apres le théoréme de Denjoy-Carleman [12, page 376]

[=-] o0
que les séries Y, U=t ot Y v;Y® sont convergentes. Donc les séries
n=1 Uy n=1
S
@ | (@—1)""1 o -1n
3 ( ) ot ¥ f .
n=1 f n=1| (a - l)
(@—1)"

sont convergentes, ce qui prouve la premiére assertion du théoréme.
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Soit (u,),en une suite de nombres réels strictement positifs telles que

A8

U,y . . . . . ..
—~L soit convergente. Il existe une suite («,),en 2 termes strictement positifs

a=1 U,

i

u -1 .
"~ soit convergente et a, — 0.
n—o0

o
telle que la série '}
n=1 a,,u"

Posons

U,_ u,_
v, ==L et g =17k,

XU,

Remarquons que pour tout z € Don a Rez—1 < 0 donc Rez—1 —¢&, <

<inf(Rez — 1, —¢,) et par conséquent S S < inf (1—, 1 ) Il en
|z—1—¢&, & |z—1|

—1
id —1

z—1—¢,

résulte que < v, pour tout z € D\ B(l, ).

ad z—1 . .
bonc I ( ————) converge uniformément sur tout compact de

n=k \ Z—1—g,

— ad —1
D \ {1}, pour tout k > 1. Posons g(z) = u, ] (—Z—l—) ; g est analytique
n=1 Z— 11— 8”

sur D et continue sur ﬁ\{l}. Soit (z,), une suite de D telle que z, —» 1 (k - o0).

Alors
—1

z,—1

g = u, <
zZz—1— & |n>1{2,—1—¢,
< 4 _ A=l < Bz —11.
zg—1—¢g &
Posons g(1) =0 on a alors g € /(D).
On a aussi pour zeD\{1}, n >0,
1
£@) = 1, ! X vt X —e———
(z—1y |z—1—¢g| lz—1—g¢,
lz—1 B | DR Sk N
|z —1—¢,44l ksnv2 12— 1 —¢g € «v. Eppy

Ceci entraine que g—l—; €./, pour toutn € N,doncg € (M) (¢ — 1)".Z(D).

(@ —
!
._i_.l' < u

On a également | & ' < Uy = u, pour tout z e D donc " o <
o — n

f(z—l)"] h & ... &,

pour tout n € N.

n
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Le théoréme de factorisation [10, page 69] nous donne pour tout n,g =
= L F, (e — 1)" ou I, est une fonction intérieure et F, € /(D) une fonction exté-
rieure. Or g = I F, et I'unicité de la décomposition de g entraine F, = F,(a —1)*
pour tout n € N. La théorie de Beurling-Rudin [10] entraine que [Fy#,]" = .#,

car F, est extérieure ne s’annulant qu’en 1 puisque g ne s’annule qu’en 1.
|
]

o= i = = |

(«—1)" («—1n"
n € N. La fonction F, vérifie donc les conditions demandées, ce qui achéve la démons-
tration du théoréme.

On a aussi

< u, pour tout

COROLLAIRE 3.2. Pour tout fe(M(a—1)"/(D) on a
n>l

t=1/n
n f | — 0.
@1 e
2" f
Preuve. Posons comme plus haut v, = — i On a vu que
WA (e—1)
. Upo L. .
2 < v,_,0,41 pPour tout n > 1, donc la suite —r=1 est décroissante donc la suite
v’l
_f
(a—1)"1 . L&
U = est décroissante. Comme la série Y u, est convergente, on
PN S— n=1
(x—1)"
a d’aprés un résultat élémentaire bien connu nw, —— 0. Pour tout ¢ > 0, il
n—-oo
: . wn—-l € f ’
existe un entier n, tel que pourn > nyona u, = "= g —avec w, = | ———|.
w, n (a—1)" |
Donc
.wn en—no 8”‘—”
0 g — — .
W, g +1)...(n—1)" (n!
ne!
En utilisant la formule de Stirling on obtient:
limsupaw;V" < ¢ donc nw;Y" e—m s
n—=co

est

\ |-/

e —1) l
bornée. En effet si f € (M) (@ — 1)"=/(D) on peut toujours supposer que f engendre
nzl

REMARQUE 3.3. On peut vérifier directement que la suite »

un idéal principal dense dans .#,, en utilisant le théoréme de factorisation dans
s7(D) comme on 1’a fait précédement. ‘
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- - 1
Soit Fla fonction définie pour tout z e D™\ {1} par F(z) = exp ( 7 ~1 ) ;
Z —_—

alors F ¢ s/(D), mais F est une fonction intérieure continue sur D\ {1} est bornée
par 1.

Pour toute fonction g de la forme g = Fh ou /i €.4#,, on pose g(1) = 0.
On obtient ainsi un prolongement continu de g 4 D puisque F est bornée par 1
sur D\{1}. Posons I = F.#,; alors I est un idéal de s/(D) contenu dans .#,
et I # M,. Soit © : 4, — 4,/I la surjection canonique. Comme f engendre un
idéal principal dense dans .#; on a n(f) # 0. On a aussi

- f 1)\ J(f) i o ‘
D’ou
/ ~1n ;. R
@ —1)" ! < lm(O1=Y7 |imle — 1),

Soit & = O(I) ol O est I'isomorphisme isométrique entre .7, et o/, (IT)
utilisé dans la démonstration du théoréme 3.1. Nous savons que:

% L0, 1]) — o o(ID)]#

est un homomorphisme d’algébre tel que ||7,.Z|| < 1, & désignant la transformée
de Laplace et n’ la surjection canonique de 7o (IT) sur &/ ,(I1)/S.

Considérons u : x —e~* et v, = u"|[0, 1].

En utilisant I’isométric @ on a:

1
e — 11| = 27l 2@ = 2@l < z"g 0,()dt =
1)

1
= ————2 Sx"‘le"‘dx < 2—
(n—1)! ) n!
0
D’ou
-1/n nN-1/n
___..L_J <2 g_)._._
(a—1D)" {l=(f)I"
-1/n
et n ;?-—f—li; ‘ est une suite bornée.
a_
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4. RYTHME DE DECROISSANCE DES ITERES DE CERTAINS OPERATEURS DE
L’ESPACE DE HILBERT

THEOREME 4.1. Soit H un espace de Hilbert, et soit T une contraction sur
H et x € H tel que Tx # x. On a les propriétés suivantes:

oo
1°) Pour toute suite (u,) de réels strictement positifs telle que la série 2 ~rol
nel U,

A
soit convergente, il existe A > 0 tel que |(T — 1)"x|} > -~ pour tout n.
ull

2°) La série E ”(T—— D'l

est divergente.
a1 (T — 1)" x|

Preuve. D’aprés 'inégalité de von Neumann [13], il existe un homomorphisme
contractant ¢ : (D) — L(H) tel que () = T et ¢(1) = ly (si T est absolument
continue on peut étendre ¢ & H* par le calcul fonctionnel de Sz.-Nagy —Foias [13]).
La premiére assertion du théoréme découle alors de la remarque 2.3 et de la deu-
xiéme assertion du théoréme 3.1.

i g =1
=1 (T —1)"" x|
o KT —1)]|

(P») de nombres positifs convergeant vers zéro telle que la série ¥,
n=1 Bull(T— 1) x|

> 1). D’aprés la premiére assertion

était convergente on pourrait alors trouver une suite

soit convergente. Posons «, =

B"
du théoréme, il existe 2 > O tel que II(T—— 1Y% = AT — 1)"x}} «,.
Comme &, —— o0, ceci est absurde et Ie théoréme est démontré.
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