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ESPERANCE CONDITIONNELLE MINIMALE

JEAN-FRANCOIS HAVET

INTRODUCTION

A la suite des travaux de V. Jones ([5]) définissant 'indice d’un sous-facteur
d’un facteur de type II; et de ceux de H. Kosaki ([6]) sur 'indice d’une espérance
conditionnelle entre facteurs, M. Baillet, Y. Denizeau et le présent auteur ont'sys-
tematisé¢ 'approche de M. Pimsner et S. Popa dans [8], Proposition 1.3 et ont dégagé
une notion d’indice fini ([1], Définition 3.6) pour une espérance conditionnelle E
d'unc algébre de von Neumann AL sur une sous-algébre de von Neumann N, en
munissant M d’une structure de N-module hilbertien X grice & E. Rappelons tout
d’abord les notations et le formalisme uvtilisés; pour plus de détails le lecteur pourra
se reporter a [1].

Pour une espérance conditionnelle E appartenant a E(M, N) — ensemble des
espérances conditionnelles normales fidéles de l'algdbre de von Ncumann M sur la
sous-algébre de von Neumann N —, le N-module X est le complété autodual de
A (M) sur lequel est défini le N-produit scalaire

{Ag(x), Ag(P)Y = E(x*y) pour tous x et y de M.

Pour tout x de M, la multiplication & gauche par x définit un opérateur = (x) de
Zn(Xg), algébre des opérateurs N-linéaires continus sur X admettant un adjoint.
Comme dans la représentation de Gelfand-Segal classique, =y est un homomor-
phisme normal injectif d’algébres de von Neumann et par identification de A7 avec
ng(M) nous pouvons considérer A/ comme une sous-algébre de #,(X,). La notion
et les propriétés de base orthonormale d’un espace de Hilbert se généralisent dans
Tes N-modules hilbertiens ([1], Définition 1.6 et conséquence 1.8). Par définition ([1],
Définition 3.6) E est d’indice fini §'il existe une famille (), dans M telle que Y, mpm}
B

converge ultrafaiblement et telle que (A (m5)); soit une basc orthonormale de X ;

dans cz cas l'indice de E est ’¢lément du centre de M, indépendant de la base

orthonormale et égal & Y mym} . CestI'indice au sens de [5] et [6] lorsque A et N
]

sont des factéurs. Rappelons que la norme de I'indice est la plus pztite constante K
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tel que KE — Id,, soit complétement positive (cf. [1}, Théoréme 3.5 qui donne aussi
d’autres conditions équivalentes pour E d’indice fini).

Lorsque E est d’indice fini nous avons I’analogue de la construction de base de
[5] c’est-a-dire qu'il existe une espérance conditionnelle E* € E(¥,(X;), M) telle que
Ji(e) = Ind(E)~* ou e désigne le projecteur défini par E. Cette espérance est caruc-
térisée par I'égalité EN(T') = Ind(£)~1x)* pour tout opérateur T rang 1 de la forme
r= oAE(x).AE(y) = Ag(x)-AL(3), -

Dans le présent travail nous nous intéressons essentiellement aux espérances
minimales c’est-i-dire dont la norme de 'indice est minimale, pour une inclusion
entre algébres de von Neumann avec des centres de dimension finie.

Si N est un sous-facteur d’indice fini d’un facteur M nous montrons qu'il
existe une unique espérance E minimale (Théoréme 1.8); elle est d’indice scalaire
et c’est une application bécarre c'est-a-dire que E(xy) = E(3x) pour tous x e
et ¥ e N'n M ([2], Proposition 3.9 et Définition 5.8). Nous donnons différentes.
caractérisations de cette espérance (Proposition 1.10), soit & partir des projecteurs
de N'n M et de l'indice local (“additivité’ de la racine a 1'indice), soit a partir
de la construction de base (E et E* ont méme “restriction”” a N’ n M). Cette con-
struction de base d'ailleurs préserve la minimalité (corollaire 1.17).

Dans le cas ou M est fini de type I I'espérance minimale respecte la trace car
il n'existe qu'une seule application bécarre, mais si M est de type II; 'espérance
canonique définie par la trace ne coincide pas toujours avec I’espérance minimale
(Proposition 1.13) et donc I'indice [N: N'] défini par V. Jones dans [5] n'est pas tou-
jours minimal.

Signalons qu'indépendamment de nos travaux F. Hiai et R. Longo ont éga-
fement établi I'existence de I’espérance minimale et certaines de ses caractérisations
dans le cadre d’un sous-facteur d’indice fini d’un facteur A de genre dénombrable
([4], Théoréme 1 et [7], Théoréme 5.5).

Au paragraphe 2 nous nous plagons dans le cas d’algébres de von Neumann
avec des centres de dimension finie. Nous montrons dans le cas ou I'inclusion est
indécomposabie, c'est-d-dire lorsque Z(N)n Z(#) est trivial, qu’il existe ¢gale-
ment wae unique espérance minimale, c’est encore une application bécarrc et son
indice est scalaire (Théoréme 2.9).

Dans le paragraphe 3 nous supposons en outre que les algébres sont finies et
nous ne considérons que des espérances conditionnelles préservant une trace. Notre
¢tude permet d’apporter un nouvel éclairage a la définition de I'indice de N dans M
donné par F. Goodman, P. de la Harpe et V. Jones dans [3] (Définition 3.7.5),
il apparait alors comme celui de Despérance conditionnelle minimale parmi celles
qui préservent unc trace sur A7 (Théoréme 3.9). Pour les algébres finies de type 1,
nous déterminons la borne inférieure de D’ensemble des K tels que KE — Idy,
seit complétement positive, 11 est intéressant de rapprocher notre formule du résultat
dc M. Pimsner et S. Popa ([8], Théoréme 6.1) donnant la borne inféricure des K
tels que KE - Id,, soit positive.
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Remarquons enfin que la notion de trace de Markov ([3], Définition 3.7.1) a une
interprétation trés simple dans notre étude, il s’agit des traces dont ’espérance asso-
ciée est d’indice scalaire (Proposition 3.2).

Pour la clarté des démonstrations rappelons encore quelques propriétés.
Si E est une espérance conditionnelle d’indice fini, 4 tout élément y de N'nM
est associé I'opérateur ng(y) de multiplication a droite. Les éléments de nz(Z(N))
constituent le centre de £y(X;) et le commutant relatif de n (M) dans Ly(Xg)
est ng(N' n M) ([1], Remarque 3.4 ii)).

L’adjoint de ng(y) coincide avec ng(y*) si et sculement si y appartient au cen-
tralisateur My de l’espérance E, c’est-a-dire si pour tout xeM on a E(xy) =
= E(yx)([2], Définition 3.4 et Proposition 3.9).

1. ESPERANCE CONDITIONNELLE MINIMALE SUR UN SOUS-FACTEUR

1.1. NoTaTIONS. Dans ce paragraphe et sauf précision contraire N désignera
un sous-facteur d’un facteur M.

Pour toute espérance conditionnelle E € E(M, N) d’indice fini nous noterons
[E] le réel positif tel que

Ind(E) = [E]-Id,, .

Si f'est un projecteur non nul de N' n M, nous noterons E, I’espérance conditionnelle
locale appartenant & E(fMf, fNf) définie par

E/(x) = E(f)"YfE(x) pour tout x €fMf.

1.2. LEMME. Soit Ee E(M, N) et soit f un projectewr de N'nM tel que
E, soit d’indice fini. Pour tout projecteur e de N'(\ M il existe alors une famille
d’isométries partielles (Vi )ye g dans eMf et une base orthonormale (Azf(mp))ﬂe pdans

X E, telles que Y, V, Vit = e et (E(f)"2A(Vimg)ew, pep €st une base orthonor-
he H

male du sous-module Ag(eMf) de A (M).

Preuve. Ce lemme est en fait la conséquence immédiate d’un résultat plus
général, souvent utilisé dans le paragraphe 2, et que nous établissons dés maintenant.

1.3. LEMME. Soient N M une paire d’algébres de von Neumann, E € E(M, N)
et fun projecteur de N' N M. Supposons qu’il existe p projectevr minimal dans Z(M)
¢t q projecteur minimal dans Z(N) tels que f soit un sous-projecteur de pq.

() 1l existe y €]0, 1] tel que E(f) = yq et E, définie par

E/(x) = y~YE(x) pour tout x e fMf

est lément de E(fMf, fNf).
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(i) Si E; est d'indice fini alors pour tout e € N' 0 M sous-projecteur de p il
existe une famille d’isométries partielles (Ve dans eMf et une base orthonormale
(Agf (mg)pen dans X, £, telles que (3 2A (Vimg)ue 1, pep S0it une base orthonormale

du sous-module AgeMf) de AfM) et Y, V,VF =e.
heH

Preuve. (i) Puisque f est majoré par ¢ on a donc E(f) élément de Z(N)g. d’od
existence de 9. On vérifie facilement que E, est une espérance conditionnelle nor-
male de fMf sur fNf. Montrons la fidelité; soit x € fMf tel que E(¥*x) = 0. On a
done fE(x¥x) = 0. Comme E(x*x) appartient & V, on en déduit que E(x*v) =0
el par suite x est nul.

(ii) Dans le facteur Mp, la division euclidienne de e par f assure l'existence
d'une famille d’isométries particlles (V) telles que

e=VVi+ Y VWi et ViV, =f pour heH

he H'
ViVe=fo < f.

Posons H = H'U {0} et choisissons une base (Agf(ing)) du sous-module autodual
Ap;/(ﬁ,Mf) que nous complitons pour obtenir une base orthonormale (A,_—f(m,«,))ﬂeg
de AI;f("fo). Comrac Vi¥i =0 si h # [, et compte tenu du choix des (m;) on
vérifie facilement que la famille (A V) 5 est orthogonale. I32 pius dans I cas
ol Vymy est non nul, on obtient

<AE(!/I1‘”,3)’ /113( E/A'x;”?‘l[J)> = E\”l; Vi?' I/hinﬁ) =
= E(ming) = p7(E (mfing))
ol ¢ désigne Pisomorphisine réciproque de U'induction de Ng sur Af.
Pag conséquent (7 124V, o est une familic orthonormale de A,{eMf).

Soit x dans eMf. On peut éerire dans Xf,,j, muni dz la topolegie ¢

AEf(V/?-\") =y Ag (mp Ag (ing), A XYy =
< s s

= ; Agj(m DE (g ViEx).

Iapptication AEf cst continuc de fuff muni de la topologie ultrafaibiec dans XEJ
muni de la topologie ¢ ([1}, Lemme 2.17). Par compacité, sa restriction a la boule
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de rayon ![F*x|| est bicontinue et on a pour la topologie ultrafaible de M

VaViix = Z Vimgy "IE(m’; ViEx)
B

et
x =Y, Y v W E(mivix).
4

i

Par continuité de A on a donc dans X muni de la topologie ¢
A) = B 8 Ay Vg By V).
h B

Nous obtenons donc une base orthonormale. %,

1.4. CCROLLAIRE. Soient N < M une inclusion d’un sous-factewr dans un fac-
teur, E € E(M, N) d’indice fini et (r)rex une famille de projecteurs non nuls deux
a deux orthogonaux de somme 1 dans My centralisateur de E. Alors

Ind(E) = 3, B E,,).

Preuve. Les hypothéses faites sur les projecteurs (r,) assurent que les sous-
-modules Ag(r, Mr;) sont deux a deux orthogonaux et de somme X. Fixons j € K.
Pour tout k € K il existe d’aprés le lemme 1.2 une base orthonormale de Ag(r,Mr;)
de la forme (E(r;) Y2Ag(Vymg)us. La contribution du sous-module Ag(r,Mr)) a
’indice de E est donc:

%E(rj)”lV,,mﬂmf;V,,* = E(r))™? ; V,,[E,j]er,;“ = E(rj)‘l[E,j]rk.

La contribution du sous-module Ay (Mr) = @ Ay(rMr;) est donc E(rj)‘l[E,j].
k

Par suite
Ind(£) = Z, E(rj)"l[E,j]. Z

1.5. COROLLARE. Soit E € E(M, N) une application bécarre d’indice fini.
(1) Pour toute famille de n projecteurs non nuls de somme 1 dans N'n M
on a n® < {E]

(ii) dimc{N’' n M) < [E].
(iii) Si Ind(E) < 4 alors N'n M = C.

Preuve. Soit (r)x—1..,» une famille maximale de projecteurs non nuls, deux a
deux orthogonaux dans N'n M qui est de dimension finie ([1], corollaire 3.10).
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D’aprés le corollaire 1.4 on a
Ind(F) > Yy E(r)™t et Y E(r) =1
k-=1 k=1

Grace 4 Vinégalité de Cauchy-Schwarz on en déduit
Ind(E) > * > dimcN' 0 M.

Par suite si Ind(E) <4 alorsn=1et N n M = C.

ReMARQUE. En appliquant les corollaires pricédents a P'espérance condition-
nzlle canonique entre facteurs finis, on retrouve les résultats 2.2.2 4 2.2.4 de [5].

1.6. Lemume. Soient E e E(M, N) d'indice fini, e et f deux projecteurs équi-
valents dans le centralisateur My de E. Alors E(e) = E(f)et [E) = [E/].

Preuve. Soit ue M tel que w*u = e et uw® = f. On a donc
E(e) = E(uFu) = E(uu®)y = E(f).
En outre on obtient un unitaire de Ag(edMe) sur ALfMf) qui & A x) associe
Agluxu®).
Si (Ag(m,)) est une base orthonormale de A (eMe) alors Ap(um,u*) est une

base orthonormale de Ay (fMf) et d'aprés [1], § 3.9 on a

Ind(E,) = E(e) Y, mqiny
Ind(E)) = E(f) Y, um ufumiu® = [E,]f. Z)

1.7. CorOLLAIRE. Soient E € E(M, N) d’indice fini et (e)i-1..., une famille de
projecteurs équivalents dans Mg, deux a deux orthogonaux et de somme r. Alors

(E] = w(E. ]

Preuve. 1l est clair que E,, = (E,),,k pour tout k. D’aprés le lemme 1.6 on a
FEle,) = E(r){n et [E‘k] est indépendant de k.
D’aprés le corollaire 1.4 on a

Ind(E) = ¥, E(e)Ec] = 3, E(r)rE(e) Es).
k=1 k=1

D'cU[E] = n[E. ). %
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1.8. THEOREME. Supposons qu’il existe une espérance conditionnelle de E(M, N)
d’indice fini et désignons par (ry)i=1... les projecteurs minimaux du centre de N'n M.
Pour tout E € E(M, N) notons E, espérance conditionnelle de E(r Mr,, r.Nr,) définie
par E. ’

(i) Lespérance E, est indépendante de Papplication bécarre E choisie.

(it) Pour tout G € E(M, N) et tout E ¢ E(M, N) bécarre on a

[E] < [G3 pour tout k.

Légalité pour tout k des deux indices n’a liew que si G est une application bécarre
(i) ( ¥y [E,Jl/‘-’)“ — Min{[G]| G € E(M, N)}.
k=1

Ce minimum est atteint pour une unique espérance conditionnelle qui de plus est une
application bécarre.

Preuve. Le commutant relatif N' n M étant de dimension finie, il existe E appli-
cation bécarre de M dans N ([2], Proposition 3.11) qui est d’indice fini ({1}, Corol-
laire 3.20). On vérifie immédiatement que E, est également bécarre. De plus, comme
(rMr nnMr, = ri(N' 0 M)r, est un facteur il n’existe qu’une seule applica-
tion bécarre dans E(r,Mr,, r.Nr.), & savoir 'unique espérance conditionnelle dont
la restriction & r (N n M)r, est la trace de ce facteur fini; d’ol I’assertion (i).

Soit G € E(M, N). [l existe unélément inversiblea € N’ n M tel que G = E(a*- a)
([1], Proposition 3.15). Posons i = aa*; on a G = E(h-). Pour tout k I'opéra-
teur hr, est diagonalisable dans le facteur r (N’ n M)r, de dimension finie () et
il existe une famille (e’;)jzl_.,,,k de projecteurs minimaux deux a deux équivalents dans

r{N' 0 M)r,, ct une famille (2%); de réels strictement positifs telles que
hr, =Y 25k,
7

Le commutant relatif de eNef dans e*Me! ¢tant trivial il en résulte ([2], Théoréme
5.3) que G = Ey.

Par suilte [Gc,:] = [E «] est indépendant de j (lemme 1.6) et sera noté .

Pour tout xj de M Ion a

G(ekx) = E(hekx) = JEE(ekx) = 1%E(ekxek) = G(xek).

Donc ¢% appartient au centralisateur de G ([2], Proposition 3.9) et aussi a celui de
G, ; en appliquant le corollaire 1.4 on obtient

a3
[Gi] = Y, GleHp =
j=1
> uif. = (inégalité de Cauchy-Schwarz)

> [E] (corollaire 1.7).
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L égalité n'a Jicu que si G(¢%) ne dépend pas de j, ¢’est-d-dire si 2% est indépendant dej;
il en résulte alors que / appartient au centre de N’ 0 M et que G est une applicaiic:
bécarre. L'assertion (i) est donc démontrée.

Les projecteurs r, appartiennent au centre de N' 0 M qui est inclus duns le
centralisateur de G: il vient d’aprds le corollaire 1.4

(6] = ¥ Gle) (G -

k=1

;i 2
> ( Yy [(;k]u:) > {Cauchy-Schwarz)

k=1

Draprés (i) Pégalité ne peut avoir licu que pour une application bécarre ¢ virifant
de plus Giry) = [£J42 (Y [EGY).
i

On a alors i = Y, Ay avee 7y = [EJV2 (E(r) Y (E]'/2).
I [J

Do I'unicité d'une telle application bécarre. Réciproquement 'opérateur %
ainsi d&fini est positif inversible dans Z(N' n M) et vérifie E(f) = 1. L'espérance
G == E{/i - ) réalise bien le minimum. D’ou I'assertion (iii).

Remarquons que pour catte espérance on a

(2) Gl = (G (6] 03

1.9. DEFNITIoON. Soit N un sous-facteur d’'un facteur A4, nous dirons gue N
est d'indice fini dans M s°il existe une espzrance conditionnelle dans E(M, N) d'indice
fini; I'unique application (bécarre) d'indice minimum sera appelé espérance minimale
et nous noterons [M: N),:. son indice.

Donnons maintenant différentes caractérisations de I'espérance minimalc.

1.10. PROPOSITION. Svicnt N un sous-facteur d'indice fini dans M et E € E(M, N).
Désignons par (1), la famille des projecteurs minimaux du centre de N' 0 3 et
par EY Pespérance conditionnelle de la construction de base. Les conditions suivantes
sont Squivalentes :

(1) E est Pespérance ninimale ;

(i1) Pour tout k on a E(r) = [E,,k] [E1-Y;

(i) Pour fout projecteur fde N'n M on a E(f)* = [E JET

{v) Pour toute famille ({}); de projectenis de N' 0 M de somme 1 on ¢

0

GEES MR
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(v) E est une application bécarre et Uantiisomorphisme rp de N'nM sur
7 A N LX) préserve les espérances, c'est-d-dire on a

El(rg(x)) = E(x), VYxeN nM.

Preuve. Limplication (i) = (ii) résulte de la formule ().
(ii) => (1). D’aprés le corollaire 1.4 on a

(£]= ¥ B E,] = B 16 RIER-.

Donc [£] est le minimun.
(1) = (v). Soient ¢ un projecteur minimal de N’ n M et r son support central.

On a
[E,JE(e)* = E(r)F[E] (corollaire 1.7)
et
[E.] = E(e) [E1 EX(nj(e)) (1, § 3.9).
Dol
Elng(e)) = [E[E]) T E(e)E(r) 2.

Comme E est minimale la condition (ii} est vérifice et on a donc El(ng(e)) = E(e).
Par linéarité cette égalité s’étend a tout élément de N' n M.
(v) = (iii). Pour tout projecteur f de N'n M on a

E(f) = ENnp(f)) = [E17[EJE(f)~ @ § 3.9

doli E(f) = [E][E],

L’impication (iii) => (ii) est évidente. Pour P'implication (iv) = (i) il suffit
d’appliquer I’hypothése a la famille (#).

(i) = (v). On a

[E] = ‘;I E(‘fj)—l[l;‘fj] = (corollaire 1.4)
=Y. [Efj]”2 [E]v/2 (car assertion (iii) est vérifiée).

7
Z

1.11. PROPOSITION. Si [M: Nl <9 alors

—soit NNnM =~ C

—s0it NnM =~ C@®C et [M:N],;,€ {8} u{(l + 2cos(n/m)*; n> 3}
— soit N'nM =~ M.C) et [M:N],,,€{4,8}.

min
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Preuve. ID’aprés le corollaire 1.5 le cardinal de toute famille de projecteurs non
nuls deux & deux orthogonaux dans N’ M est strictement inférieur & 3. Il en
résulte les trois structures possibles pour N’ n M.

Supposons que N’ ~ M soit isomorphe 3 C @ C. 1l existe dans Z(N' - M)
deux projecteurs minimaux et

[M: N)a = (B2 + pL9)? (Théoréme 1.8)

avec fi, < fiy et €[4, +ocfu {4cos*(m/n); n > 3} ([1], Corollaire 3.12).

Si 5, = 1 alors B, prend ses valeurs dans {4 cos*(n/n); n > 3}.

Si fi; = 2 on ne peut avoir que f, =2 ¢t [M:N],, =8 carpourn>35ona
V2 + 2 cos@rim) 2 V2 + (5 + 1)2) > 3.

Supposons maintenant que N’ M soit isomorphe a& M,(C). Il existe dans
N’ n M deux projecteurs équivalents de somme 1 et on a donc d’aprés le corollaire
1.7.

min

[M: N, = 46

Dol [M: Nyia € {4, 8} puisque pour 135 on a 16 cos*(n/n) >2(3 + VS:)>9.

1.12. PROPOSITION. Supposons de plus que M est un facteur de type 11, , désignons
par T la trace normalisée sur M et par E I'espérance conditionnelle (bécarre) telle
que toF == 1. Supposons encore que N est dindice fini dans M et désignons par (r;)
les projecteurs minimaux du centre de N' n M, par G espérance minimale et par
2y les réels positifs tels que E = G(h-) avec h = Z_‘, Jyii. Alors Dentropie relative

de M dans N se calcule par

H(M N) = In([G]) + 2 ¥ (%) G(ry)
3

oty 1y désigne la fonction définie par y(t) = — tIn(t).

Preuve. Soit (ef);, une famille de projecteurs minimaux de N'n M telle que
Y. ¢% = r; pour tout k. D’aprés ({8], Théoréme 4.4) on a
7

ik

H(M ) N) = z T(é‘i) 1n([Eef;]/‘r(e?)2) =
= g E(r) In([E, VE(rF) = ; 4G () In([G)/A3G(r)) =
= ’Z 4G (r) In([Gl/AF) = $ 4G(r) In(G]) — 2 Zk 4G(r) In(4,) =

= In([G)) + 2 )’: 10,)G(r). %
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1.13. CoroLLAIRE ([8], Corollaire 4.5). Soit N un sous-facteur d’indice fini d’un
Jacteur M de type 11,. Alors

® H(M | N) < In(IM: N],;,) < In({M: N]).

(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) HM | N) = In([M: N],;.)
b) H(M | N) = In([M: N]).
¢) L'espérance conditionnelle canonique qui respecte les traces et I’espérance
minimale coincident.

FPreuve. Reprenons les notations de la proposition précédente. Par concavité
de la fonction n on a

Zk'. G(r) n(h) < n(g G(r)l) < n(1) = 0;

d’ou l'assertion (i).

Par stricte concavité I’égalité ne peut avoir lieu que si tous les 2, sont confondus
et donc égaux a 1. On obtient I’équivalence des conditions a) et ¢). 1l est clair que
b) implique a) et que (a) et c)) implique b). %

REMARQUE. Du corollaire précédent et de la proposition 1.11 on déduit le
corollaire 4.6 de [8].

1.14. CoroLLAIRE ([8], Corollaire 4.8). Soit N un sous-facteur d’indice fini
dans un facteur M.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes:
a) 1l existe un projecteur f e N'nM et un isomorphisme 0 de fMf sur
(A =fIM(1 — f) tel que N = {x @ 0(x), x € fMf}.
b) [M: Nl;. = 4 et N'n M n’est pas trivial.
(ii) Supposons de plus que M est de type 11, et désignons par t la trace nor-
malisée sur M. Si les conditions précédentes sont réalisées, posons t = t(f); on a
alors

[M:N]=1/t(l —t) et H(M|N)=2n(t) + 241 — ¢).

Prewve. (i) a) = b). On a donc fMf = fNfet (Il — IM(1—f)=(1—=fIN(-f).
Soit E une application bécarre de E(M,N). Posons t = E(f). On a alors
d’aprés le corollaire 1.4

[E}=t*+ (1 -2 4

Donc [M:N],, >4
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Soit k=207 + 21 — )t (1 =) Alors Ek) =1 et si G = Ek-)
alors f appartient au centralisatecur de G par suite on a

[Gl=G(f) "t + (A -GN =4

Dol G est minimale et [AM: N] . = 4,

imin
b) = a). Soit G I'espérance minimale. 1! existe dans N’ ~ A7 deux projecteurs
non nuls fet 1 — f. Cn a alors

4 =[G G(f) + [G-[JG -- )L,

La seule possibilité est [G)]=[C,_;J=1 et G(f)= G - f)=12. Donc
S = fNf et (1M - = -~ NI --f). Comme N est une fac-
teur les inductions par f'ct | -~ f sont des isomorphismes et il en résuite 'existence
de 0.

(ii) Soit £ lespérance conditionnelle qui préserve la trace. On a alors
t = 1(f) = teE(f) et donc

[M:N]e= [E]= 72+ (L =)0 = 1] - 0)

D’aprés la proposition 1.12 avee /1 = k- on déduit £i(N N) = 2n(t) + nil - ). B

Nous nous proposons dans la fin de ce paragraphe de démontrer que la mini-
malité est conservée dans la construction de base. Pour cela nous établissons d’abord
deux lemmes dans une situation plus géaérale que cclie des facteurs.

115, LemME. Soient Nca: M deux algébres de von Neumann, E € E(M, N)
dindice fini, MY = LX) et EYe E(MY. M) cspérance conditionnelle de la con-
struction de base. Soient © un projecteur de My et (Agmg))y une base orthonovinale
de AMr). Posons

T, = 0"'1-;(”"1;)' Agen  OU z = Ind(£ 12

Alors (.»1[:1(7’},)),9 est une base orthonormale du M-moduie A 1(7’F(i)1’1~',(i)5

Preuve. Rappelons tout d’abord que le commutant relatif de algébre = (M
dons £ X,) est np(N' n M) ([1], Remarques 3.4 (ii)). Comime r appartient au cen-
tralisateur de E, 'opérateur m(r) est le projecteur orthogonal sur les sous-module
utodual A (Afr). Soit (Ag(mg))sep une base orthonormale de A (Mr) que nous
complétons pour obtenir une base (A (1g))zep de X ([1], Conséquences 1.8). Tout

T M se décompose sous la forme A A(T) = Y4 1(0,, i

’ .
pEB’ g E(Z)) < Mg avec nig=
4
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= EI(O,,E(,,' T*AE(mB)) ({11, § 3.10). Si T appartient a =g(r)Mng(r) alors T#A(mg)
est nul si f n’appartient pas & B et on a donc

AEx T) = prAE].(OAE(m,}), AE(Z)nE(r) ey /‘%,BA Ex(T,,).m B

La familie (AEx(T,,))ﬂeg est donc génératrice du M-module ng(r)Mag(r), et ortho-
gonale car T%7, = 0si f # f'. De plus on a

EMT}T,) = EXO

AElzr) -E;mf{‘mﬂ), AE(zr)) =
= Ind(E) =1 zrE(mpmp)rz = rE(mpny).

Donc (AEl(Tﬁ)),, est une base orthonormale de A.El(n,’;(r)Mlng(r)). %

1.16. LEMME. Soient N < M deux algébres de von Neumann, E € E(M, N)
dindice fini et E* ’espérance conditionnelle de la construction de base.

() Soit xe N'n M. Alors x appartient au centralisateur de E si et seulement
si ng(X) appartient au centralisateur de E'.

(ii) E est une application bécarie si et seulement si E* est une application bécarre.

Preuve. (i) Soient x et y dans N’ n M et (Ag(my)), une base orthonormale
de X;z. On a

EYrp(Nng(y)) = EXmp(yx)) =

= El(nI’Z(J')‘) Z ()AE(mﬁ), AE""/})) =
7

= El(% OAE(mByx), AE(mﬁ)) =

=Ind(E)! ; Mpyxmy = El(; 0"13‘"',7”’ 4y mﬂxa)) =

= EYs(y) mp(x)").

Or x € M si et szulement si nz(x*) = ng(x)*. L’assertion (i) en résultc immédiate-
ment.
L’assertion (ii) est une conséquence immédiate de (i). %]

1.17. COROLLAIRE. Soient N un sous-fucteur d’indice fini dans un fucteur M et E
{'espérance minimale. Alors Uespérance conditionnelle E* de la construction de base
est minimale pour I’inclusion n, de M dans £ (Xy).

Preuve. ID’aprés le lemme précédent E! est une application bécarre. Soit r
un projecteur de N’ n M. On a EX(ng(r)) = E(r) (Proposition 1.10). Le lemme 1.15
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nous permet de construire une base orthonormale (AEl(T s de A Ex(n};(r).?"y(. )
-wg(). Draprés {1, § 3.9 appliqué a2 E* on a

Ind(E}) = Y, T E (rgr))TH =
[

= E(r) Z eAEgmﬂ).E{rch), Agpag =
B

[
= [EJE(r)* mp(r).
Dol
[E7] = [E]ECG) =
== [EY} EX(mg(r))? (car [E%] = [E]([1), § 3.20))
Cette égalité caractérise 'espérance minimale (Proposition 1.10 iii)). Y%

2. ESPERANCE MINIMALE (CAS DES CENTRES DE DIMENSION FINIE)

2.1. NotaTions. Nous considérons une paire N< M d’algébres de von
Neumann avec des centres de dimension finie. Nous désignons par (p;);e1..,. (res-
pectivement (g;);-1...,) les projecteurs minimaux du centre de M (respectivement )
et par M; (respectivement N;) 1'algébre réduite Mp; (respectivement Ng;).

Nous conviendrons que les indices 7 et &k varient de 1 & m et les indices j et f
de 1 4 n. Posons A4 = {(i, j); pyy; # 0}. Pour (i, j) dans 4, désignons par M {res-
pectivement N;;) la réduite de M (respectivement 'induite de N) par le projectevr
Pid;, et soit g;; I'isomorphisme de .V;; sur .V; réciproque de l'induction par p.g;.
Si (¢, j) n’appartient pas & 4 on pose 7;;(0) = 0.

2.2. ProrosITiON. Soit E appartenant ¢ E(M, N).
(1) Pour tout i I'image du projecteur p; par E appartient au centre de N et il
existe donc des scalaires uniques (3;)); tels que

E(p) = Z 759 -
J

Nous pouvons donc associer a E la matrice 'y = (y;)),,;. Cette matrice cst marko-
vienne suivant les colonnes et p;; # 0 si ef seulement si (i, J) appariient d A.

i) Pour tout (i, j) dans A lespérance E définit un élérment E; ;& E(M

Nij)

ij>
par

E () = y;ii'p:E(t)  pour tout t& M;.
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(iif) On a E(x) = 2;, 7:;0:(Ei{(p:g;xq;)) (si on pose E;;(0) = O pour (i,j) ¢ A).

Preuve. (i). On a E(p,g;) = y,;9;; donc y,; appartient a {0, 1] et par fidélité
de E il est clair que y;; = 0 si et seulement si p,q; = 0.

Par ailleurs g; = E(g;) = Y, E(piq)) = Y, 7:59;- Donc Y] y;; = 1 pour tout j.

L’assertion (ii) se vérifie aisément.

{iii). Pour tout x de M on a

piE(piqjxqj) = ?ijEij(p."]jxqj);
d’ou

E(piqjxqj) = ¥:i0ij Eij(Pﬂjqu'))-
Par suite

E(x) = 2 E(Piqjx) =

= Z.E(piqjxqj) = (car g; € Z(N)c M)

Iy

X

= "Yijo'ij(Eij(Pﬂjxqj))-
Y

Réciproquement on a la proposition suivante.

2.3. PROPOSITION. Soit I' = (y;;); ; une matrice markovienne suivant les colon-
nes et telle que y; ; # 0 si ct seulement si p,q; # 0, et pour tout (i, j) de A soit Ej;e
€ E(M;;, N;;). Alors il existe une unique espérance conditionnelle E € (M, N) telle que
I'y =T et E;; = Ej; pour tout (i, j) € A.

Preuve. L’unicité résulte de ’assertion (iii) de la proposition précédente et on
vérifie facilement que pour E définie par cette formule les conclusions sont vérifiées.

2.4, DEFINITIONS. Nous appelerons matrice d’indices définie par E, 1a matrice L
de M, (R,) déterminée par

0 si (i, g A
2ij = { [E M2 si (i, j) e 4 et E; d’indice fini
+oco  sinon.

Nous désignerons par T la matrice de M,,_,,,(I_{.,,) définie par

0 siy;=0
Yii =
A3yt sinon.
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2.5. THEQRBME. Soit E appartenant o E(M, N). L'espérance E est dindice fini si
et seulement si sa matrice d'indices est & coefficients finis. De plus on a dans ce cas

Ind( Z (Z Tiidpe-

Preuve. Si E est d'indic: fini alors toutes les espirances conditionnelles £;;
s sont également ([t], § 3.9).
sciprogquament supposons maintenant que la matrice d’indices de E soit &
¢ozMcients {inis. Pour construire une base orthonormale du module X, remarquons
jue les sous-modules A (p.g,Mg,) sont deux & deux orthogonaux. Appliquons le
emme 1.3 (ii) avee f = pyg, et e = p,q,. Nous obtenons donc une base orthonor-
male de Ag(p,q,Mq;) ce la forme (3772 A(V,inp)), 5. On a alors

S -1 AL L B ST SN | By __
2 v Vg '”;:V;x = 7ij Z Vh(z’nﬂ’n/})Vh =
f i

haid

= ?'.Jl/u Z Vth = :;’jil’i‘h- 73
Donc

Ind(E) = ¥ 704, = 2 (Z Y0P -

i 4.6

2.6. REMARQUES. Supposons E d'indicz fini.
La plus patite constante & telle que (KE -Id) soit complétement positive cst
Cnd(£) = Max()) ;).
i

Lz ceatre do M7 = # (X)), coastitue des opérateurs wg(z) de multiplication
4 droite, avec z dans Z(A ), est donc de dimension finie; ses projecteurs minimtaux
sont les (ng(q;));. L'espérance conditionnelle £* de la construction de base es: dga-
fzment d’indice fini et nous pouvons calculer les matrices associées.

2.7. PROPOSITION. Suicat ££ & E(M, N)d'indice fini et EY € E(MY, M) "espérance
coaditionnzlle de la construction de base. Oa a pour tout (j,i)

Ao

Dans 12 c1s oir Ind(E) est scalaire les formules se simplifient, on a alors

- [E]M, L =‘L et I'=[E].
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Preuve. Soient p un projecteur de Z(M) et ¢ un projecteur de Z(N). Alors pg
est dans le centralisateur de l'espérance E et par suite l'opérateur ng(pg) =

= g{p)ng(g) est le projecteur orthogonal sur le sous-module autodual Ay (pMq).

On voit en particulier que prng(g) est nul si et sculement si pg est nul.
Supposons maintenant que p = p;, g = ¢; et p;q; # 0. Comme A (pMp) =

== @ Ag(pg,Mq) nous obtenons grace au lcmme 1.3 une base orthonormale de ce

sous-module de la forme (y;;Y2Ag(Vimy), , 4. Soit F le poids opératoriel de M* dans
M associé a E ([l], Théoréme 3.5). On a alors

’ = Mol =
Florg) = FU3 2;, i )

= }lj Z 2 Vh’nﬂm[} = yljl Z Z Vh up q_, =
= Y ; ; Vivit = (car Vj €p:q,:Mq;)
= ?jip-

D’ou
ENpp(q))=Ind(E)~2y,p et V}z’—‘:{jz(z Yu) .
!

En appliquant successivemsant le lemme 1.15en prenaatr = pq,le paragraphe 3.9 de[l]

avec E'etle projecteur ng(pg),etlecalcul de y};, il vient que (?’,-71/2/1,51_.(0,15("15), AE(,,q)),,
Ji -

€3t une base orthonormale de XE}[ st (AE(,,,ﬂ))ﬂ estune base orthonormale de AAE(Mpq).

Par suite
Ind( )= /,. Z OAE(mp) -E(pa) Agira) = YjiVij lg OAE(mB). dgimg) = 2?,'”1’5([’9)-

Donc 7%, = A | %

2.8. LeMME. Soit E'€ E(M, N) d’indice fini.

(i) 1l existe une espérance E' € E(M, N) telle que E;; = E[; pour tout (i, j) e;
IInd(£);, = Inf{[[Ind(F)|| avec F;; = E};}.

(ii) Si Dinclusion de N dans M est indécomposable alors cette espérance est
unique et d’indice scalaire.

Preuve. Pour y = (y;)); jye4 dans [0, 1]=44), posons

§%6)) ='62A; (Elvit ou A, = {j; (k, J) EA},
Jed,

et

J7) = Maxf().

4 — 2012
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Pour tout (k, j) dans A il existe ¢;; > 0 tel que pour 3,; < ¢ on ait

JO) 2 £ 2 [Eylyit > {[Ind(E)!

Soit C = {y:¢; < 3y et Y, 7y = 1}. La fonction f est continue sur le compact.
4

C ct y atteint son minimum. Compte tenu de la défintion de C c'est aussi le mini-
mum de f'sur tous les y définissant une espérance. D’ou I'existence de £ dont lanorme
de I'indice est minimum.

(ii) Considérons le graphe bicolore associ¢ a la matrice d'indices I'y de E.
Il admet pour sommets m points notés /..., [, et n pointsnotésc,,...,¢,.Ce
graphe est connexe puisque l'inclusion est indécomposable ([3], 1.3). Remarguons
que si dans la colonne j de la matrice il n’y a qu’un seul terme non nul 2 la ligne /
alors, d’une part il n'y a qu'une aréte de sommet c; et d’autre part y;; vaut 1. Nous.
supprimons alors y;; de la liste des variables, le sommet c; et I'aréte correspondante
du graphe qui reste connexe. Nous dirons que /; est a dlstance d de [, s’il existe um
chemin reliant /; a I, et passant par d sommets (c;) et s'il n’en existe pas passant par
moins de d sommets. On a toujours 1 < d < D = Min{n, m - 1).

Posons a = ‘Ind(E), = f(y) et K, = {k; fi(y) < a}. Supposons que E n'est pas
d’indice scalaire, alors K est non vide. Soit K, = {i;/;estadistanced d’'unk de K,,}. Pour
tout k € K il est possible de diminuer tout les (y,;); en conservant f,(y) < a. Pour
tout i € K;\ K, on peut alors augmenter les (y;;) pour conserver Y, ;= 1. Pour tout

i

k € K\\K, la valeur fi(y) a donc strictement diminué et on a f,(y) < a pour tout
ke Kyu K, . 1l suffit d'itérer le procédé en partant cette fois de K, U K et on obtient
Ji(?) < a pour tout £ € K, U K; U K,. On obtient donc au bout de D itérations
maximum f,(y) < a pour tout k. Ce qui contredit le fait que |Ind(E)" est minimunt
Donc E est d’indice scalaire.

Supposons qu’il existe deux espérances distinctes E, et E, d’indice minimum.
Soient 2 €10, 1[ et E = aF; + (1 — 2)E,.

On a alors I' = al'; + (1 — %I, et il existe (k, [) tel que 7% # 7%,. 1l en
ésulte pour tout (i, j)e 4 on a

i)t < Ayt + (4 - E) !
avec inégalité stricte pour (k, I)

Par suite, soit {Ind (E) < Ind(E |, soit ‘Ind(E)ll ="Ind(E,)" etInd(£)n'est
pas scalaire. Dans les deux cas on obtient une contradiction.

2.9. THEOREME. Soit Nc M une paire d’algébres de von Neumann avec des
centres de dimension finie, telle qu’il existe une espérance conditionnelle dans E(M, N)
d’indice fini. Alors

(1) Il existe une espérance conditionnelle dont la norme de lindice est minimale.

(ii) Sil'inclusion est indécomposable cette espérance est une application bécarre,

elle est unique et d’indice scalaire.
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(i) Parmi les espérances minimales il en existe une dont Iindice est minimal,;
elle est unique et c’est une application bécarredont I'indice est dvaleursdans Z(M) n Z(N).

Preuve. Pour tout (i, j) € A notons E;; I'espérance minimale de E(M;;, N;;)
(Théoréme 1.8) et considérons ensuite une espérance £ dont la norme de l’indice
est minimale pour les (E;;) (lemme 2.8). Comme les (£;;) sont des applications bécarres
il en est de méme pour E (Proposition 2.2 iii)). Soit F e E(M, N) telle que ||Ind(F)|| <
< |IInd(E)|. La matrice I'p et les espérances (£;;) définissent une espérance E’
(Proposition 2.3) telle que Ind(£") < Ind(F) et on a donc ||Ind(£)}] < |[Ind(F)|| <
HInd(E)].

D’aprés la minimalité de E on a [[Ind(£")!| = ||Ind(E)|| et par suite ||Ind(F)||=
= [|Ind(E)||. D’ou Iassertion (i).

Si I'inclusion est indécomposable alors E est d’indice scalaire (lemme 2.8 ii)).
Si pour tout (/, j)€ A4 on a F;; = E;; alors F = E; sinon on a Ind(E’) < Ind(F),
mais par unicit¢ £ = E’; d’oll une contradiction. Ceci prouve V’asssertion (ii).

Dans le cas général, soit (r,) les projecteurs minimaux de Z(M)n Z(N). On
vérifie aisément que les inclusions de N,h dans M,h sont indécomposables et que

pour tout G € E(M, N) on a Ind(G) = }; Ind(E,h). L’assertion (jii) résulte alors
h

mmédiatement de (ii).

3. ESPERANCE MINIMALE PRESERVANT UNE TRACE

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a une inclusion Nc M d’algébres

de von Neumann finies. Toutes les traces considérées seront supposées normales et
fidéles.

3.1. DErFiNiTION ([3], Définition 3.7.1). Soient N ¢ M une paire d’algébres de
von Neumann finies, T une trace normalisée sur M et E I’espérance conditionnelle
de E(M, N) qui respecte cette trace. Nous dirons que 7 est une frace de Markov
de module B si © s’étend en une trace finie 1 sur Z(X,) telle que pour tout x de M
on ait

Bri(xe) = (x)

ou e désigne le projecteur de Zy(X;) définit par E.

3.2. PROPOSITION. Reprenons les données précédentes. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) T est une trace de Markov de module .

(i) E est d’indice fini scalaire et [E] = P.
Lorsque ces conditions sont remplies on a 1* = toE.
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Preuve. (i) => (ii). Puisque t* prolonge t il existe unc uniyue espérance con-
ditionnelle £’ telle que t* = 7=E’. On a alors pour tout x de M

(x) = fri{xe) = fr{E'(xe)) = f(xE(e)).
Dol 1(x(E'(e) - - f~1)) = 0 et donc E'(e) = f-1.
Le poids opératoriel F = £’ de Zy(X,) sur A7 est tel F(e) = 1. Donc £ est
d'indice fini et [E) = B ([1), Théoréme 3.5).
(i) => (i). Posons t* = t=E'. Pour tout x, 37, x’ et v" dans M on a
{xerx'ey’) = (xEHerx'e)y’) =

= ENE(yrx")e)) = ({11, Proposition 3.2 (ii))

= T(xE(rx)i"1") = f-(EQa'w'x) =

i

= (B )EQN) = B EG EGY')) = (X ey xer).

Par linéarité et normalité il résulte de cette égalité que t est une trace. De plus pour
tout e M on a
pTixe) = fr=Ei{xe) = 7(x). )
3.3. Noratioxs. Dans toute la suite nous considéroas une paire N< M dal-
gebres de von Neumann finies avec des centres de dimension finie. Nous conservons
les données du paragraphe 2 et nous désignons par tr; la trace normalisée sur 47, ;
nous définissons la matrice des traces T = (¢;;); ;€ M, {R,) par ¢;; = tr{p,g;) ({3},
Dé¢finition 3.5.1).
Une trace normalisée 7 sur M est déterminée pur un vecteur 5 = (s;) = R7 tel
que §; = 7(p;). Pour tout x de M on a donc

X)) = VZ; sitrdpigixg;).
Posons 7="%7. On a alors
t; = zk sie; = 1(ay).
Définissons enfin la matrice 7 = (¢);,: € M, (R} par
#ijei st G, ) ed - (3], Déﬁ'nition avant

0 sinon Pr(?p(.).sxtxo.n 3.6.8).
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3.4. LEMME. Soient E € E(M, N) et t une trace finie sur M. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) E préserve 1.

(ii) Pour tout (i, j) Iespérance E;; préserve la trace normalisée tr;; sur M;; et
ona

Lyij = $iCij-

Preuve. Supposons que 1oE = 7. Pour tout xe M;; on a
W(E;(x)) = yit(pi E(x)) = yij'toE(p;E(x)) =
= 7' W(E(P)EX)) = v77yi7(E(X)) = t(x).

Comme tr;; est proportionnelle a la restriction de t 4 M;; on a donc tr;;oE;; = tr;;.
De plus ..

Vil = 1oE(piq;) = ©Upiq;) = sicij-

Réciproquement 'unique espérance G telle que 1¢G = 1t coincide avec - E
car I'p = I' et G;; = E;; pour tout (i, j).

N

3.5. ProposiTION. Soit E € E(M, N) préscivant une trace finie © sur M. Po SOns
0 =5TT = 1T. Alors Ind(E) = E(Ss“p,

Preuve. D’aprés le lemme précédent on a 7;; = ¢;;7;57t. D’out (Théoréme 2.5)
Ind(E) = ¥, (3, Ctisi Ips = 3, Susipi- %
i J i

3.6. COROLLAIRE. Soit E € E(M, N) préservant une trace finie v sur M. Alors
Ind(E)-est scalaire si et seulement si 5 est vecteuwr propre de TT. Ce scalaire est la
valeur propre associcée.

Preuve. L'indice de E est scalaire et vaut f si et seulement si pour tout i on
ad; = Ps;, Cest-a-dire si s est vecteur propre de 7T pour la valeur propre f.

3.7. COROLLAIRE. Soit N ¢ M unc paire d’algébres de von Neumann avec
m n

M=0oM ".'(C) et N=@ ij(C).' Soit E une espérance conditionnelle préservant
i=1 j=1

une trace. Alors

Ind(E) = 2 (Y 2tV Dussi ;.
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Preuve. En effet dans ce cas on a
¢ = /'.,.j\'jua-‘1
d’olz
Cii = Atvit.
11 suffit ensuite d’appliquer la proposition 3.5. 27|

3.8. REMARQUEs. Dans la situation du corollaire précédent, définissons le
vecteur §' par s; = u;ls; pour tout i et le vecteur i =7L (s; représente la trace
d’un projecteur minimal dans Af; et ¢; la trace d'un projecteur minimal de A}). On
obtient alors

() Ind(E) = 5‘_. (x 2it3) SETp;
(ii) Ind(E) est ;calzjiire si et seulement si §' est vecteur propre de I.'L.
(iii) Max(Y; Z;;¢/s;™%) est la plus petite constante K telle que KE - Id soit
4 J

complétement positive.
Le théoréme 6.1 de [8] donne la valeur de 1a plus petite constante X telle que

KE -- 1d soit positive; c'est avec nos notations Max(}; Min(4;;, v)ts;™).
i J

3.9. THEOREME. Soit N < M une inclusion indécomposable entre deux algébres
de von Newmann finies avec des centres de dimension finie, telle qu’il existe un espérance
conditionnelle d’indice fini appartenant a E(M, N).

(i) Il existe une unique trace de Markov © sur M.

(i) Le module B de < est le rayon spectral de TT .

(iii) Soit E l'espérance conditionnelle qui préserve T. Alors [E] = f.

(iv) L'espérance E est 'unique espérance ayant un indice de norme minimale
parmi toutes les espérances préservant une trace.

Preuve. Comme {’inclusion est indécomposable la matrice 77" est irréductible
{ginéralisation du lemme 1.3.2. b de [3]). A partir du résultat de la proposition 3.5
il suffit d’appliquer la théorie de Perron-Frobénius ([9], Théoréme 2.1 et 2.2) et la
proposition 3.2, %

REMARQUE. Les assertions (i) et (ii) du théoréme précédent sont démontrées
dans le corollaire 3.7.4 de [3). L’indice de N dans M au sens de [3] (Définition 3.7.5)
est donc l'indice de l'espérance minimale préservant une trace.
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