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EXTENSION DU THEOREME DE BROWN-DOUGLAS-
-FILLMORE AU CAS DES OPERATEURS NON BORNES

JEAN-PHILIPPE LABROUSSE, BRIGITTE MERCIER

0. INTRODUCTION

En 1973 L. Brown, R. G. Douglas et P. A. Fillmore ont démontré dans [I}
un résultat sur la caractérisation de certaines classes d’équivalence d’opérateurs
par leur tableau spectral. Ce travail est destiné a étendre ce résultat aux opérateurs
non bornés, extension déja partiellement réalisée dans [7]. 11 nous a paru intéres-
sant, en outre, d’établir quelques propriétés des opérateurs essentiellement normaux
non bornés, méme si elles ne sont pas pertinentes pour la démonstration du résultat
principal.

N OTATIONS ET RAPPELS DE RESULTATS. Soit 2 un espace de Hilbert com-
plexc et soit 4 un opérateur linéaire défini dans 3#° et a valeurs dans 2. On no-
tera Di4) son domaine, N(A) son noyau et R{4) son image. On notera

G(A4) = {{u, Au} | u e D(A)} = # xH,

le graphe de A ct on dira que A est fermé si G(A4) est fermé. Si A est fermé et D(A)
est dense dans 2 alors il existe un opérateur fermé a domaine dense A* défini
dans # et a valeurs dans 32, ’adjoint de A. Alors (cf. [8], § 118) 'opérateur / + A*A
défini dans # et a valeurs dans J# est fermé, surjectif et a un domaine dense dans
H; si on pose Ry = (I + A*A)72, on trouve: (AR,)* = A*R » dou Yu e .

0.1 [2AR w2 + W2R, - Nu'® = u 2
De (0.1) on déduit immédiatement que:

0.2) - AR < 1/2; IR I < 1.
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La projection orthogonale sur G(A4) dans # X J# est donnée par:

I R A*R ¢
(0.3) Pony = ( A A \)

AR, I - R

(cf. 151, 2)).
On notera C(#°) 'ensemble des opérateurs fermés a4 domaine dense dans
J et & valeurs dans %, muni de la métrique g définie par

0.4) g(4, B) = [Pguy — Poyn Y 4, BeA.

Cette métrique induit 1a topologie uniforme habituelle sur L(5#), le sous ensemble
des éléments bornés de C(#) (cf. {2] et la bibliographie qui y est citéz). Posons
encore

Sa= (I + A*A)1e2,

Alors
(AS)" = A%S s
et
(0.5) GASu - (SuE = uwt VY ued

RemarQUE 0.1. L'identité (4S,)* = A"S « entraine que si u e'D(A"f‘),

ARS st = S A%u
et

(0.6) (I + SQ7'A%u = A*(L + S )",

[ -
Soit A € C(s#). Posons ¢(4) = inf “?—l,l-_‘l ol linf est pris sur tous les
bt

u & D(4) n N(4)*L. ¢(A) est appzlé: la conorme de A et R(A) est fermé si et scule-
ment si ¢(4) > 0.

Si 4 eC(#) avec R(A) fermé et max{dimN(4), dimN(4)*} < co on
dira que A est Fredholm (noté A € F(#)). Si A e C(#) avec R(4) fermé et
min{dim N(4), dim N(A*‘)} < co, on dira ‘que A est semi-Fredholm (noté
A c SE(#)). Evidemmant F(#) < SF(#) et si A € SF(s#), Ind(4) = dim N(4)—
-~ dimN(A4*) est appzlé lindice 'de A. Si A eC(#) avec R(4) fermé et si
V neN on a N(4") < R(4) on dira que A est régulier (cf. [5], Défnition
4.1.1 et Proposition 4.1.1). On posera Reg(d) = {Ae€Ci A — Al est régulier}.
Si A,BeC(#) on dira que A est faiblemzat compac}-équivalent a B (et on
notera 4 ~g B) si Pg(y) - Pgeg, €St un opérateur compact de # X # dans lui-
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-méme. Dans ce cas on peut montrer que 'opérateur I + A*B € F(#) et on dira
que A est fortement compact-équivalent 3 B (et on notera A X g B) si A ~ B et si
Ind(f + A¥B) = 0 (pour toutes ces définitions voir [6]). Enfin on écrira:

pfA) = {h eC| A - Il e F(t)}

P A) est appelé le résolvant essentiel de A.

ProposITION 0.2 (voir, par exemple, [3]). Soit A € L(5#) avec R(A) fermé.
Alors il existe un unique B € L(3#) tel que:

ABA = A; BAB = B;

AB = (B*A*)* est la projection orthogonale sur R(A);

BA = (A*B*)* et I — BA est la projection orthogonale sur N(4);, B est
appelé I’inverse de Moore-Penrose de A.

REMARQUE 0.3. R(B) est fermé et si B est 'inverse de Moore-Penrose de A
alors A4 est I'inverse de Moore-Penrose de B. Enfin si A4 est inversible, alors A-t

est 'inverse de Moore-Penrose de A.

Nous incluons ici une proposition dont la teneur est bien connue mais dont
la démonstration est difficile a trouver dans la littérature. Nous avons besoin tout
d’abord d’un lemme:

LemME 0.4. Soit C & L(H#), symétrique tel que 0 < C < 1. Alors:

0.7 S CUT - O < 1/2m), ¥ nmeN.
Démonstration.
* ok . -
I-C+CP=y ( _ )C’(I»« Cy-i, YkeN,
Fo\Jj

2k
U-C-Cyt=y (2") (—1YCIH(I - CP=I, VkeN.
J

j=o

Donc 1 >1—([-2C)* >4kC(I—-C)?* -1 ou encore: ¥ u € 3#°, {C(I — C)*lu, ud <
< lul2/(dk) d'ou:

(0.8) ICU — Cy-1| < 1/(4k -- 2), ¥ k eN.

En outre, [(C(I — C)*u, up|2 = |[(C(I — CP*-YI — C)u, up|® et en utilisant I'iné-
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galité de Schwarz généralisée (cf. [8], § 104) on trouve
(O - CY¥ru, u)' < (CU - CYF 2, uy (CU - C)F+ly, 1) <

< H4k) 4k + 4)] Ju 2 < 1j(dk) u b
Donc

(0.9) "CU - O < 144k), VY keN

ct lc lemme se déduit de (0.8) ct de (0.9).

FRrRoPCSITION 0.5, Soit A € L(H# ) un opératcur symdtrigue positif tel que "4 <.
Alors il existe une suite de polynomes {p,,(A)} satisfaisant les conditions suivantes:
1) p(A) est de degré 27-1,
2) p0) = 0.
Si B € L{H') est lunique opérateur symétrique positif tel que B* = A
O plA) S BT,
4 B--pfA):<lm, ¥ nel

Démonstration. Posons
pi(Ad) = A2
(0.10) Posrld) = pA) + {4 — piA] 2, n=12, .

1) ct 2) se démontrent aisément par induction sur 1. Pour démontrer 3) observons
que
B - py(A) = B - B2) > 0.
d'ou
C< A< Bg/

Supposons 3) démontré pour n; alors

B -- pnml(A) = B - pn(A) - [82 - /ﬁ(A)],".?.
Donc

0.11) B - p,(A) =[B ~ p () - (B + p(A))2].

Comme B - p(A) et I -- (B + p,(A))/2 sont tous deux positifs (par hypothése
d’induction) et commutent entre cux (ils sont tous deux dcs polynomes en B) leur
produit cst également positif. Donc p,,,(4) < B< I

En outre d’aprés (0.10) et 'hypothése d'induction, p,,,(A4) est la somme de
deux opérateurs positifs et par conséquent positif lui méme, ce qui démontre 3).
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Finalement [ — (B + p,(A4))/2 =1 — B2 — p(A)/2 < [ — B/2.
Donc de (0.11) on déduit que

B — pur(4) < [B — pD) (I — B[2)
¢t par induction que
B - pfA) < [B - p(ANU — B2y"t, VneN
d’oli
18 - pu(ADIl < I1BU — B2)"|=2(B/2) I ~ B[2)"|, VneN

¢t 4) se déduit du lemme 0.2 en prenant C = B/2.

1. BISSECTEURS

DEFINITION 1.1. Soit 4 € C(#). Posons 4 = AS (I + S)~L Pour des rai-

sons que nous exposerons ci-dessous nous appelerons 4 le bissecteur de A. Cette
notion a été introduite dans [4].

PROPOSITION 1.2, Soit A € C(#). Alors
(M 43 <1,

(2) (A)* = 4%,

(3) Ry = U+ SY/2,

(4) AR; = AS 2.

Démonstration.
L)) Al < A4S I+ So-Y < 1, (en utilisant (0.5))

) (A = (I + SY A4S o= A*S (I + S92 = 4%, (en utilisant (0.6)),

[+ A*A =T+ (I + S A*S pAS (I + S ) =

€))
=14+ (I +S) - RMI + S)t =20 + S)L

Donc
R, = I+ S)2

4) AR: = AS (I + SN + S)I2 = AS,/2.
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Sy A*S s
ASA - SA*
unitaire et symétrique de H X H sur lui-méme qui laisse invariant le graphe
de A et envoie le graphe de A sur # X {0} et réciproquement.

ProPposITION 1.3. Soit M, =( ) Alors M, est un opérateur

Démonstration. On vérifie sans difficulté que M*% = M, et que M M, == I
En outre, soit {u, v} €s# X H#. Alors, en utilisant (0.3) et la proposition 1.2,
trouve:

M {u, v} = {u, v} & (I + M/2{u, v} = {u, v} =
< Pc(li){"’ v} = {u, v} = {u, v} € G(A).
Finalement si u = D(4) on a

M {u, Au} = {S,u + A*S 24u, 0} € # X {0},
et

M {u, 0} = {S,u, ASu} € G(A).

Y

REMARQUE 1.4. C’est cette propriété de G(Z) qui nous a amené i appeler

A le bissecteur de A: si # = R, G(4) est la droite bissectrice de I’angle compris
entre I’axe des abcisses et G(A).

ProposiTioN 1.5 (cf. [4]). Soit A € L(5#). Alors }jZI{} < 1. Plus précisément, si
A est borné, alors

1 41l
=17 YT+ 4P

Réciproquement si i‘/]ﬂ < 1, alors A est borné et

2)|4})

fdl = ——=.
1 — ji4®

Démonstration. Soit 4 borné; Y uecs# on a

full® = 180® + |ASu < (1 + 43S0

1
Donc {{§,ul® » ~—-——~ lluj|® et par conséquent

1+ 4

)A 12
e e v L



EXTENSION DU THEOREME DE BROWN-DOUGLAS-FILLMORE 143

D’ou

- 4]
1.1 AS, | € ———r.
(L.1) 48l < s
On a aussi

1532l < VT'+ AP jul
et par conséquent
Cu, Sztuy < VT + AJR fjull
L’inégalité de Schwarz généralisée (cf. [8], § 104) donne alors
[<u, S 031% < (u, Su) v, Svd, Vu vek.
En prenant v = S3u on obtient |

lalle < Cu, Sud Cu, Syuy
d’ou

1 .
u, Sup > = [lu|.

VT+ 4P
Donc

(L + Sull® = flul® + IS ul® + 2<u, Sud 2

1 2
=1 e 2
>( i l/1+uA||2)”"”

et finalement

~ V1 + 4P
1.2 I SA -1 S .
(1.2) I+ 8074 < s
En utilisant (1.1) et (1.2) on trouve
~ - - 41l
. < SA | I €
(1.3) Al < 1AS N+ SO < TSV AR

Réciproquement, si ||B|| < 1 on voit que I — B*B est inversible et par consé-
quent A = 2B(I — B*B)~1 est borné. 11 est facile de vérifier que A = B et comme

(U — A% Ay, uy = |lull? — [Aul* > (1 ~ | AD)|lu|?
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1 VA

on voit que ([ -- A® A)‘l‘ £ ——:-—, ce qui donne {;4 —2-141—— , d'ou
1 — 142 1 - 2433

FA 1A + 2}{A il - Ai > 0. On peut exclure le cas olt 4 = 0, la proposition

étant alors évidente. On déduit donc de 'inégalité précédente et de (1.3) que

- - / T AR S
i 1 +1'1 + 4 4]
A 1+ T+ (4]

= > "4

d’ol on déduit immédiatement le reste de la démonstration.

DeErNiTioN 1.6. Nous noterons Cy(2#) I'ensemble des contractions T de L(3#)
{c'est & dire des T e L(#) avec |T;; < 1) telles que N(/ - T*T) = {0}, muni
de 1a topologie induite par celle de L(#).

PreposiTicn 1.7 (cf. [4]). Lapplication ArsA de C(s) dans Cy(H) est bijec-
tive, ouverte, envoie les élémznts non bornés de C(H#) sur les élémznts de norme 1 de
Co(#) et les Sléments bornés de C(H) sur les éléments de norme < 1 de C,(#).

Démonstration. Montrons d’abord la surjectivité de [Papplication. Soit
BeC\\(#). Nous avons déja vu que si "B < 1 il existe un 4 € L(#) tel que B = A. Si
B, =1, posons

D(4) = R(I - B*B);
et si
u = (I -- B*B)w € D(A),

An = 2Bn.

Alors 4 = C(3#), A cst non borné et A = B. En effet, D(A) = R(I - B*B) est
dense dans . En outre A est fermé car si {u,,} est une suite d’élém:ats de D{A)
qui converge vers u dans # et tclle que Au, converge vers v dans ., alots en
posant = (/ -- B*B) *u, ¢t 1, = Rglw,ona

U, = ([ B::B)wn = (ZRB - I)RE 1"‘-.13 = (2RB o I)tn - U
At

1, ::2 W -—ZBARB,,—'L

¢t par conséquent, en vertu de (C.1), {r,,} est une suite de Cauchy et il existe 1 & #
tel que 7, -» f avee

we= Rpt, u= (I — B*BjwecD(4) et v=2Bwx:=Au

Un calcul simple montre qu'alors A = B. Enfin 4 n’cst pas borné car D(4) # #.
En effet, si D(4A) = ## alors I — B*B scrait inversible ce qui entrainerait que
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| Bll < I, contradiction. Finalement (cf. [2])

g4, A) < IRy — Ryl® + iR« — R wl® + 2|AR, — A'Ry|?

et coinme
IRy — Rel < 1Sy — Sl ISall + WSl 1Sy — Sall < 2154 — Sell
IR = Ryl < NSy = S el 1Sl + IS uli S 6 — Spall < 208 5 = S el
[ARg — ARl < [IASy — A'S e[ ISl + [4'Sell 1S4 — SeliPF <
S 2AAS, — A8, 12 + 1S4 — Seell]

(4, 4) < A28 — SelP + [1Ss = Sl + A4S, — A'S4[P).

En outre
(1S4 = Syl < 28(4; A)); 1S — Sl < 2g(d, A)
et
A4S, — A'Syll < 2g(4, 4).
Donc
g4, A < 64834, A)
d’ou
(1.4) g(4, A') < 8 g(A, A).

Comme sur Cy(#) la topologie uniforme est €quivalente a celle induite par g
(cf. {2]) la proposition est démontrée.

Ce résultat justifie la terminologie suivante:
DEFNITION 1.8, Soit A € C(#). L'ensamble 6o,(4) = 6 (4) n C, ol

C={LeC|||Al =1}, est appelé spectre a linfini de A. On voit facilement que
o'm(A)=a(/f) N C et que si A est borné, o.,(4) est vide.

2. COMPALENCE
DEFINITION 2.1. Soit 4, Be C(3#°). Nous dirons que A4 et B sont compalent
8’il existe un opérateur unitaire U tel que 4 ~  UBU*.

ReMARQUE 2.2. La définition 2.1 coincide avec la définition habituelle (cf. [1])
st A4 et B sont bornés.

10 - 2012
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PRrROPOSITION 2.3.
A = UBU* & U*AU =~ B

La compalence est une relation d’équivalence sur C ().

Démonstration. Posens C = UBU*. On verifie facilement que

Rc = URBU*; Rcil = URBkétU:::; CRC = UBRBU:::; C:::.RCS-' = UB:::RB:}Ln::.

7
Donc en posant V = (é’ [(J)) on voit immédiatement que Pgc) = VPgpyV* ;

I+ A*C = U + U*A*UB)U*. Donc
Powrary — Pomy = VHPgay = VPomV)V = V¥(Pgy — Poe)V

est compact et Ind(f + U*A*UB) = Ind(I + A*C) = 0.
La transivité de la relation s’établit de la méme maniére.

PROPOSITION 2.4. Soit A, Be C(H#') tels que A et B soient compalents. Alors
1) p4) = p(B),
2) V 2 ep,(A), Ind(4 — il) = Ind(B — AI).

Démonstration. En utilisant le théoréme 3.1 de [6] on trouve
p(A) = p (UBU*) = p(B)
Ind(4 — 2I) = Ind(UBU* —~ ) = Ind(U(B — ;NU*) = Ind(B — ZI),
v dep(A4).

ProrosiTiON 2.5. Soit A, B € C(#). Alors

A et B sont compalents => A et B sont compalents.

Démonstration. Sous les hypothéses de la proposition il existe un opérateur
unitaire U tel que A = UBU* + K. Posons C = UBU*. Alors C = UBU* et

A=C+K=P

Gl T P est compact =

G(C)

=> S, — S¢, S - Sge, AS, — CSc sont compacts =

c
= Ry — Rc, Rs — R, AR, — CR; sont compacts =

= PG4y - Pg(cy est compact = 4 ~; C.
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En outre si Vo = S,Sc + A*S «CS; ona
VAC = (SA - SC)SC + (A*SAzk hand C*Sc*)CSC + RC + C*CRC =
= [ + compact.

Donc Vo € F(#) et Ind(V,) = 0. Or on voit facilement que I + A*C =
= 8 VS et comme S, _, et SC-1[sont Fredholm d’indices nuls

Ind(/ + A*C) = Ind(S1) + Ind(V 10 + Ind(S.1) = 0

(cf. [2], Théoréme 2.1). Donc 4 =~ C.

DEFINITION 2.6. Soit A, B € C(#). Alors nous dirons que A et B sont stric-
tement compalents si A et B sont compalents.

REMARQUE 2.7. Soit 4, B € L(s#). Alors si A et B sont compalents au sens
habituel (cl. [1]) ils sont strictement compalents.

PropPOSITION 2.8. Soit A, B € C(3), tels que A ~y B et R(A), R(B) fermés.
Alors Pyay — Py(py €st compact

Démonstration. Soit {u,} une suite d’¢léments de # telle que V neN, |lu,|} = 1
Alors (cf. [6], Proposition 2.6)

I = Pao){l = Puco)Pucatt: O}l > Sl I = Prctd Pl
Or |
(I — Pooo){( — Pxay)Puwtins 0} = (I — Pga){Pn@aitin» 0} =
= (I = Pg)Pcm{Pnemns 0}-
Donc

V1 4 ¢x(A)
(7 ~ Py Preaitnll < @ I = Pgay)Pcisy{Praytin> 0}l

etcomme A ~y B = (I — Pg4)Pgi = (Pcay — Posy)Pos st compact, il existe
une sous suite de {u,} (notée encore {u,,} sans perte de généralité) telle que
{ = Pyu)Pnpyitn} soit convergente. Donc (I — Pys))Pycs €St compact et par
symétrie entre 4 et B, (I — Py) Py €5t également compact.
Donc Pyay — Py = (I — PN(,,)_)PN(A) — [(I — Pyay)Pns]* est compact.
|
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3. OPERATEURS ESSENTIELLEMENT NORMAUX

DEFINITION 3.1. Soit A € C(3#). Nous dirons que 4 est esseantiellement normal

A®A =~ AA*®.

REMARQUE 3.2. 8i 4 € L(#') cette définition est équivalznte & 1a définition habi-
tuelle pour les opérateurs bornés: A est essenticllement normal si A%A4 -- 4A4% est
un opérateur compact (cf. [1], [6], Proposition 2.5).

ProrosiTioN 3.3 (cf. (7}). Soit A € C(#'). Alors les conditions suivanies sont
équivalentes :

1) A est essentiellement normal;

2) R, -- R ¢ est compact;

3) A est essentiellement normal;

4) Il existe une suite {A,J} < L(#) telle que

a) V n €N, A, est essentiellement normal,
b) g(4, A,) - 0 quand n — co.

Démonstration. 1) < 2). D’aprés la remarque 2.3 de {6}

3.0 1) = AA"S | 28 0, — S, #+ATAS o est compact.

Or
[+ (A%4)u = (I + A%AYu - 2(I + A*A)u + 2, VYV ue D{(4%4)%.

En posant 4 = R« v, on trouve

0=+ A"AFR - v — 2] + AR o+ v + 2R 5 v

d’olt

Ryt = [ = 2R(I — RIR o v
Or R\ - Ry = AR AR, et par conséquent

PRI - RO = [AR,'® < 1/4, (en utilisant (0.2)).
Donc [ — 2RI ~ R,) = 1/2 est inversible et on peut écrire

R, = Rill ~ R(I - 2R))
d’oi

Sgeq = Rl — 2RI — R}

et de méme
S = Rl — 2R ol — R I}V
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En remplagant ces valeurs dans (3.1) on trouve
[ — 2R s(d — R)7VHR, — R ) — 2R, (I — RYI7I2

qui est compact et par conséquent R, — R » est compact.

2) = 3). En utilisant la proposition 0.5 on voit que 2) = S, — Sp=

= lim [p.(R,) — pu(R )] est compact, ce qui est équivalent & dire que R; — Ry»
n—=00

est compact. Comme R; — Rys = R (AA* — A*A)R4» et A est borné et par

conséquent R; et R s sont inversibles, on en déduit que AA* — A*A4 est compact.

3) = 4). Si A est borné 4) est banalcment vrai. Supposons donc 4 non borné.

Posons 4, = (1 — l/n),z. Alors A, est essentiellement normal et comme 4 <
<!l--1n<li,

A, =201 = UnMA[l — (1 — Un)2A* 4]t e L(#)

et A, est essentiellement normal car AXA, — A4,4% est compact (simple véri

fication). En outre A, — A dans L(#) quand n - oco. Donc d’aprés (1.3)
g(4,, A) = 0 quand n - cc.

4) = 2). Soit {4,} c L(#) telle que V 1 € N, 4, soit essentiellement normal
et g(A4, A,) - 0 quand »n - co. Alors
IRq, — Rall -0 quand # — oo
et

”RA;“ = Raull -0 quand n - co.

Donc R« — R, est limite uniforme des opérateurs compacts R« — Ry et par
. n n

conséquent est compact.

COROLLAIRE 3.4. Soit A e C(H), A essentiellement normal. Alors

A — Al est essentiallement normal, ¥V ) = C.

Démonstration. En vertu de 4) il existe {A4,} = L(#) telle que V n € N, A4, soit
essenticllement normal et g(4, 4,) —» 0 quand n — co. Alors V. €C, {4, — A}
est une suite d’opérateurs bornés cssentiellement normaux avec g(4-- 11, 4, — A1) -0
quand n -+ co (cf. [6], Proposition 2.6). Donc 4 — AI cst essentiellement normal.

PropcSITION 3.5. Soit A € C(H), A cssentiellement normal et R(A) fermé.
Alors A est quasi-Fredholm.



150 - JEAN-PHILIPPE LABROUSSE, -BRIGITIE MERCIER

Démonstration, R(A) fermé = R(4%) fermé => R(A4%A4) et R(4A4*) sont fermés -
D’aprés la proposition 2.6 on en déduit que Py PN(A) = Pyian®y PN(A% est
compact. Donc I_PN(AS},‘-}‘PN‘A)G F(o) et par cons¢quent R[J — Py o + Py ] ==
= R(Pgqy + Py st fermé et de codimension finie. Comme R(A) + N(4) =
> R[Py4 + Pneayllon en déduit que R(4) + N(A) est fermé et de codimension
finie. Symétriquement R(A*) + N(4%) est fermé et de codimension finie, d’ou
R(4) n N(4) est de dimension finie. La suite {R(47) n N(4)}, j = 1, 2, ... est une
suite décroissante de sous espaces de dimensions finies; il existe donc un d &€ N
tel que ' o

VaeN, n »d=R(4%) n N{4) > R(4%) n N(A).
R(A49) n N(4) est ferm3 (car dz dim:znsioa finiz). R(4) + N(49) est fermé (car de
codimension finie). Donc 4 est quasi-Fradholm (cf. [5], Définition 3.1.2).

COROLLAIRE 3.6. Soit A € C(H#) esseatiellement normal. Alors
1) Reg(4) < p(4),
2) Si A est semi-Fredhoim, il est Fredholm.

Démonstration. 1) Si /. € Reg(A4), R{(A4 —~ AI) est fermé et comms 4 — A
est régulier
dimN(A4 -~ A} = dim[N(4 - i) n R(4 — Al)] < oo

dimN(4* - Al) = dim[N(4* — Al) n R(4* — 2] < oo

2t par conséquent 2 € p (A).
2) Si A € SF(#), il existe un voisinage U de O telque V 4 € U, Ind(4 — A} =
= Ind(d4). Or si i e U\ {0},
dimN(4 — AI) € dim[N(4) 0 R(4)] < oo

et
dimN(4* — iI) < dim[N(4*) n R(4%)] < co.

Donc Ind(4) = Ind(4 — ) < oo et par conséguznt A € F(F).

PROPOSITION 3.7. Soit A € C(3¥) essentiellement normal. Alors g (A*A, A4*) <1.

Démonstration. Par hypothése Poigtar — PG(,(A"’) est compact et autoadjoint
et g(A%A, AA*¥) < 1. Pour quz g(A*A4,'44%) = 1 il faudrait que PG(A“A) = Py
admette * 1 comme valeur propre. Supposons par exemple quez {u, v} € # X #,
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soit tel que [[{u, v}l =1, PG(A*A){u, v} —~ PG(AA*){u, v} = {u, v}. Alors
7 + PG(AA*)]{u,l v HIE = [{u, v}|* + (3PG(AA*){u, v}, {u, .v}> <
< Pga {8 OHE < [[{u, v} 12

Done Pg, »in, v} = {0, 0} et Pg gt alth v} = {u‘, v} ol encore

R, s+ AA™R, w0 =0; AA*R i+ v — R, v =0;

RA*Au + A*ARAWA,U =u; A"ARsu+ v - R v=1v
d’ou

v € D(AA¥), u= —AA*%v, u € D(A¥4) et v = A*Au.
Donc u= —AA*A*Au et par conséquent

llAull = —Adu, AAAZA*Au)y = — || 4% A* Aul].

Donc ||[Au|| = 0, d’olt Au =0 et u =0 etz =0, contradiction.
Si Pg 4t v} — Pgm{n, v} = — {u, v} on procéde de la méme fagon,
en utilisant la symétrie entre 4 et A*.

4. THEOREME DE BROWN-DOUGLAS-FILLMORE

PROPOSITION 4.1. Soit A une contraction essentiellement normale et soit . = C
tel que |Al < 1 et R(A — Al) soit fermé. Alors si F(J) = (A — M) + A(A* — IDA
il existe un opérateur borné inversible C et un opérateur compact K tels que

F(l) = (4 — \DC + K.

Démonstration. Soit B(2) 'inverse de Moore-Penrose de 4 — AI. Comme
R(A — 2I) est fermé, B(4) est borné et A image fermée. En outre

B*A)(A* — AI) = (A — A)B() = Pria-an -

A* =2 = (4* — IDB*()(A* ~ M) = (A* — 1) (A — A)B(}) =

-

= (A — AI)(4* — 2B() + compact.
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Donc
F(A) = (A — Al) + XA - A)(A* — A)B(’)A + compact.
Ou encore
@1 F(2) = (A — DI + XA* — JB(A)A] + compact.
Posons
U(2) = (A* — AB(A).
Alors

U()U() = B*U)A ~ AT)(A* ~ ADB() = B*()(A* — I)A — J)BU)+

+ compact = Pr(4-,n + compact.
Donc

VU*@UG) = lim p(Pra- a1y + compact) =

R-00

= lim [p,(Pr,4- 1) + compact] = Pryy- 5 + compact.

n-+00

En utilisant la décomposition polaire de U(i) on obtient U() = TYU#(Z)U(L)
ou T est une isométric partielle. ;Donc U(4) = TPre4-in + K(2) ol K(s) est
compact et par conséquent | U(L) — K(4)}| < 1. Finalement

F(i) = (A — AD){I + +U(})A} + compact =
= F(i) = (4 — AD{I + }U(%) — K(4)]A} + compact,

et comme . < 1, AU(L) — K(4)]A{} < 1 et par conséquent en prenant C = I -+
+ A[U(2) -- K(2)}4 la proposition est démontrée.

ProrosiTioN 4.2. Soit A une contraction essentiellement normale et si . ¢ C
tel que '/. < 1, posons encore F(i) = (4 — Al) + (A% — /TI)A. Alors si F(}) es?
un opératevr de Fredholin A — /I est aussi un opérateur de Fredholm et

Ind(F() = Ind(4 — A1)

Démonstration. Puisque F(2) est Fredholm, dim N(F(})) < oo et ¢(F(4)) > 0.
Posons K, = A¥A4 ~ AA". K, est compact et symétrique et par conséquent # sc
décompose en une somme directe orthogonale au plus dénombrable de sous-espaces
M ;, invariants par rapport a K, avec dimAf; < co et tels que K(,gMj = Lf; (Ii
désignant la restriction de 'identité a4 Af;) avec 2, = 0, la suite dc nombres réels
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{\).j]} ¢tant décroissante & partir de j = 1, avec lim |1;] = 0. Alors 3IM = Z M;

j—oo j=1
(donc dimM < oo) tel que |IK, l MY < min{c*(F(A))/5, ¢(F(})/S}. Posons
N=M + N(F(2)). Alors dim N < co. Supposons que R(A — 2J) ne soit pas fermé;

alors R(4 — AI)| N* n’est pas fermé et par conséquent il existe u € N*, |Jul} = 1
avec (4 — ADu)| < «(F(D)/5. Or

FQyu = (4 — Au + X(A*A — AA%)u + AA(A* — 2D
et
(A% — ADNull® = (Ko, u) + [|(4 — 2D)ulP.

Dornc

s _ 3 2 2( F(, .. l_ _i. ’
(4 HMlsMH»( +2)<(Sdﬂm)

lll‘)—-

et par conséquent
IEQull < c«(FQ)/S + 1A(F(A)/S + 14 |4l 3e(F(A))S < «(F(A),

contradiction.

Donc R(A — AI) est fermé. Mais alors, en vertu de la proposition 4.1, 3 C
inversible et K compact tels que F(1) = (4 - A)C + K. Donc (4 — Al) est
Fredholm et Ind(4 — A1) = Ind(F(2)).

TuforEME 4.3. Soit A € C(3F) essentiellement normal. Pour . € C avec
Al < 1, posons

»(1) = L

1 — e
Alors () € p(A) < A ep(A) et Ind(4 — NI = Ind(d — AI).

Démonstration.
A - DN = 24 - ;1‘*":4)‘1 = 2200 =AD" =2(1 — |AD)F)U — 2’*2)”1.

Comme (I —~ /I*AN) -1 est surjectif, il est Fredholm et par conséquent 4 — ®(A)1 est
Fredholm si et seulement si F(1) I’est aussi et ils ont le méme indice. Le reste de
la démonstration se déduit immédiatement des deux propositions précédentes.

DEFRINITION 4.4. Soit A, B € C(s#). On dira que A et B ont le méme ta-
bleay spectral si:

1 p(A) = p(B),

2) V . ep4), Ind(4 - Al) = Ind(B — Al).

3) 0w(A4) = a(B).
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THEOREME 4.5. Soit A, B e C (o), essentiellement normaux. Alors A et B sont
strictement compalents si et seulement si ils ont le méme tableau spectral.

- Démonstration. “‘seulement si": Clest une conséquence immédiate” de 1a pro-
position 2.4, o . '
‘si"": Le théoréme précédent montre qu’alors ona: -

p(A) = pB)
et

Ind(4 -- AI) = Ind(B — /1), V¥ i€ p.(A).

Done, d'aprés le théoréme de Brown—Dohglas-FiHmore A et B sont compalents
et par conséquent, 4 et B sont strictement compalents.

REMARQUE 4.6. Si A4 et B sont bornés, le théoréme 4.5 se raméne exacte-
ment au théoréme de [1]. Le cas non-borné fait apparaitre un nouvel élément
dans le tableau spectral, le spectre a 1'infini.
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