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OPERATEURS PSEUDO-FREDHOLM. I:
RESOLVANT GENERALISE

MOSTAFA MBEKHTA

INTRODUCTION

Ce travail, ainsi qu'un autre qui suivra, sont destinés a fournir les démonstra-
tions des résultats annoncés dans [12]. Il se place dans le cadre de la théorie, clas-
sique, des opérateurs semi-Fredhiolm. 11 est bien connu que ces opérateurs ont deux
propriétés importantes, d’une part la stabilité par rapport a toutes les “petites’
perturbations et d’autre part:

T. Kato en 1958 ([7], Théoréme 4) a montré que si opérateur 4 est semi-
-Fredholm alors il existe (M, N) deux sous-espaces fermés de H tels que:

(@Q A=M®N

(®) AMND(A) = M, si Ay=A|M alors R(4,) fermé et V n >0
N(4p) = R(4p)

(c) N < D(4), AN) = N et 3deN tel quec 4| N est nilpotent de degré d.
La décomposition (M, N) est appelée décomposition de Kato de degré d associée a A.

En 1978 J. P. Labrousse [9] a étudié les opérateurs qui admettent une telle
décomposition. Ces opérateurs sont appelés les opérateurs quasi-Fredholm (q®).

Dans ce travail on s’intéresse aux opérateurs qui admettent une décomposition
du tvpe de Kato ou la condition ¢) est remplacée par la condition:

¢) N = D(A), A(N) < N et A | N est quasinilpotent.

Cette derniére décomposition est appelée décomposition de Kato généralisée
{D.X.G.). Nous appelons pseudo-Fredholm (P®) les opérateurs qui admettent une
D.K.G. (qui contiennent évidemment les semi-Fredholm et les quasi-Fredholm
€omme cas particuliers). Dans le paragraphe 1, on trouve quelques exemples
d’opérateurs pseudo-Fredholm. Le paragraphe 2, est consacré a leurs caractéri-
sations. Dans le paragraphe 3, on trouve quelques propriétés de ces opérateurs.
Dans le paragraphe 4, on montre d’une part que les opérateurs pseudo-Fredholm
sont eux aussi doués d’une propriété de stabilité si I'on ne considére que les pertur-
bations du type A/, 2 € C, perturbations fondamentales pour 1’étude de spectre d’un
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opérateur. D'autre part, on trouve une caractérisation de toutes les singularités
isolées des opérateurs résolvants généralisés, méme quand celles-ci sont essenti-
elles. Rappellons que le cas ou la singularité est un pdle d’ordre fini, a été
étudié¢ dans [9], voir aussi {4], [3].

1. DEFINITION ET EXEMPLES

Dans la suite (M, N) désigne un couple de sous-espaces fermés de H espace de
Hilbert. Soit 4 un opérateur fermé de domaine D(A4) et d'image \R(4) dans
H, N(A4) dénote le novau de A.

On dira que (M, N) est une décomposition de Kato généralisée associée i A,
(et on ccrit (M, N) D.K.G associée & A) si:

G H=WEN

D) A(MAD(A) == M, si Ay=4A M alors R(A,) fermé ¢t V n =0
N(43) & R(4,) '

c) N D), AN) s Net 4 N est quasinilpotent.

DEFINITION 1.1, Soit A un opérateur fermé. A est dit pseudo-Fredholne
s’il existe un D.K.G. associée & 4. Et dans ces conditions on note 4 € Pé.

On notera dans la suite:

Co(A), coeur de A. le plus grand sous-espace M de H tel que A(M N D(4)) =
= M.

K(A), coeur anul:tigue de A, défini par:

RA)={ueH;3a>0 Vn>03r, e D(A4) tels que

(D) vy=u et Av,y =1, (2) r,i<a"u, ¥Ya>0}
H,(A), partie quasinilpotent de A, défini par:

Hy(4) = {u € D®(A); lim'|d" /" =0} ol D®(4) = (M) D(A").
n>0

R0

EXAMPLES D’OPERATLEURS PSEUDO-FREDHOLM. 1) Les opérateurs quasi-Fred-
holm (cf. [91). En effet les opérateurs quasi-Fredholm admettent une D.K.G. ot la
condition c) est remplacée par la condition ¢") N € D(4), A(N) < Net A "V est
nilpotent de degré d (avec d € N fini). On trouve dans [9] une liste d’exemples
d’opérateurs quasi-Fredholm, et en particvlier les semi-Fredholm.

2) Les opérateurs réguliers (voir [13], {14]). C'est le cas M = H ¢t N = {0}.

3) Les opérateurs quasi-nilpotents. Clest le cas ot M = {0} et N == .

4) Soit /y un point isolé de o(A4), alors 4 — 2,1 est pseudo-Fredholm. En cffet
ceci résulte du Théoréme 1.6 [11] et on a M = K(A4 — yf) et N = Ho(4d ~ Ayl).
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5) Soit 4 un opérateur spectral borné (cf. [6]), alors
A € PP <= R(A) + Hy(A) est fermé dans H.

Car on a le théoréme suivant:

THEOREME 1.2 (Corollaire 4.2 [11]). Soit A un opérateur spectral borné, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) R(A) + Hy(A) est fermé dans H.

(2) A4 € PP (avec en plus A ] M cst inversible).

(3) Soit A inversible, soit Q est isolé dans o(A).

4) R(T) + Hy(4) = H.

'REMARQUE 1.3. Si on note: @ 'ensemble des opérateurs Fredholm, S® I’en-
semble des opérateurs semi-Fredholm, gN I’ensemble des opérateurs guasinilpotent.
Alors on a les inclusions suivantes:

PSPz qP g PP et qN & PO,

Les inclusions @ ¢ P® et QN ¢ P® sont strictes, voir [11} Corollaire 2.14
et 2.15.

ProvrosiTiON 1.4 (cf. [10], [11]). Soit A un opérateur fermé; alors on a:
(a) K(A4) et Hy(A) sont des sous-espaces de H, non nécessairement fermés.
(b) A(K(4) n D(4)) = K(4) et Hy(4) = D(A), A(Hy(4)) = Hy(4).
(€) A quasinilpotent = K(A) = K(4*) = {0}.
(d) A quasinilpotent < Hy(A) = H.
(e) A régulier = K(A4) = Co(4) = q R(A") est fermé dans H.
ne

(f) Si A est régulier avec D(A) dense dans H alors
Hy(A)Lt = K(4%).

(g) Si A est régulier alors Hy(d) = \J N(4") < K(4).
nz0
(h) Si A est régulier et Hy(A) est fermé, alors H,(A4) = {0}.

2. CARACTERISATIONS DES OPERATEURS PSEUDC-FREDHOLM

DiriNiTION 2.1, Sojt 4 un opérateur fermé, on dira que A est normalement dé-
composable, $°11 existe deux opérateurs fermés D et T de H dans lui-meme tels que:

() A =D+ TetTD=DT=0.

(f) D e qd(d) avecd < 1.
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(7) T cst quasiniipotent. - N
(0) N(D) + N(T) = H, R(D) 2 R(T) = {0} et R(D) + R(T) est fermé.

REMARQUES. () > D(T) = H.

(2) = D(A) = D{D) 0 D(T) = D(D).

(B) = R(D) est ‘ermé.

Les produits DT et T'D sont définis sur leurs domaines naturels. .

THEOREME 2.2. Soit A opérateur fermé alors: A est normalement décomposahle
si et seulement si A € P,

Démonstration. «Si»: Soit A € P@. Quandé A4 est régulier il suffit de prendre
D= AetT = 0.Si A4 est quasiniipotent alors on prend D = 0 et T = A. Suppo-
sons maintenant que nous ne sommes pas dans les deux cas précédents ; soit (M, V)
D = A et T'= 0. Si 4 ecst quasinilpotent alors on prend D = 0 et T — A. Suppo-
une D.K.G. associée & 4 et Py, Py les projections correspondantes 2 la décompo-
sition F/ := M @ N. Posons D = AP, et T = APy ; on voit directement que si
2 € D(D) alors Py € D(A) done (I — Py)u € D(A) = u € D(A) (car N = D{AY),
d'oll D(D) = D(4). En outre D+ T = APy + APy = A(Py; + Py) = A.
D7 = AP APy = 0 ¢t TD = APyAP,, = 0, donc (2) est vérifié,

N < D(A) = DI = H; et comme 4 N est quasinilpotent on en déduit
que T est quasinilpotert d'otut (y). l

Par ailleurs on a N(D) = M nN(4) = N et si on note 4, =4 M alors
M ON(D) = M AN(A) = N(4,). Or A4, est régulier donc V j = 0, N(4,) = R(4])
et en outre Vj > 0, R(1}) < R(D’). En effet u @ R(4]) = 3 v € D(4’) n & tol que
u = A4t

CEM =t = Pyr = u = APyt = (APy) v = D'v

d'olt ¥j>0, R(4) 2 R(D). Donc V¥ j>0, RMD)NN(D) < M 2N(D) =
< R(4)) ¢ R(D’) d’ou dis(D) < 1 et donc (fi) cst démontrée.

Par détinition de Det Tona .V < N(D)et 37 = N(T) d'ou H = N(D) <+ N(T).

D'autre part R(D) = DM ~DD)) <« M et R(T) & N, impliquent
R(D)NR(T) = M ¢ N ~ {0). R(D) + R(T) est fermé comme somme de deux
sous-espaces fermés respectivement de A et A': d’ou ().

«Seulement si»: si D ¢ q@{0) c'est-d-dire si D est régulier, alors DT = TH = 0
implique R(7T) € N() € R(D) ¢ N(T) donc N(D) € N(T) et en utilisunt
{0) on a N(T) = If ou encore T = 0 et donc 4 = D € P¢.

Supposons maintenant que D € q@(1). On va construire (A, A') D.K.G.
associée & D, suivant li démonstration du Théoréme 3.2.2 [9]. en choisissant pour
A un complément de [R(D) + N(D}] qui est contenu dans N(T'), et pour N un
complément de R(D) rr N(D) qui contient R(T’).

Pour M, posons W =: [(R({D) + N{D) 2 N(T)jt o N(T): et pour N, posons
Z = [R(T) + R(I)* n(R(D) n N(D))-].
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On remarque directement que W = N(T) et R(T) < Z. Montrons que [R(D) +
+ ND)N @ W = H. () = R(D) + N(D) est fermé donc [R(D) + N(D)] n N(T)
est fermé d'ou

H = [R(D) + N(D)| n N(T) @ {[R(D) + N(D)] n N(T)} £

ce qui implique

N(T) = [R(D) + N(D)] nN(T) & {[R(D) + N(D)] n N(T)}+ n N(T)
ou €encore

N(T) = [R(D) + N(D)] n N(T) ® W

et d’aprés (8) on a N(D) + N(T) = H d’ou
[R(D) + N(D)] @ W = H.

Montrons que R(D) NNDDY® Z = H. (5) => R(D) + R(T) fermé
et R(D)NR(T) = {0}, donc [R(D)D R(T)nN(D) est fermé, et comme
R(D) ® R(D)] n N(D) = R(D) N N(D) ® R(T), on en déduit que

H = [R(D) N N(D) ® R(T)] @ [R(D) n N(D) @ R(T)}*
d’ou
H = R(D) n N(D) ® R(T) ® R(T)+ n [R(D) n N(D)]+

ou ¢ncore

H=RD)nNWD)® Z.

Posons M = R(D) + W ¢t N = N(D)nZ. (M, N) ainsi défini est une
D.X.G. de degré 1 associée & D, en effet DM nD(D)) = M et N = D(D), DIN) =
< N; D| M est régulier et D | N = 0. 11 reste & montrer que H = M @ N. Pour
cela il suffit de montrer d’une part que M + N = M + N(D) (car M + N(D) =
= R(D) + N(D) + W = H). 1l est clair que M + N = M + N(D), et inversement

H=R(D)NND) + Z = N(D) = R(D) nN(D) + N =
=>ND)cs RD)+ Ne M+ N

dot M + N(D) €« M + N et donc H= M + N(D) = M + N.

En outre soit ue M NN alors ue M donc u=Dv+w ot veD(D) et
w € W, ce qui entraine » — Dv = w € Wn[R(D) + N(D)] = {0} donc u = Dv €
eR(D)NN. Or N=ND)nZ implique que u e RD)NND)NZ = {0}
car Z est complément de R(D) N N(D), donc u = 0 et M NN = {0}.
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Pourfinir la démonstration, montrons que (M, N) ainsi construit est une D.K.G,
associée & A. On vient de voir que H=M @ N, M =« N(T), R(T) < N, D M
est régulier et D & = 0.

AM nD(4) = (D + TY(M n D(4)) = D(M nD(D)) = M
dong
AMprDMA)Y S Met A M=D M,

donc A |M est régulier. Par ailleurs N © N(D) € D(D) = D(4) ct AN) =
D+ T)N)=T(N). Or R(T)< N, donc AN)ec N, A N=T N et T
quasinilpotent = ]‘ N quasinilpotent. D’ol finalement A € P®.

LEMME 2.3. 4 € PP dlors A(M 0 D{A)) + N est fermé, pour toute D.K.G.
(M, N) associée a A.

Démonstration. Oa a H= M @ N = H est isomorphe & 4 x N ct par con-
séquent A(M n D(A)) + N est isomorphe & AMAD(A)) x N. Or A4 :M est
régulier = A(M nD(4)) est fermé. D'ol on en déduite que A(M nD{4A) X N
est fermé et donc A(M nD(A)) + N est fermé.

LEMME 2.4. A € P® alors K(4) = Co(4d M) est fermé.

Démonstration. A M régulier = K(4 M) = Col4 M) (voir proposition 1.4
{e)) d’ou l'inclusion Co(d \ M) < K{A). Réciproquemcﬁt, soit ucK(A) et a >0
{v,} provenant de la définition de K(4). En particulier on a Vi > 0 u = A",
donc Vr >0

1= Ppytr + Pyu = A", = A*Pyer, + A"Pyt,,
d’olt on en déduit que
Pou=A"Pyr, et Py = A"Pyr, = (AP)'y,.

Ve>0 Py € ({APY) e, < e"a" by ds quz an est assez grand (car APy est
quasinilpotent). Prenons ¢ < /g, alors (za)® — 0 quand n -»co, d'olt  Pyu. 50
¢t par conséquent # = Pyu == (A Py)"r, et finalement u € Co{4 ' M).

ProposiTioN 2.5. Soit A € PO diors R(A) + Ho(A) et K{(4) a N(4) sont
Jermds.

Démonstration. On va montrer que R{A) + Hy(A) = A(M DA + N
qui est fermé d’aprés ie Laminz 2.3. On a 4(M n D{4)) = R{4) ct N & Hy(4)
donc A(M N D)) + N 2 R(4) + Hy(4). Réciproquzment R(4) = A(D(A)) =
= A(M ND(4)) + A(X) donc R{4d) = A(M 21D(4)) + N. Dautrc part N G
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S Hy(4) = Hy(4) = M nHy(4) + N. Or, M Hy(4) = Hy(4|M) et A M
est régulier par conséquent Hy(4|M) = R(4|M) = A(M nD(4)) donc
Hy(4) € A(M nD(4)) + N. Do R(A4) + Hy(4) = A(M nD(4)) + N.

Montrons que K(4) n N(A4) est fermé. D’aprés le Lemme 2.4. on a K(4) =
= Co(4|M)s M donc K(4) nN(4) = K(4) n M nN(4) = K(4) nN(4 | M),
comme A |M régulier, N(4|M) < Co(4; M) =K(4) dobt K(4) nN(4) =
= N(4 | M) = M nN(4) donc est fermé.

REMARQUE. La Proposition 2.5 = si 4 € P alors V (M, N) D.K.G. associée
a4 A4ona:

R(4) + Hy(4) = A(M n(D(4)) + N et K(4) N N(4) = N(4 | M)

CONJECTUR. 4 € P@ si et seulement si R(A) + Hy(4) et K(4) n N(4) sont
Sfermés.

REMARQUES. (1) La Proposition 2.5 répond partiellement a4 cette question.
(2) Le Théoréme 1.2 montre que dans le cas ou A est spectral borné on a:

A e PP s et seulement si R(4) + H,(4) est fermé.

La condition “K(4) N N(4) fermé’” dans ce cas est toujours vérifiée (le Corol-
laire 4.3.10 [10], montre que si A est spectral borné alors K(4) n N(4) = r0}).
(3) Si la conjecture est démontrée alors la proposition qui suit montre qu’on
peut supprimer la condition (§) de la Définition 2.1, sans changer le Théoréme 2.2,

PROPOSITION 2.6. Soit A un opérateur fermé tel qu’il existe deux opérateurs
Jermés D et T vérifiant:

WyA=D+T, DT =TD =0,

() D €qd(d) avec d < 1,

(y) T est quasinilpotent.

Alors R(A4) 4 Hy(A4) et K(4) n N(4) sont fermés.
Démonstration. Démontrons d’abord le lemme suivant:

LeMME 2.7. Sous les hypothéses de la Proposition 2.6 on a:
(1) K(4) = K(D)
(2) Ho(4) = Ho(D).

Démonstration du Lemme 2.7. (1) Remarquons d’abord que (¢) = V¥ > 1,
A" = D" + T". Soit maintenant u € K(4) et a > 0, {v,} provenant de la définition
de K(A); en particulier on a Va 2 1, u = 4%, = D", + T"v,. Posons w = Tv,
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et montrons que V#a = 1, w = T"g, par induction. Pour n = 1 c'est vérifié par
définition de w. Supposons que c’est vrai pour n c’est-a-dire w = T"r,. Par définition
de{v,Jonaw=T"At,,, = T(D+ T)r,,, = #+1p ., donc c’est vrai A I'ordre i+ 1,
Montrons que w = 0, en effet wl = "T"," < "T" "¢, < 'u'a” T" -0 quand
n — oo (car T est quasinilpotent) denc w = 0 et par conséquent Va > 1,
u = D", d’olt u €K(D}. Réciproquement, soitu €K(D) et {1',,} provenant de la
définition de K(D); D = A4 — T implique que v, = Du,;y = (A — T,y =
= (A — TYDv,is = ADC, 1o = Aty d’00 v, = Av,,., pour n > 1 et si on pese
vy = u alors on en déduit que u € K(4); et par conséquent K(4) == K(D).

(2) Soit u € Hy(D) par définition Iim|D"w!"/" =0 dout Ve>03IN>0

H~»CO
tel que V> N= "D <. T étant quasinilpotent et A"w = D"y + T%u,
on en déduit que [ A"wi < D+ T ' < (62) + (¢/2)" < " ceci pour tout
¢>0 dés que n ecst assez grand. Donc A" -0 quand n —oco d'oh
Hy(D) = Hy(A). Pour Tinclusion inverse, on écrit D = A - T et en faisant
le méme raisonnement que plus haut, on en déduit que Hy(D) = H,(4).
Démonstration de la Proposition 2.6. On va montre que R(4) + Hy(A4) =

= R(D) + H,(D).

A =D+ T =R £ RD)+R(T); DT =0=R(T) = ND) = HyD)

donc R(A) ¢ R(D) + Hy(D). Le lemme précédent implique que R(A) + H,(A) =
¢ R{D) + Hy(D). Inversement D = 4 — T et DT = 0 entrainent que

R(D) € R(4) + R(T) = R(4) + Hy(D) = R(4) + Hy(4)

d’onr
R(D) + H,(D) = R(4) + Hy(A).

Et donc finalement R(A) + Hy(A4) = R(D) + H,y(D). En utilisant la Proposition
2.5 (puisque D € P®) on en déduit que R(D) + Hy(D) est fermé et par conséquent

R(A) + H,(A) est fermé.
Montrons que K{4) n N(A4) est fermé. Pour cela on va montrer que

K(4) 0 N(4) = K(D) n N(D).

Soit # € K(4) n N(4), comme K(4) = K(D) (voir lemme précédent), on en déduit
que Au=0 et ueXK({D) < R(D) € N(T), donc 0= Ay = (D + Nu = Du
c'est-a-dire que z € N(D), et donc K(A) nN(4) = K(D) " N(D). Inversement,
veRKMWNND)=>Du=0 ct ucRD) < N(T) dolt 0=Du=(4 T =
= Ay donc u € N(A4) et comme K(4) = K(D), on en déduit que K(4) N N(4) =
= K(D) N N(D) est fermsé d’aprés la Proposition 2.5.
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3 PROPRIETES DES OPERATEURS PSEUDO-FRDHOLM

LeMME 3.1. Soit A € P® et (M, N) une D.K.G. associée a A. Soit Py et Py
respectivement les projections sur M et N suivant la décomposition H = M @ N-
Alors on a:

(a) APy € q®(l) (si N # {0} et M # {0}).

(b) K(4) = K(4Py) = Co(4 | M) est fermé.

(c) Hy(4) = Ho(APy).

Démonstration. (a) Provient du fait que N = N(4P,) = APM=N est nilpotent
de degré 1; d’autre part APy | M = A4 | M et donc régulier.
(b) et (c) se déduisent du Théoréme 2.2 et du Lemme 2.7.

LemMmE 3.2. Soit A e€PP et (M, N) une DXK.G. associée a A alors
R(4) + N = A(M nD(A)) + N est fermé dans H.

Démonstration. N < D(4) implique D(A4) = M nD(A4) + N d’od

R(A) € AM nD(4)) + A(N) = AM nD(A)) + N
donc
RAY+ N AM DAY+ N

T’autre inclusion étant évidence, on a R(A4A) + N = A(M nD(A)) + N qui est
fermé d’aprés le lemme 2.3.

THEOREME 3.3. Soit A un opérateur fermé de domaine dense dans H, alors:

A e PP = A% € PO.

Démonstration. Soit A € PP et (M, N)une D.K.G. associée a 4. On va mon-
trer que (N1, ML) est une D.XK.G. associte & A*. Remarquons d’abord que

H=M®N=H=N.@® M.

(1) Montrons que M+ < D(4%). Soit u e M+ et v € D(A4), on a v = Py +
+ Pyv, ve€D(A) et Pyv € D(A) = Pyv e D(4). Donc (Av, u) = (APyv, u) +
+ (APyv, ). Or AMND(A4) € M = APy,veM et comme ue ML, on a
(APyv,u) = 0. Donc (Av, u) = (APyv, u). N & D(4) = APy est borné. Donc
(v, 0] < APy] - o]l - fjull. Dol u € D(4).

(2) A*(M L) < ML et A¥(NL N D(4%)) € N1 sont du fait que A(N) < N et
AMND(A) = M.

(3) Montrons que A*|Ml est quasinilpotent. Pour cela, montrons d’abord que

(PM_L)* = Py.
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Soit ue H et vekH,

((PM D, v) = (u, PM 0 = Py + Pyu, Py iv) =
= (Pyti, PM LU+ (Pyy, PM L) = (Pyu, PM Lv) =
= (P, (U P )0y = (P, 0) — (Pyt, P 1) = (Py, ©)
donc Vu CcH, Vvl (P Yu, )= (Pyu, v) Cest-a-dire

(P, )" =Pyt P = (P
D’autre part

(APyY* = (PyAPy)* = PA{-LA:::PI\{-L = A$PMJ- )

Or APy est quasinilpotent =» (4Py)" est quasinilpotent. Donc /F‘PMl est quasinil-

potent d’ou A* ' M+ est quasinilpotent.
{(4) Reste & moantrer que A% L est régulier. Le méme raisonnement utilisé dans
(3) montre que (P ) = P,,. Le Lemme 3.1 (a)=A4P,, €q®(l) et d’aprés la Pro-
N M

position 3.3.4 [9] on a (UP,)* € qd (1), donc AP | €q®(l) et comme R(A* N+) =
== R(A’f’PNL) on ecn déduit que R(A*PNL) st fermé. Donc pour montrer (4) il suflit
de montrer que

N4 N4 = R(A“P ) car A’*PNL e qd(l).

u € N(A4* N2 = NASY AN =>u J (R(4) + N). Or d’apres I Lemme 3.2 on
a R(4)+ N = A(M aD{4)) = & qui est fermé. Donc v € [4(M n D(4)) + NIL.

N(4Py) == N(A4 M)+ N = R(4 M} + N = [A(M 2 D(4)) + N1+ ¢ N(4Py)*

done u € N(APy)- = R(IAPy)*) qui est fermé car (4Py)* e g@(l). Donc
u e RM:::PN;) = R(4% N*) d'ol finalement N(A4* N1} o R{4* :N") et donc
(N+, M-*) est une D.K.G. associde & A%,

PRCPGSITION 3.4, Si A ¢ PO arec D(4) dease dans H, alors :
Hy(4)+ = K{4%).

Démonsiration. Se déduit du Lemme 3.1 ot de la Proposition 1.4 (f).

PROPOSITION 3.5. Soit 4 ¢ PO, Alors il existe F € B(H) tel que A + F régulicr,
AF guesinilpotent ot [4, F] = 0.
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Démonstration. A € P®, soit (M, N) une décomposition de Kato généralisée
.associée a A, alors

H=M@®Net A=A, @ A,.

Posons F = 0 ® (I, — A4,) ou I, est la restriction de I & N. Alors, N < D(4) =
= Fe B(H). 1l est clair quc A + F = A4, ® I, est régulier (puisque A4, l’est).

A, étant quasinilpotent, f, — A4, est inversible donc (/, — A,)(N) = N. Par
<conséquent R(F) = N € D(A4), d’olt AF € B(H). Et il est facile de vérifier que
{4, F1= 0. En outre, Vn > 0,

ICAFY " = (AT — AD"IIM" < |fp — Aql [ 45] 1"

.ot A, est qasinilpotent d’ou AF est quasinilpotent.

4. CARACTERISATION DES SINGULARITES 1SOLEES
DES OPERATEURS RESOLVANTS GENERALISES

Soit % une partiec de C, on dira que 4 admet un opérateur résolvant géné.
ralisé Rg(4, 1) dans % si V2 € %, Rg(4, 1) est un opérateur borné 2 image dans
D(A) tel que:

{4 —|ADRg(A4, i)A — ) = (4 — M) et Rg(4, YA — iDRg(4, 1) = Re(4, ).

REMARQUE. En général, Rg(4, ) n’est pas unique. Si toutefois i € p(4) alors
Rg(A4, 2) = (A — AI)~* T'opérateur résolvant habituel. Si on note P, = (4 —
— MNRg(A, i)et @, = Rg(A4, )4 — Ail), alors P, et Q, sont des projections telles
guz R(P,;) = R(4 — AI) et N(Q,) = N(4 — D).

L’auteur dans [11], [{2] et {13] donne une généralisation de Pensemble résol-
vant de 4 (p(4)) ol 1a notion de 'opérateur résolvant est remplacée par celle du
résolvant généralisé. Notons reg(4), 'ensemble résolvant généralisé (ou 1’ensemble
régulier) de 4 défini par:

reg(4) = {1 € C; 4 admet un opérateur résolvant généralisé analytique
dans un voisinage % de 1}.

11 est clair que reg(A4) est ouvert et contient p(A).
Le Théoréme 2.6 [11]:

“lo €reg(d) < A — A est régulier (<> A4 — A I € PP avec N = {0})”
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caractérise les opérateurs qui admettent un résolvant généralisé analytique dans un
voisinage de C.

Par ailleurs J. P. Labrousse ([9] Corollaire 4.3.2) a caractérisé les poles d’ordre
fini des opérateurs résolvants généralisés voir aussi {4] et [5].

Dans ce paragrapie, on s¢ proposc d'une part de caractériser toutes les singu-
larités isolées de I'opérateur résolvant généralisé, méme quand celles-ci sont essen-
tielles (Théoréme 4.4 et Corollaire 4.8). D’autre part, on montre que les opérateur
pseudo-Fredholm sont stables par les “‘petites perturbations’ de type /1 (Corollaire
4.2).

Tout d’abord guelques notions et notations qu’on trouve essenticllemment dans
(8] et [9].

Soit M et N deux sous-espaces fermés de H et Py, Py les projections
orthogonales respectivement sur i, N. Notons:

gM, N):: "Py ~ Py et 8(M, N) = (I — Py)Py.
Posons M = M (M " NY) et (M, N)= (I — PP} =0, N).

REMARQUE ([8]; [91). 1) g(Af, N) définit une métrique sur la famille des sous-es-
paces fermés de H.

2) (M, N) = 3(NL, M*y et (M, N) <l =MaN* = {0}.

3) g(M, N) = max{3(M, N); 3(N, M)}.

4) (M, N) < min{é(M, N); (N, M)} < g(M, N).

ProOPOSITION 4.1. Soit A un opérateur fermé et iy € C tel gue A—igl € PO,
Alors il existe trois constantes 2, f, y positive telles que Y1 € C avee 0 < 4 —
- Agi <7

() A4 — A est régulicr,

(b) g(N(A4 — 1), K(4 — ;D) NNUA — D) < ald — 4gl,

©) g(R(4 — A, R(A — D) + Hy{d — A1) < B2 — 4.

REMARQUE. La Proposition 2.5 =K(4 — A1) n N(4i— Z30) et R(4 - 2,1) +
4 Hy(Ad — 7,1) sont fermés. Donc (b) et (¢} ont un sens.

Démonstration. Soit A — /ol € PP et soit (M, N) une D.XK.G. associée &
A — AL
Montrons que V4 5 A

1) N — D) =N — Ao M =N4 — A1 M).

Eneffet soitu e N(A—/ilyavec L #£ Ay, onanw=v+wou veMetwelN Or
u € ID(4) et w € D(A) donc v € D(4) et par conséquent

O=(Ad ~iNDu=UAd—-Dpe+Ad—-MNw={A - iD=

= = (4= M) weMrN={0}.
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Donc (4 —Myv=(4—- Dw=0 ce qui impligue weNUA — )
donc w e N(A — A)nHy(d — AI) = {0} car A +# J,. Dot w=0 et donc
u=v et par conséquent N(4 — AI) = N(4 — A)nM = N4 — I M).
A—2yl ! M est régulier, donc il existe ¥~ voisinage de 4, dans C tel que VA e ¥
A - ).I] M est régulier (du fait que reg(4) est ouvert). Donc R(4 — i1 ] M) est fermé
V. € ¥". Par ailleurs on vient de voir (1) que V4 # %, N(4 — 1) = N(4 — 1| M)
donc

VieVv — {io} VYn>0, NA - I)=N4 — /ZI,’M) < R((4 — /ZIEM)")
d’ou
Viey — {).0} Vnz0, N -2 R4 —AD".

Reste 2 montrer que R(4— A1) est fermé pour i € ¥ —{Jy}. A—AI|N étant
quasinilpotent, on en déduit que VA # 2, 4 —/I' N est une bijection sur N. Donc
en particulier N = R(4 — }.IiN) est fermé. Soit y > Otel que {2 € C; 0 < |1 — J4i<
<9} € ¥, alors VieCavec 0 < 11— 24 <7,

@@ R(A—-M)=R(A -2 M)YOR(A — il N)=R(4 — U|M)®N.

D’ou R(4 — AI) est fermé comme somme de deux sous-espaces fermés respec-
tivement de A et N. Par conséquent (a) est démontré.
En outre, A —AOI] M étant régulier, le Corollaire 1.11 (a) [14] implique que:

Ja>0telquell — | <y=g(N( — A M), N(A = 2] | M) < a|A — Al.

Or N(4 — JNOI]M) = N(A4 — A1) nK{4 — 2,I). D’autre part d’aprés (1), si
0 <iA—Al<7yonaN4A-~— 2| M)=NA — A) d’out (b).

De méme d’apres le Corollaire 1.11 (b) [14] on a:
Ju>0 tel que | — 2] <y =>g(R(4 — Al M), R(4 ~ 21| M)) < pld — 4.
Or, d’une part (2) = R(4 — ) = R(4 — M| M) ® N, ¢t d’autre part on 2
R(4 — 2D) + Hy(4 — A,)]) = R(4 — ).(,Il’ MyYe NN

{voir la démonstration de la Proposition 2.5). En utilisant le Corollaire 1.3.5
{9], on obtient

g(R(4 — AI), R(A — Z,0) + Hy(4d — ipD)) <
S(R(A — M|M), R(4 — 2, [ M)) < (1 — &&)7*2

ol ¢ = &(R(4 — %I| M), N1) et en prenant f = u(l — £)~'2, on en déduit (c).
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COROLLAIRE 4.2. Les opérateurs pscudo-Fredholm sont stables por les “petites
perturbations™ de type 1.

Démonstration. Se déduit de la proposition précédente et du fait que les
opérateurs réguliers sont pseudo-Fredholm.

ProrosiTION 4.3, Soit A un opérateur formé ot iy € C. Supposons gir'il ex
trois constantes v, B, v of deux sous-espaces ferinés Hy et Hy tels que les conditions
suivantes soient satisfaites pour tout i tel gue 0 < 4 — 7, <y

¢,) R(4 — 7I) est feimé,

Cy) g(N(A — 2D, H) < 2'Z — Jg',

cy) g(R(A — 21, I1,) < f'2 — A

Alors il existe un voisinage ¥ de 7, dans C tel que A admerte un opérateur
résolvant généralisé Rg(A, 1) dans % — (i) tel que:

by) Re(d, 2) est analviique dans % — {34} a valeurs dans D(A),

b.) Les pirojections P, et Q, correspondantes sont analytigues dans ¥,

by) Re(d, ) vérific Lidentité de la résolvante dans % — {},}.

iste

REMARQUE. ¢;) = ¢,) @ un sens.

Démonstration: Posons ¢, = min{ljz, 1.8, s} et % = {1 eC;0 < 7 —Jjy'<
< ¢} d'aprés les hypothéses on a Vi e % — {3}

(1)

Il

g =g(NA — i, H) <1
g = gRA — ZI), Hy) < L.

Or, si M et N sont deux sous-espaces fermés de H tel que g(M, N) < I alors d’aprés
le Corollaire 1.2.4 [9] on en déduit, d’une part M 2 Nt = ML n N = {0} et d'autre
part (M, N) = g(M, N) donc &M, N) < 1 et d’aprés la Proposition 1.3.2 [9],
M + Nlestfermé. Donc M + Nt = (MLt nN)* = {0} = Hdou M @ N+ = H.

Posons M = N(4--Ail)et N = H,, alors d’aprés ce qu’on vient de voir et
(1) on a:

(2) Yied —{}} N4 -H®H+ =H.
De méme si on pose M = R(4 — Alyet N == H,alors on a:
(3 Vie# - {i) RA-)E&Hy =1
Secit Q, la projection sur /- correspondant a la décomposition (2) et i, la

projection sur R(A — 47} correspondant & la décomposition (2). En utilisaat
encore la Proposition 1.3.2 |[9], on trouve:
(4) Pl =g et 1O,

s

C<dl - g
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Soit maintcnant u € If et A € % — {A;}; alors P;u e R(4 — AI) donc il existe
v € D(A4) tel que (4 — A)v = P,u. On posera par définition:

) YueHecet Ae¥ — {}}, Reg(d, Ju= Qe D(4).

Montrons que Rg(A4, 1) est ainsi bien défini. En effet soit w € H tel que (4 —2Dw =
= P,u alots v — w € N(4 — AI). D’ou Q,(v — w) = 0 ou encore Q,v = Q,w ce
qui montre que Rg(4, 2) ne dépend pas du choix de v.

Montrons que Rg(4, 2) est un résolvant généralis¢ de 4 dans % — {4,}.
(5) = Rg(4, ) est & valeurs dans D(4) vérifions que

(6) VieW — {1}, (4 — AR, YA — i) = (4 — AI).

D’abord on a Yue D), (I — Q,)u eN(4 — 2I). Donc (A — A)(I — Q)u =0
donc (A —~ADu = (4 — 21)Q,u d’ol par définition de Rg(4, 1) on a (4 — Al):
‘Rg(A4, YA —~ Du = (A4 ~ ADQ,u=(A4 — 2Du donc (6) est démontré. Vérifions
maintenant que

%) V2. e — {4}, Reg(d, )4 — iDRg(4, 7) = Re(4, 7).

Soit u & H avec P, u = (4 — AI)v par définition de Rg(4, 2) ona Rg(4, HYu = Q,v
donc

(4 — ADRg(4, Du=(4 - 2DQ,v = (4 — v
donc

Rg(d, 2)(A — 2DRg(4, Hu = Rg(d, YA — M)v = Qv = Reg(4, Du

d’olt (7) est démontré.

Rg(A, 1) est défini sur tout H. La linéarité étant évidente, pour montre que
Rg(A4, A) € B(H), il suffit de montrer que Rg(A4, 2) est fermé. Soit u, une suite telle
que u, — u et Rg(4, Au, — w, montrons que w = Rg(4, Au.

Pu,eR(A4 — AI) = 3v, e DAY NN — 2+ tel que Pyu, = (A — ADv,,
P, étant borné ona P,u,— P,u. Donc (4 — Al)v,— P,u. En appliquant la définition
de la conorme et du fait que R(4 — AI) est fermé on déduit que v, converge. Soit
v, - v; par conséquent P,u= (4 — Av d’ou Rg(4, Du, = Q,v, - Q,v =
= Rg(4, Au. Donc w = Rg(4, Nu.

Pour établir Panalyticité de Rg(A4, 2) sur % — {A,}, soit 2, p €% —{2}
on a:

-PYI-P)=(U~-P,) douPP,=P,;demémeonaQ,Q,=0,-
D’autre part soit u € H alors:

(A — ADRg(A4, Du= (4 — )0, = (4 — Al)v = P,u.
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Et si v, € D{4) posons
(A - g =u=Pu
slors

Regld, A — iy = Rg(4, Au = 0,¢,.

Donc Vie# — {4} on a:
® P, = (A4 — ADRg(A4,2) sur H

0, = Rg(d, I)(4 — i) sur D(A).
Soit u € H,

Re(4, 2y — Rgid, wu = Q,Rg(d4, L)u — Rg(d, p)Pu =
= Reg(d, )4 - uDRg(4, Du — Rg(4, 1)(A — DHRg{A, Au =
= {1 — )Reg(A4, )Rg(4, Au.

Donc Rg(A, 2) vérifie 'icentité de la résolvante. P, et Q, étant continues sur ¥,
on en déduit que Rg(4. 7) est continue dans # — {,} et comme on vient de voir
que Rg(A, 4) vérific I'identité de la résolvante, on en déduit que

(Refd, 2)) = (Rg(A, A))F

formule qui généralise la formule bien connue pour la dérivée de l'opérateur
résolvant habituel et qui établit que Re(4, 2) est analytique dans % — {i,};
d'oli b)) et by).

Montrons b,); Rg(4, /) est analytique dans % — {7} et (8) impliquent que
P, Q, sont analytiques dans #/ — {4} et comme P, et Q; sont continues er i,
on en déduit que P; et Q, sont analytiques dans %.

THEOREME 4.4. Soit A un opérateur fermdé et i, € C, alors les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) Soit % un ouvert de C ¢t }y € U tel gue A admette un opérateur résolvant
géndralisé Re(A, 2) analytigue dans % — {7} et tel que 24 soit une singularité de Rg(4, 2)
avee. en outre P, et Q, analvtigues dans .

II. 4 - 7,1 eP.

REMARQUE. (1) Si Vi e U~{/}, Rg(4, 3) = (A—2I)~! Popérateur résol-
vant habituel alors la condition “P; et Q, analytiques dans %" est vérifice. En
efict si 2 ¢ p(4) alors P, =T et O, =1 D(A).

(2) Pour démontrer le Théoréme 4.4 on aura besoin de quelques résultats
préliminaires et sans perte de généralit? on supposera 4, = 0.
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ProposITION 4.5. Sous hypothése (1) du Théoréme 4.4 avec 2o =0, on a:
Il existe Rg(A, 7) résolvant généralisé de A, analytique dans U’ — {O} ou U
est un voisinage de zéro dans C, tels que Rg(A, 1) vérifie identité de la résolvante dans

U —~ {0} et P, = (A—ADRg(A4, ), Q, = Rg(A, iXA — iI) soient analytiques
A A
dans U'.

Démonstration. Soient Rg(A4, 2) et % du Théoréme 4.4 (). Remarquons que
Rgl4, ) analytique dans % — {0} implique (d’aprés le Théoréme 2.6 [11]) que
Yieu—{0}, A—Jl est régulier donc R(4 — /) est fermé V7. e« ~ {0}.

P, Q, étant continues en zéro, soient Py, = 11m P, et Qp = ]1m o,

Py, Q, sont des pro;ectlons, comme limites de pro;ectlons, donc I—Q, est
une projection sur N(Q,) et comme Yie ¥ — {0}, ] — Q,! est une projection
sur N(4 — 2l), d’aprés la Proposition 1.2.4 [9], on en déduit que:

Vie® — {0}, g(N(A = 2D, NQy)) < I = Q) = (I = Qo) = [iQ; — Qoll-
Or, Q, ~ Q, quand A - 0, donc il existe un voisinage ¥~ de zéro dans C tel que

Vier @, - Qi <L

De méme P, — P, quand Ao 0et P, est une prbjection sur R(4 — AI), on en
déduit qu’il existe ¥~ voisinage de zéro dans C tel que

Viev', [P, — Py <l

Donc Vie¥ ny,

g(N(4 — ), N(Q,)) < 1
g(R(4 — AI), R(Py)) < L.

La démonstration de la Proposition s¢ déduit de la P10p051t10n 4.3 avec
= N(Qo) et H, = R(P,).

REMARQUE. 1) Dans la suite et d’apris la Proposition 4.5, on supposera que
Rg(4, 2) vérifie Uidentité de la résolvante dans % — {0}.
2) Sous Phypothése (I) du Théoréme 4.4, on peut écrire:

o0
Vie# — {0} Rg4, )= ¥ MA;
j=iToo
ol les 4; sont des opérateurs bornés de A dans D(4).

5 — 2244
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LemME 4.6. Sous Uhypothése (1) du Théoréme 4.4 et avec les notations de la
Remarque précédente, on a:

l) Az_l = —A_,,

2) A4, =0¥m >0,

DA+ A_Y)=0Vm<0,
ot les A, (m € L) sont les coefficients de la série de Laurent de Rg(A, 7).

Démonstration. 1>’aprés 1a Remarque 1) précédente, Rg(A, 4) vérifie I'identité
de la résolvante, donc

Vi, ued — {0}, Rg4, 2) — Rg(4, p) = (2 — WRe(A, p)Re(A, 7)

ce qui entraine

+00 f27 _ Ilj +00 .
) YA = Y A
Jii--00 A— I k= — 00
. pr— . L ,
On remarque que si j > l}——— =MV + M-+ o4 Auf~t 4 -2 Les
L —
cocfficients de A_; pour j > 0 sont:
el S Sy A
‘- Gy 4 —n

= _{A—1K‘~j —+ /’L—‘.!u—i+l + ...+ 3“”1[»‘_2 + A—j”—l}.

Donc les coefficients 4; dans le membre de gauche de (1) sont:

Pour A4;, j> 1, {M¥-1+ /-2y .. + Jp/-2 + pi-1}

Pour A_;,j >0, —{A 7~/ + A-Zpu=0+1 4 4 A-I#1y-2 4 g-iym1)
Par identification des cocfficients on trouve que le terme de 1 ~u -1 a pour coeflicient
-~ A_; a gauche et 4_;4_, dans le membre de droite de (1) d’olt —'4_;, = (4.,)?
donc 1) du Lemme est démontré.

On remarque dans le membre de gauche de (1), I’absence de terme 2-1u™

pour m > Oet A™u~1avec m > 0; les méme termes ont pour coefficients dans
le membre de droite respectivement A_,A4,, et 4,,4_, d’ou

Vm=20, A_A,=A4,4,=0 donc 2).
De méme on trouve:
Vim<0, —Ad,=A4_4,=A4,4A_,
donc

Vin<0, A(J+A_ )=+ A_)4,=0 donc 3).
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LEMME 4.7. Sous U’hypothése (1) du Théoréme 4.4 on a:

V_]>0, A_j_leA_jzA_jA

d’ou
A—j—l = AjA_l = A_‘A'i.
Démonstration :
P, =(A — M)Rg(4, 7) =
oo +eo +o0
=(4 — M) z MA; = A Z !,1!,41. + 2 VERSY P
je=2—o00 Jj=—00 j=—00
Or
—® R +o0 .
Z AIAj_l — E /V“Aj
j=—e j=—oo
donc

oo
P, =Y, A(A4; — A;_,) et comme P, est analytique dans % on en déduit

Jiz—o00
AA; — 4;_, =0 pour —oo £j<0.
Le méme raisonnement sur @, montre que:
A;A — A4;_, =0 pour -0 <j<0.

D’ol la preuve du Lemme,

REMARQUE. Ce dernier Lemma =V j> 0, A commute avec A_; et en
particulier 44_, = A_,A.

Démonstration du Théoréme 4.4. (I) = (11). Posons N = R(—A4_)) et M =
= R(I + A_,) et montrons que (M, N) ainsi définie est une D.K.G. associée a A.

Le Lemme 4.6 = — 4_; est un projecteur, donc M [et N sont fermés d’une
part, et d’antre part H = M @ N. A_, est & valeurs dans D(4) donc N ¢ D'(Z).
La remarque précédente implique que M, N sont invariants par 4 (car A_; com-
mute avec A).

Pour établir que 4 ] N est quasinilpotent, remarquons d’abord que A4_, est
borné (car R(4_,;) € D(4)) et que le Lemme 4.7 implique:

LI L T —

Vn > 0, (_AA_])IR = An(-A_l)” = A”(“‘A_l) = ‘—A"A_l = A_"_l.
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Par ailleurs, Rg(4, 7) analytique dars % — {0} implique V¢ ¥ - {0}
¥ 274, est convergente donc Vi€ - {0} IN, €N tel que Va > N,
izt
ona A ,., £ "
Donc 'A_,_, ¥% +0 quand n — +co ce qui implique (—A4A ,)* V¢ 0
quand n -» +oc: d'ot — A4 | est quasinilpotent et donc 4 N est quasinilpotent.
Pour montrer que A A7 est régulier, il suflit de remarquer d'une part gue
Rg(d, AL+ A.4) = %, ).fAj est analytique dans % et d'autre part que Rg(A4, 4)-

o
(I -+ A_ ) est un résoivant généralis¢é dc 4 A7 dans % donc O ereg{d M) ou
encore A A est régulier. D’ol (M, N) est une D.K.G. associée & A4 ct donc
AePd.

(I1) = (I). Se décuit de la Proposition 4.1 et la Proposition 4.3.

N

COROLLAIRE 4.8. Soit A un opérateur fermé et iy cC. Alors les trois conditions
suivantes sont céquivalentes
(a) A — 2,1 € PO.
(b) 1l existe un voisinage U de iy dans C tel que A admette un opérateur vésolvant
généralisé dans U — {},} vérifiant :
by) Rg(4, 2) est analytique dans % — {1,} et admet iy comme singularité.
b,) Les projections P, et Q, correspoindantes sont analyvtiques dans U .
(¢) Il existe trois constantes 2, B, v et deux sous-espaces fermés de H tels que
les conditions suivantes soient satisfaits pour tout 1 € C tel que 0 < 4 — 7y, < 7.
¢,) R(A — i) est fermé,
C) g(N(4 - 2I), H) < sk — i,
S3) g(R(4 — ZI), Hy) < il — Zy.

Démonstration. (a) > (¢) Se déduit de la Proposition 4.1 en prenant

Hy= K{A = 2,) YNi4 = 2) et Hy = R(4 = Jl) + Hy(d — Ayl).

(c) -= (b) Se déduit de la Proposition 4.3.
(b) = (a) Sz dédui! du Théorime 4.4,

ITUDE D’UN EXEMPLE

1’exemple que nous donnons montre que lo condition “P, ¢t §,; enalytigues
dans %/ voir Corollaire 4.8 b,) est nécéssaire (voir Conjecture |9, pege 235]).
Soit opérateur, shift bilatéral, T défini par:

Te,=e¢.p; pPoar n €0 ¢t To =27, pourn>0

a2 & 7]

olt {€,}cscncrala base canonique de (2
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Alors o(T) = D = le disque unité fermé.

Dautre part V.1 € D/OD U {0} =Q ona N(T — 2I) = {0} et ind(T - 1) = 1,
par conséquent V2 € Q, T — /I est régulier, donc il existe un résolvant généralisé
Rg(T, 2) analytique dans @, ce qui implique que z6ro est une singularité isolée
de Rg(T, 7).

Montrons que 7 ¢ P®. En effet, supposons qu’il existe M, N sous-espaces
invariants par 7, tels que /2 = M @ N. Soit E la projection sur M telle que R(E) =M
et N(E)=N, alors E commmute avec T. Par ailleurs (cf. [15]), le commutateur de T,
&' (T) est isomorphe 4 H2(D) ot H*(D) est 1"algébre des fonctions analytiques
bornées dans D (espace de Hardy).

Eed'(T)y =3¢ € H°(D), image de E.

E* = F = @® = ¢; ce qui implique que ¢ = 1 ou ¢ = 0 et par conséquent
M = £2 ou M = {0}, d’ol T est régulier ou T est quasinilpotent, ce qui est évidem-
ment faux dans les deux cas et donc T ¢ PO,
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