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SUR LES CONTRACTIONS DANS LA CLASSE A,

M. OUANNASSER

1. INTRODUCTION

Soit H un espace de Hilbert, complexe, séparable de dimension infinie et soit
L(H) P’algébre des opérateurs (linéaires bornés) sur H. La classe A(H) est ’ensemble
des contractions T', sur H, absolument continues pour lesquelles 7 : H® — L(H),
le calcul fonctionnel de Sz-Nagy-Foiag est isométrique. On sait que pour T € A,
Pimage de $7 coincide avec Ar, lalgébre duale engendrée par T, et que P est un
homéomorphisme faible-* de H*® sur Ay. Rappelons qu’une algébre duale sur H
est une sous-algébre (unitaire) de L£(H) fermée pour la topologie faible-* de L(H)
résultant de la dualité C(H) = (C}(H)Y, ou C}(H) désigne ’espace de Banach des
opérateurs a trace finie sur H. (Pour une telle algébre duale, A, on a, en effet,
A =(Qa) avec Qu = CYH(H)/1A).

Etant donnée une algtbre duale, A, sur H, nous écrivons [L], L € C}(H), pour
I’élément générique de @ 4 et £ ® y pour 'opérateur de rang < 1 associé aux vecteurs
zety € H, (z®y)(u) = (u,y)z). Etant donnés deux cardinaux 1 < n, m < No,
on dit que 'algébre duale A a la propriété (Am,)((An) si m = n) si pour tout

([Lij])ogi<m,0i<n de Qa, il existe (zi)ogi<m, (¥i)ogj<n dans H tel que:
(*) [Lijl=[z:®y] 0<i<m, 0<j<n.
Si de plus, pour tout s > p (p > 0 donné) on peut résoudre (*) avec:

1/2
il < (s > II[La'j]H) 0<i<m,

0gi<n

1/2
llyill < (s, Z ”[Lij]") 0€ji<n

0gi<m
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on dit que A a la propriété (Am n(p)).

La classe A (resp. (Am,n(p)) est ’ensemble des T € A tel que Q4. ait la
propriété Ay, , (resp. Amn(p))). Rappelons que dans le cas n = 1, B. Chevreau dans
[6], et H. Bercovici dans [3] ont montré séparément et simultanément que A = A;(p)
pour un certain p > 1, Bercovici obtenant d’ailleurs la meilleure constante possible

=1.

I’objet du présent article est la réponse positive 4 une question soulevée par
Pearcy dans le cas n = 2 en 1983.

THEOREME 1. Si T € A et n € N* alors T(®) € A, (H™)).

La démonstration de ce résultat s’appuie sur une généralisation des techniques
de [6] dont nous utilisons les notations. Cette généralisation porte sur deux points
essentiels.

-~ Une version séquentielle des .emmes d’approximations fonctionnelles (Lemmes
2.3 et 2.4)

- Une exploitation plus systérnatique de la théorie de la multiplicité (appliquée
aux parties résiduelles de la dilatation unitaire minimale d’une contraction) que nous

développons en section III.

2. PRELIMINAIRES

Si T est une contraction absolument continue, sa dilatation unitaire minimale
(dou.m.) U € L(U) (U D H) est également absolument continue. La dilatation isomé-
trique minimale (d.im.), Uy, de T est la restriction de U au sous-espace Uy =

= V U"H invariant pour U. Nous écrivons U; = S, @ R, (S. shift & droite agis-
n20
sant sur un espace S,, R opérateur unitaire absolument continu agissant sur R)

la décomposition de Wold de U;. De méme ’extension co-isométrique minimale

(e.c.im.), B, de T est la compression de U au sous-espace B = V UH = \/ U'™H,
ng0 n20
invariant pour U* (donc semi-invariant pour U) et la décomposition de Wold de B*

donne B = S*@®R., S* shift & gauche agissant sur un espace S réduisant pour B et R,
opérateur unitaire sur R,. Nous désignons par Q, Q., A, A., les projections ortho
gonales de U sur les sous-espace S, S,, R, R.. On sait que si T est une contraction
absolument continue sur H, il existe une application sesquilinéaire H x H — L}(T)

(z,y)—»zzy

. T . . .
telle que fonction z ey ait comme coeflicients de Fourier ((T~"z,y) pour n <
. T “ o "
<0, (T*"z,y) pour n > 0). Alternativement z e y peut étre définie comme la densité
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de la mesure (E(-)z,y) (ot E est la mesure spectrale de U sur T) par rapport a la

mesure de Lebesgue sur T, notée m. On a donc pour z,y € H

zzyz :ctojyz :cUo+y.

Désormais on écrit tout simplement z e y. Il résulte facilement de la définition
de z oy que [z 0 y] = or([z @ y]r), wr désignant 1’application (contractante) de
Qr(= Qay) dans le prédual L'/H} de H* tel que (pr)* = Pr.

Posant, pour T € A et f € LY(T), [fllr = <P¥1([f]L1/H;), on a donc [z @ y]r =
=[z-yllr.

Les opérateurs unitaires R et R, étant absolument continus il existe donc des
boréliens L' et L, de T tels que les mesures mg et mg, (définies par mg(E) =
= m(Z N E), E borélien de T et de fagon analogue pour mg,) soient des mesures
spectrales scalaires pour R et R, respectivement, (cf. [9, p. 8]).

Finalement si M est un sous-espace semi-invariant pour T (on note M € SI(T))
ie M=MN ﬂNi" avec N2 C N; et N; € LatT'), on affectera de ’indice exposant M
les diverses notions liées 2 lad.u.m. de Ty (i.e. UM, Uf,BM, QM LM ).
Notons que si T € A et M € SI(T) avec Tys non unitaire e.cim. de Ty, BM est
dans A. L’ application j = <p;9}w o pr est donc une isométrie de Qr sur Q@gm qui
posséde des propriétés analogues a celles développées pour <p§1 o pr dans [9, lemmes
3.5-3.8]. En outre, on a immédiatement j([f]]z) = [fl]gm» pour f € L}(T).

ProPOSITION 2.1. Soit T' une contraction absolument continue sur H d’e.c.im.
B =5"@ R, € L(S®DR.) avec R. # (0), Ro un sous-espace de R. réduisant pour
R. telque R.|Ry soit unitairement équivalent & M sur L%(Z.) et Ro C A H. Alors
pour tout N € N, a € H, (W)}, € R. et (W), € L'(Z.) il existe une suite

(vp)p C H convergeant faiblement vers 0 et des suites (o,’;)p (=1, ..., N)dansR.
telles que:
1) Tim [[Ava b + A = Au(a+ ) - il = 0
1/2

N
2) llwll <2 (D _IA)
j=1
S ) NG <IN+ IR G=1, ..., N;
4) ) — b € Ro et [|Qupl| — 0.
Démonstration. C’est une adaptation facile de [7, prop. 2.3]. La condition

A«H D Ry permet d’obtenir la conclusion de la proposition avec p = 1.

DEFINITION 2.2. Etant donnés M € SI(T'), £ un sous-espace de H contenant M
et 6 € [0,1] nous désignons par £;(Ar, M, L) I'ensemble des [L] de Qr pour lesquels
il existe des suites (z,), (y») dans la boule unité fermée de M vérifant:
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(i) Im||[L] - [zn @ wa]l| < 0
(ii) Vw € £, lim||[z, @ w]|| = 0, et y, — O faiblement.

On définit de méme CJ(Ar, M, L) par symétrie sur la 2-eme condition, et pour
toute partie f2 d’un espace vectoriel normé X, ecef(£2) désigne I’enveloppe convexe
équilibrée fermée de 2 dans X.

" Le lemme suivant est une généralisation de [6, lemme 2.3].

LEMME 2.3. Soient T € A(H), M € SI(T') avec Tar non unitaire, £ un sous-
-espace de H contenant M, c € M, & = w/ +¥ € SM @ RM, fi € L}(ZM),
[Ki]lpm € Becef(E5(Apm, M, L) et des scalaires 0 < § < 1, 0 < B < 6,62 >
> |IF)l, § =81 +62, 1 <j <N (N €N). Supposons donné Ry un sous-espace
de RM reduisant pour RM tel que Ro C AM(M) et Ry = RM|R, est unitairement
équivalent a My« sur L2(ZM).

Alors pour toute > 0 et tout systéme fini de vecteurs (vk)1<k<q dans SM ORM,
il existe (¢) € M, & =& +F dans SM ®RM tels que:

WK gar + [fi])par + [c® di]par — [® F |gae|| < 861, j=1,...,N.

De plus on a les propriétés suivantes:

1)T=c+u+7T ol u et @sont dans M, @ pouvant, en outre, étre choisi dans
une suite (u,), de M qui tend faiblement vers zéro.

2) |lull < (N82)*2, |[@l| < 2(Né)2, [|Qull <e.

3) llu®wilpwll < & |7 —wifi < (82)"/2, |l[ve ® @ — wi)lamll < ¢, § =
=1...,N, k=1,...,¢q

)T —b eRoet |[F)) < IV + (Y2, j=1,...,N.

Démonstration. Pour simplifier les notations, nous nous dispensons d’écrire
Pexposant M. Soit p > 0 tel que 90 + Tu < 06, et u < €. L’hypothése sur
K7)B)1gj<n entraine ’existence d’entiers lp = 0 < §) < ... < Iy, d’éléments
<ig
([Kk]B)z i_1<kgt; (pour 1 £ j < N) dans £ (Ap, M, L) et de scalalres (a’ N2 <kg;
(pour 1 £ j < N) tels que:

(Kils— > ollKils| <n
(2) ti=1 <kl (1<F<N).
> |od<s
L1 <kgl;

Soient (z‘k s (y}c n)n les suites de M traduisant ’appartenance de [Kj B 2
&i(Ap, M, L). Quitte & supprimer un nombre fini de termes dans chacune des suites
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on peut supposer que pour tout 0 < k < Iy et tout n € N on a:

) |ixcils - (o, @ vl )| < 8+ w81
Etant donné un Iy-uplet v = (ny, ..., ny,) on pose:
(c) (Lls=leodls+ Y ojlsl, @ua.ls+Fls
Ij-—l<k<1,'
et on a:

LB - (e ® @] + (K] + [Flla)ll < 1+ B(6 + p/61) < BO + 2u.
Nous transformons
[L)s = [Pi]s + [M]]B

ou:

[Pile =[Qe@Qdls+ Y oi[Qse},, ®Qul,,ls,

lj-l <ksl,‘

[Mils = [Avc® Adla+ > oh[Azl, ® A, 18 +(Flls
‘j—l<k$l"

Soient
N N . .
Z Z (a’)l’zknk, =Y (G,
J=1l_1 <k Li—a<kgl;

On peut choisir v = v, tel que (avec u, = u,, et @ = &} ):

[P s ~ [+ ) @ Q& + )]s | < u
le+ upll? = Ilell” + g% 11 + &1 = [|@)” + |11
lupl? 2 3 |od| < N8 < Ny

5.k
I~ 3 |od<a
li—a<kgly
[[Avup ® Adls| < 1 [[lor ® Q)| < # (1< k< ).
Posant ¢, = ¢+ up et Mj = Ascp - Aud/ + B ol:

Jj— J J . j i
h! = E akA'zk,ﬂk A"‘y’,c,ﬂk+f ’
'j—1<k<lj

On voit facilement que pour tout (1 € j < N) on a b/ € LY(Z.), ||h¥]| < & et que:

a5 - M1 | < .
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La proposition 2.1 permet d’obtenir %, € M et 'I;f, € RM tels que:
”Mf; — Au(cp +p) '3;” <p
QB! < #/Q+ 1| + 1D, |mll < 2086, Bl < I¥')) + 6*/2
E; - bJ (S RO)

W, choisie dans une suite qui converge faiblement vers que zéro.
On a alors avec T= ¢, + T,

|(Mi)e - [Avc@ ¥]B| < p

Posant & = Q(d + @)+ Ef, on a:

|

[P)s - [Qe® Q(d + )]s < 2.

[24,)5 = (M3ls + (P, 18)|| = (115 - (M., )a]| > .

Dot "['c’@c—lj]g ~([c® &]p + [KI)s + [fj]]g)” < 4p+ PO+ 2u < 68,. Au cours
de la démonstration la plupart des proprietés annoncées dans 2.3 sont établies, la

Donc:

[L{,JB o ?]BH < 4p.

seule qui reste, en fait, est: ||Q%,|| < €.

On sait que %, donné par la proposition 2.1 vérifie: "QM Iy ” <E.

Or lim||T5wpll = AN G| o 1% = |QM5,|" + |4¥5,|° = Qg+
+ || AT le fait que: ||T™T,|| > ||T5Tp|| (et donc ||AG,|| > || AMT,|) implique
que:

| 10 < QM5 | <.

Le lemme 2.3 admet une version duale dont la démonstration peut se baser sur
la dilatation isométrique minimale Uﬁ’ .

LEMME 2.4. Soient T € A, M € SI(T) avec Ty non unitaire, L un sous-espace
de H contenant M, b € M, (“i)(lSiSN) eSMoRM,

(K lym € Becef (£5(Aym, M, L)), £ € L}(ZM)

et des scalaires 0 < f < 61, 0<8<1, &> ||f,(1<i<N), §=61+ 6.
Soit Ry un sous-espace de RM réduisant pour RM tel que Ry C AM(M) et
Ry = RM|Ry soit unitairement équivalent & Mo sur L2(ZM).
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Alors pour tout € > 0, et tout systéme fini de vecteurs (vx)1gkgq € SM ORM, il
existe b€ M et (E")lg,-sN dans SM @ RM tels que:

”[K"]Ur + [Ty + (6 @ blyye ~ [ ®E]Uf" <08,i=1,...,N.

De plus on a les proprietés suivantes:

(1)b=b+u+%, ol WE M, TE (U,), C M, T, converge faiblement vers zéro;

(@) [Jull < (V8)12, [ < 2ANE)2, Q.7 < e; |

®) @< © uly || <& QM@ - || < (6:1)V2, "[Q(a* —d)euloy| <e,
i=1,...,N, k=1,...,q;

(4) AMT — AMa' € Ry et ||AMT| < | AMd| + (6)!/%, i=1,...,N.

3. MULTIPLICITE D'UN OPERATEUR UNITAIRE ABSOLUMENT CONTINU SUR UN
BORELIEN DE T

DEerFInNITION 3.1. Soit R un opérateur unitaire absolument continu sur R et £
un borélien de T, on dit que R est de multiplicité > n(n > 1) sur £2 s’il existe un sous-
-espace Ro de R réduisant pour R tel que Ry = R|R soit unitairement équivalent a
(Mg )™ sur (L2(2))™.

LEMME 3.2. Soit R € L(R) un opérateur unitaire absolument continu, de multi-
plicité supérieure ou égale 4 n (n > 1) sur 2.

Alors pour tous ¢y, ..., £,_1 dans R, il existe un sous-espace Ry de R réduisant
pour R, orthogonal au sous-espace de R noté R(z1, ..., Zn—1) réduisant pour R,
engendré par xy, ..., tn_1 et tel que Ry = R|R} soit unitairement équivalent & M
sur L(12).

Demonstration. On part du fait que pour z € R et R, = \/ R"z il existe X,

nel
borélien de T tel que R|R; ~ My sur L3(Z,).

Soit Ro réduisant pour R tel que R|Rgy ~ (M) sur (L2(2))(™). 1l est clair

que R[Ro N (R(z1, ..., Zn-1)) est de multiplicité < n — 1 sur 2, donc R|ReN
N(R(z1, ..., Tn-1))* est de multiplicité > 1 sur £2, donc il existe un sous-espace R} C
C (R(z1, ..., Zn—1))* réduisant pour R tel que R|R) soit unitairement équivalent

a M sur L?(92).

PRoOPOSITION 3.3. Soient T € A, M € SI(T) avec Ty non unitaire et RM de
multiplicité > n (n > 1) sur ZM, AM(M) = RM™, L un sous-espace de H con-
tenant M. ‘

. Supposons donnés (c)igign € M, & =wi +b (1 € j < n) € SMoRM,
(f9)1gijgn € LY(EZM), [K¥]pm € Pecef (E5(Apm, M, L)), et des scalaires 0 < § <
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<1, 0< B < 681,60 > ||[f9l et § = 6, + 82. Alors pour tout ¢ > 0, il existe
(') € M, (gf' =w +Y)eSM o RM (1 <4, j < n) tels que:

(e’ ® ]par + (K pas + [F]]pm — [ @ d']pmr| < 06 (1<, j<n)

le' =l < 3872, || < ]| + 2n(8)'72,

de plus on a les proprietés suivantes:
(1) & = ¢ +ul +7 ot u et @ sont dans M, @ = '12;; pour un p assez grand et
(%,)m est une suite dans M qui converge faiblement vers zéro, et

(2) Q7| < e.

Demonstration. On va procéder par étapes en utilisant les lemmes 2.3 et 3.2.

. Comme dans la démonstration de 2.3 on se dispensera d’écrire I’exposant M.
Soit g > 0 tel que 66y + nu < 88 et p < €.

1¢% etape: On transforme les sermes [¢! @ d7)5 + (K] + [f*]]s sans trop
modifier les termes [¢' ® d)g + [K*1p + [f*/]]p pour i # 1.

Pour cela, soit R} sous-espace de R, réduisant pour R. orthogonal au vecteurs
{A.c', 2 < i< n} et R R} soit unitairement équivalent & M sur L(5.).

On applique alors le lemme 2.3 avec ¢!, &/ = w/ + ¥, fU, KY B, 6, 6 et
vy = ¢ pour 2 € k < n, > 0. 1l existe donc ¢; € M, d{ =w{+b{ €S DR, tels
que:

et © &1 + (K15 + [£9]] - [ ® ]| < 861
avee les propriétés (1), (2), (3), (4) données par 2.3.

(D) ¢' =c'+ul +7, ol u! et T' € M, T choisie dans une suite (7} ), qui tend
faiblement vers zéro.

(2) [Jut|| < (né1)/2, |7 < 2(n8)!2, Q] < u.

@) It ewilal < g, fui o] < 2 @@l -wis|<n @<k<
<), (1<ign).

(4) b — b € RY e “b{ l L EYORE

- Les proprietés 3) et 4) nous donnent que pour tout i > 2 on a:

[ci ® dj]B - [Ci ® d’i]B” < f.
On continue alors ce processus en transformant par exemple 4 la deuxieme étape:
[* @ dilp + [K¥]5 + [f¥]l.

ko™ etape (pour 1 < k < n): On transforme [¢* ®d%_,]p +[K*/]p +[f*/]]p sans
trop modifier les termes (¢! ® d{;_l] B pour i < k— 1 les termes [¢’ ® d';;_l] + [K*)p+
+[f*/]]g pour k < i < n (on note d) = d?).
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Pour cela soit RE un sous-espace de R, réduisant pour R. orthogonal au vecteurs
{A.¢ pour 1 € i € k—1}U{A.c’ pour k < i < n} et R.|RE soit unitairement
équivalent & M. sur L%(L,).

On applique alors le lemme 2.3 avec:

o u>0,d_ =wl_ +b_, fH, [K*]g, >0, 6, 6

et
{vp=¢, pourp<k—1, v, =c’ pourp 2 k+1}.

11 existe donc ¢* € M, d{; = wf; + b{c € S ®R. tels que:
||[9'c ® dils — ([¢* @ d}_,]5 + [K*]p + [f”]]B)" <65

avec les propriétés 1), 2), 3) et 4) données par 2.3, en particulier 3), 4) qui nous
assurent que:
ic' & @, ~ d)la] < pour 1<igk-1

”[ci ® (d_, —d‘;;)]g“ <ppourk+1<gign

néme etape: On transforme [c" ® & _,]p + [K™]g + [f*]]p sans trop modifier
les termes [¢ @ &), _,]ppour 1<i<n—~1.

Pour cela, soit R} un sous-espace de R, réduisant pour R, orthogonal au vecteurs
{A.c', i < n—1} et R.|RY soit unitairement équivalent & M, sur L?(Z,).

On applique alors le lemme 2.3 avec:

B> Oa Qn € M) d{;_l =wi_1+b{|—1a fnj’ [I{nj]Ba ﬂ) 61) 62

et
vp={, 1<p<n—1}.

Donc il existe ¢® € M, &}, = wl, + b, € S ® R, tels que:

" ®d,_s]p + (K™ + "]z - [* ® di)s

]<051.

avec les propriétés 1), 2), 3) et 4). En particulier 3) et 4) nous assurent que pour
t<n-—1ona:

i€ ® (@ - dils] < .

On pose alors @ = d7, et on a:

et ® d']s + [KY]5 + [f¥]ls - [¢' ® &]5| < ||e* ® d]5 + [ )5 + [fY]]s —
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- [ @ d']p| + 2 lict ® (& -, )s]| < 06+ (n - s < 06,
Pour 1 <i< n: -
Il ® )5 + [K¥]p + [f7]ls - [ ® )] < || ® d')p + [K¥)p + [f7]]5 ~
- 1€ @ dlls) +pzf i€ @ & - dl s + 2 € ® @ - &)1 <

€06 +(n-1)p< 08

lile” ® di]s + [K™]B + [f]]s - [c" ® €15 < ||l ® &, _]B + [K™]5 + [f]}5 -

n-~2
-l @ dils]| + 3 [le" ® (& ~ dlyuls | < 061+ (n - Du < 6.
p=0

En ce qui concerne les inégalités on a:
(1) ||¢ = || = | + 7| < 3(né)*/2.
2 ; 12
@ )" =l + 7"
Or

n
! )| < o) + 3 |k - whes
k=1

<o 4 n6) 2, et 8] < 5] + (ne) /)

done
i l1” < e +n(@)2) + ({07 [+ n(6)2)” < (|&]]* + 2n(8)"/%)"
Dot fd| < ||d|| + 2n(8)V/2.
La proposition 3.3 admet une version duale, dont la démonstration peut se baser
sur le lemme 2.4.

PROPOSITION 3.4. Soient T' € A, M € SI(T') avec Tas non unitaire, RM de mul-
tiplicité > n (n > 1) sur TM, ZH(M) =RM, L un sous-espace de H contenant M.

Supposons donnés (' = w' + p') € SM O RM, (W) e M (1 <4, j < n),
(F)igiign € LHEM) [K¥)yy € Becef(Ej( Ay, M, L), et des scalaires 0 < § <
<1, 0 < B < b, 62 > IlfijI!, § = 8, + 8. Alors pour tout ¢ > 0, il existe
g =W +pi e SMORM, (V) e M (1<, j < n) tels que:

|10y + Ny + 10 @Vl - o @ ¥l | < 08
I¥ - ¥ < 38)/? (1< <)
lg'll < la'li + 2n(8)Y2 @ <ign).
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De plﬁs on a:
WY =+ +7, v et ™ dans M, ¥ = 6{; pour un p assez grand et (¥, )m

est une suite dans M qui converge faiblement vers zéro, et

) |@¥| <.

4. T(®) e A,

- Rappelons que pour T € L(H) et n > 1, on définit T € L(H™) ot H(™ =
=H®...® H (n copies) par:T(")(ulﬂa...eBu,,) =Tui ®...0Tu,.
Nous partons comme dans (6] de la triangulation de T sous la forme(cf. [11,9.73]):

T= (7(;0 ,;1) avec To € Co. et Ty € C.,
relativement & la décomposition H = Ho @ Hy ot Ho = {z € H|||T"z|| — 0} ainsi
Hy, CS.

Soit £y = E7 le borélien essentiel maximal pour Tp ([6, Proposition 3.3]), et E; =
=T\ Ep. :

Du résultat A = A;(1) nous déduisons le résultat suivant qui n’est autre que la
proposition 6.2 de [6] avec 6 = 0. (Nous désignons par o,(T) le spectre punctuel de
Popérateur T'.)

PropPOSITION 4.1. Soit T' € A et A € D\ o,(T) alors [Ca]r (cf. [6, p.278)) €
€ £5(Ar), plus précisement il existe une suite (zn,3)n dans la boule unité de H tel

que:
(1) Em||[Colr — [Za ® zna)7]] =0
(2). Vw € H, ||[zn»®w]r|| = 0.

Démonstration. Puisque [Ch]lr € QT et A = A;(1), il existe u,v € H tel que

[Chlr = [u ® v]r et ceci entraine que:
1 sik=0
T — MFu,v) = {
(« )wv) 0 sik>0

et la suite de la démonstration est exactement celle de 6.2 de [6] faite directement
avec T au lieu de T(2).

Rappelons quelques définitions et résultats de [6] simplifiés en tenant compte
de 4.1.
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Pour chaque A € D\ 0p(T) soit (zp,1)n une suite de H vérifiant la propo-
sition 4.1, on pose y» = lim “”g,x" (Vz € H, z = z° 4+ z! relativement 3 la
décomposition H = Ho @ H) et on définit pour v € [0,1/2], Dy = {A € D\ oy |
v <7}

PROPOSITION 4.2. Si A € D, (cf. [6, p. 285]) alors [CA]r € €5(Ar, Hy, Hy) plus

précisement:
Em [[[Calr — (23 ® zn || <7

etVw € Hy on a:
[[zax@wlr| — 0 ot 2} , = Py, (2n,2)

et z, ) donnée par la proposition 4.1.

ProPosiTION 4.3. Pour tout v €]0,1/2{, D, est dominant pour E; (i.e. E; C
C LNT(D,)).

LEMME 4.4. Soit T € A, tel que m(ZH°) et m(ZH) < 1, RHe (resp. RH:)
de multiplicité > n (n € N*) sur LHo (resp. TH1) et soient ([L')r)1¢ijgn dans
Qr; ¢, ¥ (1<, j <n)dans Hy, ¢, & (1<, j <n)dans Hy et § > 0 tels que:

(%] = [(a + ') @ (¥ +d)}r| < 6.
Alors il existe ai, ¥} (1 <1, j < n) dans Ho, ¢, & (1< i, j < n) dans Hy tel que:
ik - (0 + ) @ ¥ + e | < (17498
avec
lei = &l et o - ¥]) < 3mey2, 1<, G <m
laill < fla'l) + 2082 ||| < [l&7]| + 202, 1<, 5 <.
Demonstration. Soit f'7 € L'(T) tel que:
[fllr = LVl = [(@* + )@ (¥ +d)]r et | 7] <6

On décompose fii = f(’;j + f{j avec (';j € LY(Ey) et fij € LYE), " f(';j " <
< 6g, n f{j " < 8, avec 6g + 61 = 26 — 5¢ pour un certain € > 0.

Fixons y > 0 tel que y(né;)!/? ”W” < ¢ pour tout 1 € j < nety < 1/4. Nous
transformons d’abord

[ci d dj]B"n + [f{j]]B”l

en utilisant la proposition 3.3 avec M = H) et les propositions 4.2 et 4.3.
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En effet la dominance de D, pour E; entraine que:

9l € | 7] ecef ((Calr, A €Dy} € brecef (€54(r, H, H)).

Donc [fy/]|gm € brecef (£]4(Apm , Hi, Hy)).
11 existe donc (g‘)lg,-gn dans Hi, (d’)i1¢jgn dans St @ RH: tel que:

|0 + [ @ @ — ¢ © &),

| < (1/4)5;

avec "g" - || < 3(n<51)1/2 et ||i’|| < ”dj || + 2"(51)1/2y

¢ =c + () +7, (u) et

T* verifiant les propriétés de 2.3. Tenant compte de 4.1 et 4.3 (u*)! est la projection
orthogonale sur H; d’un vecteur «' € H:

N;
LI ij 4] tJ
ut = E E o Ty, ,, avec E |ak| < néy
1,j

J=11l;o1<kgl;

et chaque 2/, est choisie dans une suite (z}/,,)n telle que:

“[z;f,n ® w]TlI —0 pour tout w € H, et lim ”(zg‘m)o" <.

En prenant tous les n; assez grands on assurera:

o @61l < et (et

l<7 (1<j<n).

Puisque (2} ) tend faiblement vers zéro, le choix succesif des ni peut se faire
de sorte que:

12N 2 X o )| < v2mn)

done ||[(v')! ® b]r]| < 2e.
De méme la proposition 3.3 nous donne que:

lozll <e/a+1¥l), (1<i, j<n)
et puisque Ho C S (donc Qb = ¥) on a:

liv @ ¥lr| = ||[v' @ ¥)s]| = [[[Qu' @ V)| <€ (1<, i<n)

ainsi avec ¢} = ¢’ et d] = Py, (d’) et puisque j = (pE},l o pr) est une isométrie de
Qr dans Qgn,,0n a

i€ ® @ + d)r + 150k ~ (el @ (& + | < 361+ 3¢
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avec les inégalités désirées concernant nc‘l - c‘" et Md’f ”

D’aprés [6, lemme 6.1] on a (11 € Ei(Ar, Ho). Donc
(£ Nlye € Eo(Ayso, Ho)

et d’aprés la proposition 3.4 il existe (a‘)1¢ign € SHe @ RF°, (_Igj)lgjg,, dans Hy tel
que:

1

-6
< 3 0

[te* @ ¥lgme + (0 — (&' © Flyme

avec ||t/ — b || < 3(nde)'/?, |a']| < ||a®|| + 2n(60)/2.

En outre ¥ = b/ + Ynj + 97 Ol yu; et T sont des termes de suites dans Hy qui
convergent faiblement vers 0, donc on peut choisir y,; et ¥ de sorte que || (¢} ® (ynj +
+ #)z|| < € (cf. [6, lemme 6.1}).

Finalement avec a} = Py, (a') et b} = &' on a:

- . . iq . . . . .
la* ® ¥l +(A7llr - laf @ e < /4060 et [lef © (4 ~ ¥ | <.
En regroupant on a:

)

N =

. . . . . 1 1
(L) ~ [(d§ + ) © (4 + dDir|| < 78+ 3+ b0 +e <

ainsi que les diverses inégalites désirées.

THEOREME 4.5. Soit T € A(H) tel que R¥o et RH: soient de multiplicité
> n (n e N*) sur ZHo et TH respectivement. Alors T € Ap(H).

Démonstration. Deux cas sont envisageables:

1¢* cas: Si m(EHo) et m(ZH) < 1.

Soient [L¥]r(1gijgn) dans Qr et § > [|[[L7]r| pour tout (1 < 4, j < n). Le
lemme 4.4 nous permet de construire des suites (a¥,)m, (b),)m dans Hp, (c,)m,
(d,)m dans H; telles que:

ah=b=ch=d=0 (1<i, j<n)
(251 ~ e + i) @ G + el < (5) 0

lebnes = cinll et [Pnys — al] < 3(n8)2- ( %

i i 1™ i ; 1\™
Jebwiall < o +n8 - (517 ] < el + nst72- (55

Ces inégalités montrent que (¢, ) et (b},)m sont des suites de Cauchy et que les

m
) (1<, j <n)

suites ([lal, || )m, (||@])m sont bornées par: né'/?

V2
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Posant & = limb/,, ¢! = lim¢!, il vient que:
lim ||[Z¥]r — [(a}, + ) ® ¥+ d{n)]T" =0.

Soient af et & des limites faibles de sous-suites (al), (d). Tenant compte de
[ai, ® &7, )7 = 0 et de la continuité faible des applications: z — [z ® b], y — [¢' ® ¥]
on obtient:
L9y = [(¢ 4+ ) ® () + &)]r pour tout 1 <4, j < n.

28me cas: Si m(ZHe) = 1 ou m(ZH) = 1.
Notons que dans ce cas on a Tp € Ay, 3 ou Ty € Ay x, (cf. [7, théoréme 3.5]) et
la conclusion découle alors aussi du résultat principal de [10].

THEOREME 4.6. Si T € A(H) et n € N* alors T"™) € A, (H™).

Demonstration.
C’est une application immédiate de 4.5. En effet partant de

(n)
T = (TO > ) ona T" = (To :n))
0 Ty 0 T

relativement a la décomposition H((,") ®H g"), on a alors la multiplicité de R

(n})
= (RHo)(™ est > n sur THo et il en est de méme pour RI} = (RH1)(®) sur TH:,

H™ =

COROLLAIRE 4.7. (i) Soit T € A, tel que la multiplicité de RHo (resp. RH1) est
égale & Rq sur ZHo (resp. £H1). Alors T € Ay,.
(ii) En particulier si T € R, alors T("0) € Ay,.

Demonstration. Pour la démonstration de (i) il suffit de remarquer que dans ces

conditions T € A,, pour tout n € N*, et donc T' € ﬂ An = Ay,

neN
Il en est de méme pour (ii).
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