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STABILITE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINS SEMI-GROUPES
D’OPERATEURS ET IDEAUX PRIMAIRES DE Lt (R*)

J. ESTERLE, E. STROUSE et F. ZOUAKIA

1. INTRODUCTION

L’objet de ce travail est de prouver le théoréme suivant:

Soit E un espace de Banach et (a');»o un Cy-semi-groupe de L(E), borné,
vérifiant a® = I et soit A le générateur infinitésimal de (a*)i0. Si f € LY(R*)
est de synthése spectrale pour (iSpA) NR, alors

t—00

lim /f(s)a“'sds =0.
0

Ce théoréme permet d’obtiner comme corollaire le théoréme de Lyubich et Phong
[18], Arendt et Batty [2] sur la stabilité asymptotique du semi-groupe (a*);»0 lorsque
(SpA)NiR est dénombrable et (A—AI)D(A) est dense dans E pour tout A € (SpA)NiR.
Ce qui nous a amené a nous interesser au probléme de la stabilité asymptotique des
semi-groupes d’opérateurs est 1’étude des idéaux fermés des algébres de convolution
L'(R*™). En effet, le second auteur a montré an 1987 dans {22] que si J est un idéal
fermé de L*(R*") tel que J contient ’ensemble des éléments f de L*(R*™) vérifiant
(suppf)N[0,1]* = Qalors J = L~1(J1) oit J; = [£(J)]™, £ désignant la transformée de
Laplace, a valeurs dans .Ag"), ’algébre des fonctions analytiques sur {z € C” : Rez; >
> 0,Rezz > 0,...,Rez, > 0} continues sur {z € C"® : Rez; > 0,...,Rez, > 0} et
tendant vers zéro a l'infini.

Un probléme classique posé depuis 1950 par Levin (voir les contributions de
Hedenmalm [12]) est de caracteriser les idéaux principaux denses de L!(R*"). Le

résultat de [22] suggére la conjecture suivante.
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CONJECTURE. Soit f € L}(R*").
[f * LY(R*™)]™ = LY(R™*) si et seulement si [,C(f)Ag")]' = .Ag").

Ce résultat est bien connu pour n = 1. En effet le théoréme de Nyman [19] peut
s’interpréter de la facon suivante. Soit I un idéal fermé de L}(R*) et Z(I) = {z €
€ C:Rez > 0 et L(f)(z) = 0 pour tout f € I}. Si Z(I) =0 alors I = L7YL(I)]7).

La démonstration de Nyman, et la variante donnée par Dales dans [5] se fait en
deux étapes. On considére un élément g € I+, le dual de L*(R*) étant identifié a
L*(R~). On montre d’abord que £(g) s’étend en une fonction entiére, puis que cette
fonction entiére est de type exponentiel. En réfléchissant sur le fait que £(g) est une
fonction entiére, nous avons établi un résultat simple et général (Proposition 2.1) qui
permet d’étendre £(g) & C\Z(x) o = : L}(R*) — A est un homomorphisme continu
de L'(R*) dans une algébre de Banach, g est un élément de I'image du dual de A par
Papplication duale 7*, et o Z(7) est un ensemble lié & 7 (qui coincide avec Z(I) si
7 est I’application canonique de L}(R*) dans son quotient par un idéal fermé I). Ce
point de vue est proche de celui développé par Y. Domar dans [7]. Nous établissons
ensuite une formule (théoréme 2.5) qui permet d’évaluer l’extension analytique de
L(g) sur {z € C: Rez > 0,z ¢ Z(m)}. Cette formule est le point de départ de la
démonstration du résultat annoncé plus haut concernant les semi-groupes (qui est
une version “continue” du théoréme de Katznelson-Tzafriri pour les contractions sur
un Banach [8], [17], [1], [10]). Elle permet aussi d’obtenir immédiatement la premiére

étape de la démonstration de Nyman.

En ce qui concerne la deuxiéme étape de la démonstration, nous avons repris le
point de vue adopté par Taylor et Williams dans I’étude des idéaux fermés de A% (D).
Ceci permet d’obtenir des estimations de la restriction de £(g) 4 1’axe imaginaire qui
permettent, en utilisant la formule d’inversion de Fourier de méme que dans [11], de
montrer que I = L~Y([L(I)]7) si I est un idéal fermé de L!(R*) tel que Z(I) contient
au plus un point.

En utilisant la caractérisation de Beurling-Rudin des idéaux fermés de 1’algébre
du disque on obtient ainsi aussi bien le théoréme de Nyman (quand Z(I) = @) que
celui de Gurarii (quand Z(I) est réduit & un point).

2. TRANSFORMEE DE LAPLACE ET DUALITE

On désigne par M(R?*) I’ensemble des mesures & variation totale bornée sur
[0, +oo[ et L!(R*) Valgebre des fonctions absolument sommables sur Rt munie du

produit de convolution (defini presque partout)
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(f *9)(z) = / £z — Dg(t)at,
0

pour f,g € L}(R*), z € R* de sorte que L*(R*) est un idéal fermé de M(R*). Par

la suite, nous noterons P* = {z € C : Rez > 0} et P~ = {z € C : Rez < 0}.

Si p € M(R*), on définit la transformée de Laplace de p sur P+ par £(u)(z) =
oo o0

_ / e~'du(t). On a pour f € L(R*), Rez > 0, £(f)(2) = / F(t)em*tdt. T est
bieno connu que: °

(1) £ est un homomorphisme continu de L'(R*) dans Ao(P¥), I’algébre des
fonctions analytiques sur P+, continues sur P¥ et tendant vers 0 3 I'infini.

(2) Les caractéres de L!(R*) sont les homomorphismes
X, :L'RY) - C, zePT,

f— L))

et Papplication z — X, est un homéomorphisme de P+ sur ’ensemble des caractéres
de L}(RT).

Soit L*°(R~) I’ensemble des fonctions essentiellement bornées sur R~. On iden-
tifie L2(R~) au dual de L}(R1) par la dualité,

(f,9) = /f(t)g(—t)dt (f e L}Y(R*) et g € L®(R™)).

On peut définir la transformée de Laplace d’une fonction ¢ € L®(R~) sur P~ en
posant pour Rez < 0, L(g)(2) = ffoo g(t)e~**dt. L(g) est une fonction analytique sur

_ lglleo
P et |L(0)(2)| < 1%

Soit B une algébre de Banach unitaire d’unité e et 7 : M(R*) — 9B, un homomor-
phisme continu unitaire. On pose A = [#(L!(R*))]~, la fermeture de n(L!(R*)) dans
B. On désignera également par = la restricion de = 4 L*(R*) et par 7* l’application
duale de cette restriction, 7* : 2* — L°°(R~), A* étant le dual de 2. Comme L}(RY)
est un idéal de M(R*), le spectre de f € L!(R*) est le méme dans M(R*) et dans
LY (R*T)&®Cby, 8o étant la mesure de Dirac & lorigine. Le spectre de f sera noté Sp(f).

Soit v € L*(Rt), défini par u(z) = e~%, ¢ € R*. 1l est bien connu (voir par

n—1
exemple [20]) que [Span,su*"]~ = L'(R*) et u™(z) = (ni——l_)ie_x pour tout = €
€ R*. .
On a L(u)(z) = S Powr tout z € P+, donc Sp(u) = {z+ 712 € F:} u {0}.
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Posons Zi(w) = {z ecC ;% € Sp(w(u))}. Comme Sp(m(u)) C Sp(u), il

vient que Zy(m) C Pt. Pour des raisons de connexité, dont nous aurons besoin

ultérieurement, on va considérer le complémentaire Z(7) de la composante connexe
de C\Z;(w) contenant P~. On supposera toujours que iR ¢ Z(w). Dans ce cas,
C\Z(r) # 0, et C\Z(x) est évidemment connexe.

Dans toute la suite on désignera par H(C\Z(x)) (resp. H(P*), H(P~)) ’ensem-
ble des fonctions analytiques sur C\Z(x) (resp. P*, P~) muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de C\Z(r) (resp P*,P~). On note w* la

topologie faible o(®*, 2). Nous avons la proposition siuvante.

ProPOSITION 2.1. (1) [e — (A + 1)w(u)]~? € A & Ce pour tout A € C\Z(x);
(2) Si g =n*(L) avec L € U*, I’application

C\Z(m)—C
A = (m(u)(e — (A + D)m(u))~", L)
est une extension analytique de £(g) & C\Z(=) (notée également L(g)).

(3) L’image par L o #* de tout borné de U* est relativement compacte dans
H(C\Z(x)) et Lon* : (A*,w*) — H(C\(7)) est séquentiellement continue.

Preuve. (1) Comme la frontiére de Spggc.(7(u)) est contenue dans Spgw(u),
comme C\Z(r) est connexe et comme [e — (A +1)7(u)]~! € AD Ce pour tout A € P~
[e—= (A+ Dr(u)]"! € AD Ce et m(u)le — (A + )7(u)]~! € A pour tout A € C\Z(x).

(2) Soit g = v*(L), L € A*. Si z € P~ alors po & Sp(u) et (6 ~ (2 + 1)u) est
inversible dans L'(Rt) @ C8p. En particulier, pour [z+ 1| < 1,0n a

(6o — (z+ Du)~t =6 + i(z + )u™".

n=1

Donc pour |z+ 1| < 1 et £ € RY, on a presque partout

[ux(8o — (2+ Du) Y)(z) =e~* + Z (z _;!1)11 z"e™7 = %%,
n=1

Donc pour |z+1]<1ona

0

L(g)(z) = / g(t)e=tdt = (u* (60 — (2 + L)u)~L, g).

-0
Par principe du prolongement analytique, cette égalité reste vraie pour z € P~. Or

pour z€ P ,ona

(u* (8o — (z+ Du)71,g) = (u* (6 — (z+ D)™, 7*(L)) =
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= (m(u)(e = (z + Dm(w))~", L).

Comme l’application

G:C\Z(r)-C
A= (m(u)(e = (A + 1)m(u))™", L)

est analytique, elle est un prolongement analytique de £(g) & C\Z(r), ce qui prouve

(2).
(3) Soit (L) une suite d’éléments de 2A* convergeant faiblement vers L € A*.
Pour tout z € C\Z(7) on a

(m(u)(e — (z + 1)m(u))™!, Ln) = (L o 7*)(Ln)(2).

Donc (£ o 7*)(Lp)(z) — (L o 7*)(L)(2) (n — o0) pour tout z € C\Z(7). Par le
théoréme de Banach-Steinhaus, la suite L, est bornée, donc la suite (£ o 7*)(L,) est
bornée sur tout compact de C\Z(r) et la convergence de (Lon*)(Ly) vers (Lon*)(L)
est uniforme sur tout compact de C\Z(x). Si K est un borné de 2A*, on obtient que
(L o7*)(K) est borné sur tout compact, donc relativement compact sur H(C\Z(r)),

en utilisant aussi le fait que
(m(u)(e ~ (z + 1)m(u)) ™", L) = (Lo 7*)(L)(2)

pour tout L € K et tout z € C\Z(7).

DEFINITION 2.2. Soit ¢ € L®(R™) et p € M(R*). On désignera par go p,
I’élément de L (R~) défini par

(frgom) =(f*p9),
pour tout f € L1(R+), avec fu défini pour z € Rt par f*pu(z) = [y f(z —t)du(t).
REMARQUES 2.3. (1) Soit L € 2A* et soit g = #*(L). On a
(figon)=(f*p,9) = (f*pu (L) =

= (n(f)m(u), L) (f € L'(R*),n € M(RT)).

Si on note par L o m(y) I’élément de A* défini par (a, L o n(p)) = (a.w(p), L) pour
tout a € 2, alors

(frgou) =(n(f),Lon(p)) =
= (f, 7" (L o m(p)))
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pour tout f € L'(RY) et tout 4 € M(R*). On a donc gopu € 7*(A*) pour tout
g € ™ (UA*) et tout p € M(RH).

(2)Sig € L®(R™), up € M(R?) alors g*p|g- est donné par la formule (g*u)(t) =
=[5 f(t — s)du(s) pour tout ¢t € R™.

On a bien (g * p)|g- € L®(R™) et pour tout f € L}(RY)

(f,(g*p)lr-) = / F@)(g * p)(—t)dt =

= 7f(t) []Og(—t - S)du(S)] dt =

0

- 7 7 £(€ — 8)g(~€)du(s)dé =

- 79(—5) [7f(€ - S)du(S)} € =
0

0

=(f*p,g9)=(frgon).
Nous avons donc g o st = (g * p)|gr- . Ceci nous amene a la définition suivante:
DEFINITION 2.4. Si g € L®(R™), p € M(RY), on notera gOp la fonction

90p = (9 % 1) |m+-

On peut évidemment poser pour z € P*:
o]
£(gon)) = [(gmm e at
0
et £(gOp) est une fonction analytique sur P*.
THEOREME 2.5. Si g € n*(*) et p € M(RY), alors on a I’égalité

L(g o p)(2) + L(g0u)(2) = L(g)(2)L(p)(z)

pour tout z € P\ Z(x).

Preuve. D’aprés la remarque 2.3, g o u € 7*(™A*) et donc L(g) et L(g o p) sont
définies et analytiques sur C\Z(7) en vertu de la proposition 2.1. L(p) et L(gOp)
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sont définies dans Pt et donc les deux membres de 1’égalité ont bien un sens dans
P+\Z(r). Fixons g € 7*(U*) et z € P*\Z(x) et considérons la fonction

p: MRY)=C

p— L(g 0 p)(z) + L(gOp)(z) — L(g)(2)L(1)(2)-
Il est évident que ¢ est linéaire. Nous allons montrer qu’elle est continue.

Soit (gn) une suite de M(R™) telle que ||unljs = 0 (n — o0). On a L(pa)(2) —

— 0 (n — o0). On a aussi ||g * pnlleo < ||glcolltnl]1, Pour tout n. Donc
nllngo llg o pinllo =0 et nlirgo l9@¢n|lee = 0.

On a

Mﬂmﬂ&%=/@mmmkdwrﬁ0(n~«%
0

et de la proposition 2.2 résulte que £(g o pun)(z) — 0 (n — o0). Donc ¢(un) —
0(n — o0) et @ est continue. Nous voulons prouver que ¢ = 0. Pour cela, il suffit
de montrer que ¢(p) = 0 lorsque p est & support compact. Supposons que suppy C
C [0,a],e > 0. Alors supp(gOu) C [0,a], et L(r) et L(gOp) sont des fonctions
entieres. Si A € P, alors

0

+oc
[@em@ea= [ g@e e 0auts)de =

—00

= L(@)NL@).

Donc £(g 0 )(X) + £(gDH)() = L(g)NEE)(N), pour tout A € P
Or, les quatre fonctions ci-dessus sont analytiques sur C\Z(r), et C\Z(7) est

connexe, donc
L(g o p)(A) + L(gBu)(X) = L(g)(A) - L))
pour tout A € C\Z(7). Donc ¢(u) = 0, ce qui achéve la preuve.

Par la suite, nous adopterons la méme notation w* pour désigner les topologies
faibles o(L®°(R~), L} (R*)) et o(M(R),Co(R*)) ou Co(R*) est Pespace de Banach
des fonctions continues sur R* et tendant vers zéro & l'infini. On notera par Ff la
transformée de Fourier d’une fonction f € L*(R). On dira [16] que f € L*(R) est de
synthése spectrale pour un fermé F' de R lorsqu’il existe une suite (f,,) de L*(R) telle
que

@) Ifa=fll1 =0 (n— o0) et
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(i1) Ff, = 0 au voisinage de F' pour tout n.
On dira aussi qu’un fermé F de R est un ensemble de synthése lorsque tout
f € L}(R) vérifiant Ff = 0 sur F est de synthése spectrale pour F.

Le théoréme suivant est le théoréme principal de ce paragraphe.
THEOREME 2.7. Soit f € L*(R*) de synthése spectrale pour (—iZ(7)) NR, et
soit (iin) une suite de M(R*). Si g = 0 (n — 00) alors ||7(f*us)|| = 0 (n — 00).

La preuve de ce théoréme nécessite trois résultats préliminaires. Le lemme suivant

est certainement bien connu.

LEMME 2.8. Soit g € L®(R*) (resp. L®(R™)) telle que L(g) s’étende con-
tiniment en une fonction (notée aussi £(g)) sur P* UU (resp. P~ UU) ou U est un
ouvert de iR. Soit f € L}(R) telle que suppF f est compact contenu dans —iU. On a
pour presque toutt € R

G NO=3 [ FHOL e

suppF f

Preuve. Soit ¢ € L®(R*). Pour tout z > 0, posons g;(t) = g(t)e™**. On a
9z € LY(RY)NL®(RY), g, * f est définie et continue sur R, et F(g, * f) = F(gz)F(f).

Comme F f est & support compact, on obtient par la formule d’inversion de Fourier
1 .
que (gz * f)(s) = o / Ff(y)F(92)(y)e¥*dy pour tout s € R. Or F(g;)(y) =

. suppF f

- / gz(t)e™¥*dt = L(g)(z + iy), donc

Gex D)) =5 [ LE+FIGTdy

suppF f
et
M G206 =, 50 [ L@@FI@E
suppF f
+o0 +oa

On a aussi (g5 * f)(s) = / g(t)f(s —t)dt + / g(t)f(s — t)[~1 + e *"]dt. Parle

théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

400
Jim [ oSG - -1+ dt =0
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et donc

(2) (g*f)(s) = fo&_(% * f)(s) pour tout s €R.

(1) et (2) nous donnent (g * f)(s) = % / Ff(y)L(g)(iy)e¥*dy. La démonstra-
suppF f .
tion est analogue dans le cas g € L®(R™), en posant h(t) = g(—t) pour t € R*.
LEMME 2.9. Soit p1 € L®(R™), p» € L®(R*) et U un ouvert de iR. On suppose
que L(p,) se prolonge continliment & P~ U U et L(p2) se prolonge continiiment a
PYUU avec L(p)|U = —L(p2)|U. On a(p1 + p2) * ¥ = 0 pour tout ¥ € L}(R) telle
que suppf!'/ C —U.

Preuve. Si suppF ¥ est compact, le lemme précédent implique que p; * ¥ =
= —py* ¥ et donc (p; + p2) * ¥ = 0.

Supposons que supp(F ¥) n’est pas compact. On a ¥ € [¥ * L}(R)]~ car L!(R)
posséde une unité approchée bornée. Comme ’ensemble des éléments de L*(R) dont
la transformée de Fourier est a support compact est dense dans L(R), il existe
donc une suite (p,) de L1(R) telle que suppF(py,) est compact pour tout n et ||¥—
~¥* @yl = 0 (n— o0). Alors suppF(¥ * ¢p,) est compact et contenu dans —iU,
donc de ce qui précéde il vient que (p3 + p2) * ¥ * ¥, = 0 pour tout n. L’application
h — (p1 + p2) * h étant continue de L!(R) dans L*°(R), on a donc {(p1 + p2) * ¥ = 0.
On en déduit la propriété suivante.

LEMME 2.10. Soit L, une suite bornée d’éléments de A*. Soit f € L*(RT) de
synthése spectrale pour (—iZ(7)) NR et soit (un) une suite d’éléments de M(R™).

Si pn, *0 (n — o0) alors (7*(Ln) o pn)o f 0 (n — 00)

Preuve. Par la remarque 2.3.1, #*(L, )op, € 7*(U*), donc 7*(Ly,)opu, € L*(R™)
et (m*(Ln) o pin) o f est bien défini. 11 suffit de montrer que zéro est la seule valeur
d’adhérence de la suite (7*(L,,)opn o f) pour la topologie w*. Les suites (7*(Ln)o tn)
et (7*(Ly,)Opy) étant bornées dans L= (R™) et L=®(RY) et la suite £(7*(Ln) 0 ptn)
étant bornée sur tout compact de C\Z(x), il suffit donc de se placer dans le cas ou

7 (Ln) 0 tin > p1 (1 — 00), 7 (Ln)Opn % p2 (n — 0),
L(m*(Ln) o pn) = H (n — o0)

uniformément sur tout compact de C\Z(w) et de prouver que p; o f = 0. Comme
o0

L(pn)(2) = /e""d;zn(t) — 0 (n — 00), il résulte du théoréme 2.5 que
0

lim £(m*(Ln) 0 pin) = = lim £(n*(Ln)Optn)
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pour tout z € P+ N (C\Z(x)).

Considérons la fonction

H(z) si z € C\Z(7)

Fz)= { —L(p2)(z) size Pt

F est définie et analytique sur C\(Z(7) NiR). Elle vérifie F|P~ = L(p1) et F|Pt =
~L(p2)-

Posons U = iR\(Z(7) NiR); f étant de synthése spectrale pour (—iZ(7)) NR, il
existe une suite (f,) de L}(R) telle que suppF(f,) C —iU et ||fa — flh — O(n —
-+ 00). Donc ||(p1 + p2) * f — (p1 + p2) * falloo = 0 (n — 00). En vertu du lemme
précédent, (p1 + p2) * fn = 0 pour tout n donc (p; + p2) * f = 0. Comme p; = 0 sur

R~ onap *f=0sur R et p; o f =0, ce qui achéve la preuve.

Preuve du théoréme 2.7. Soit h € L}(R*). Par le théoréme de Hahn Banach, il
existe une suite (L) de A*, telle que ||L,|| = 1 pour tout n et (w(f * h* pn), Ln) =
= ||w(f * h * p,)||. Posons g, = 7*(Ly). Le lemme 2.10 nous donne que

im(f * hx pa)ll = [lw(H)m(R)7(pn)ll = 0 (n — 00).

Or la suite (7(u,)) est bornée et L}(R*) posséde une unité approchée bornée donc

[7w(f * pn)]| = 0 (n — o0). Ce qui achéve la preuve du théoréme.

Si Z(7) NiR = 0, alors tout elémént de L!(R*) est de synthése spectrale pour

(—1Z(r)) N R. On a donc le corollaire suivant:

CoRrOLLAIRE 2.11. Si Z(7) NiR = @, alors pour tout f € L}(RY) et toute suite
(un) de M(RT) tendant w* vers zéro on a ||7(f * py)|| = 0 (n — 00).

REMARQUE 2.12. On peut donner une démonstration simple et directe de ce
corollaire. Pour cela il suffit de montrer que si (9r) = (7*(Ly)) avec (L,) bornée dans
A* et si (pn) C M(RT) vérifie p, ¥ 0 (n — o0) alors gp, o pp *0 (n — o0). Pour
prouver cela, on constate qu’il existe M > 0 tel que |[gn © pn|lc < M et ||gnOptnlloo <
< M, pour tout n et que la suite (£(gr 0 in))n (resp. (£(gnDptn))n) est normale dans
H(C\Z(=)) (resp. H(P?)). Il suffit donc de montrer que si L(gnopn) — F (n — 00)
dans H(C\Z(w)) alors F = 0. L’utilisation du théoréme 2.5, du fait que (£(gn o pn))
et (£(gnDpy)) sont normales et que Z(7) NiR = @ nous permet d’étendre F en une

fonction entiére G telle que |G(z)| < pour tout z ¢ iR. On conclut alors par le

M
|Rez|
résultat suivant.

ProPosITION 2.13. Si G est une fonction entiére et vérifie |G(z)| €

tout z & iR alors G = 0.

pour

M
|Rez|
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Preuve. Pour tout entier naturel n, considérons la fonction H(z) = (z + in)(z—
—in)G(z). Pour |z| = n, nous avons |H(z)| < 4nM et par principe du maximum,
|H(0)] € 4nM donc |G(0)| < ig/f— et ceci pour tout n donc G(0) = 0. Pour z € R,

M
|Re(z + w)l

. Dece qui precede nous aurons G(0) = 0 pour tout z € Ret donc G(w) =0

posons G,(z) = G(z + 11:) z € C Nous avons pour z ¢ iR, IGx(z)l

M
IR

pour tout z € R. Par le principe des zéros isolés, ceci ne peut étre vrai que si G = 0.

3. STABILITE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINS SEMI-GROUPES D'OPERATEURS

Dans ce paragraphe ’algébre de Banach B considérée est ’algébre L(E) des
opérateurs bornés sur un espace de Banach E. On se donne un Cy-semi-groupe
borné (a*);30 dans L(E), c’est-a-dire un semi-groupe fortement continu sur [0, +oo[,
borné, et tel que a® = I [13, p. 321]. Ce semi-groupe nous permet de définir

I’homomorphisme continu
oQ
7: M(RY) — L(E) ot w(p) -z = /a' - zdpu(t)
0

pour tout z € E et tout p € M(R?1). L’intégrale ci-dessus est définie au sens de
Bochner et commute avec les formes linéaires continues. L’image par 7 de la mesure

de Dirac au point ¢, §;, n’est autre que a®.

ProrosITION 3.1.
w(Ll(R+))E =FE.

Preuve. Pour tout n > 1, soit e, = nAJp,1/n] OU Ao,1/n] est la fonction car-
actéristique de [0,1/n]; (en) est une unité approchée bornée de L*(Rt). Siz € E, on

a pour tout n > 1,
1/n

Im(en) -z —z||=n /(a’z — z)dt.

Donc
lIm(en) -2~ 2|l < sup |la'z -z
te[0,1/n]
et ||7(en) -z — || = 0 (n — oo0). Nous avons donc montré que [v(L}(R*))E]”~ = E.

Le théoréme de factorisation de Cohen [4] nous donne que T(L*RY)E=E.
REMARQUE 3.2. Réciproquement la donnée d’un homomorphisme continu
™ : M(Rt) — L(E) tel que n(L}(R*))E = E entraine I’existence d’un Co-semi-

groupe borné (a');30 C L(E) vérifiant a® = I, tel que Papplication associée & (a*)i3o



214 J. ESTERLE, E. STROUSE et F. ZOUAKIA
comme ci-dessus soiot0 7. 11 suffit pour cela de prendre a* = 7(8;) pour t > 0 et d’utiliser
Pidentité p * f = /(f * 6,)du(t) valable pour p € M(R*), f € L}(R*), I'intégrale
étant prise au sensode Bochner.

DEFINITION 3.3. Ou dit qu’un semi-groupe (b*);30 C (E) est asymptotiquement

stable lorsque tlim ||6* - z|| = O pour tout z € E.
—00

Si E = Co([0, +00)), (bt f)(z) = f(z +1t) pour t > 0, = € [0, +0o[, alors (b*)30 est
asymptotiquement stable.

Si E = L?(R) et (b' f)(z) = €*! f(z) pour tout ¢ > 0, & € R, alors (b*);»0 n’est pas
asymptotiquement stable. Nous allons maintenant étudier la stabilité asymptotique
du Co-semi-groupe (a’);»o introduit plus haut. Soit A le générateur infinitésimal du
semi-groupe (a’);»o et posons B = —A. Il est bien connu [13, Chap. X] que B vérifie
les trois propriétés suivantes:

P;: Le domaine D(B) de B est dense dans E et B est un opérateur fermé.

Py: Pour tout z € D(B), I’application ¢ — a* - z est dérivable sur {0,400, de
dérivée —a* - B - z.

Ps: (B+AD™ 1 = /e‘“a‘dt, pour tout A ¢ SpA; en particulier
0

(o]

(B+D'= /e_tatdt = 7(u).

0
De la propriété Pz, on déduit
Py (D) [I-(A+Dr(w)](E)=[I - A+ D7r(w))(B+I)(D(B)) =(B-A)D(B).
(2) Z(7) NiR = (SpB) NiR donc [(—iZ(7)) NR] = [(iSpA) N R].
Nous avons le théoréme suivant:
THEOREME 3.4. Soit E un espace de Banach et (a*);30 C.L(E) un Co-semi-

groupe borné vérifiant a® = I et soit A le générateur infinitésimal de (@%)t>0-
Si f € L*(R™*) est de synthése pour (iSpA) NR, alors

t—o00

o0
lim /f(s)a"”ds =0.
0

Preuve. Comme &, 0 (t — 0), il résulte du théoréme 2.7 que ||x(f)7(é:)|| —

—  0(t — o0). Donc

t—00

lim /f(s)a”'sds = tlim |=(f)at|| = 0.
0
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De la proposition 3.1 et du théoréme pfécédent on déduit en particulier le corollaire
suivant (1’ensemble vide est de synthése !):

CoRrOLLAIRE 3.5 ([18],[2]). Soit E un espace de Banach et (a*);»0 C L(E) un
Co-semi-groupe borné vérifiant a® = I et soit A le générateur infinitésimal de (a'),;o.
Si (SpA) NiR = 0 alors le semi-groupe (a*)i30 est asymptotiquement stable.

On déduit également du théoréme 3.4 le résultat suivant, obtenu par des méthodes
fort différentes par Lyubich-Phong [18] et Arendt-Batty [2].

THEOREME 3.6. Soit E un espace de Banach et (a');30 C L(E) un Co-semi-
groupe borné, tel que a® = I et soit A son générateur infinitésimal. Si (SpA) NiR est
dénombrable et si (A + AI)D(A) est dense dans E pour tout A € (Sp(—A)) NiR alors

le semi-groupe (a');30 est asymptotiquement stable.

De la propriété Py, il découle que (SpA) NiR est dénombrable et si (A + AI)D(A)
est dense dans E pour tout A € (Sp(—A)) NiR alors Z(7) NiR est dénombrable et
[l — (A = 1)m(u)](E) est dense dans E pour tout A € Z(r) NiR. Comme les fermés
denombrables sont de synthése [16], on a d’apres le théoréme 3.4 que ||7(f)a’|| —
— 0 (t — oo) pour tout f € L*(R*) et la stabilité asymptotique du semi-groupe
(a%)¢>0 sera obtenue grace au théoréme suivant, qui semble présenter un intérét

indépendant en lui-méme.

THEOREME 3.7. Soit E un space de Banach et (a')i30 C L(E) un Co-semi-
groupe borné tel que a® = I. Soit A le générateur infinitésimal de (a®) et soit A*
Padjoint de A. Soit Iy = {f € L*(R*) : Ff = 0 sur (iISpA) NR}. Si (SpA) NiR eét
dénombrable et si A* n’a aucune valeur propre dans iR alors

Span{/oof(t)a’-zdt : feIo,:ceE}
0

est dense dans E.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, ’ensemble des valeurs propres de A* n’est
autre que I’ensemble des éléments A de C tels que (A — A)D(A) est non dense dans
E. Il résulte alors de la propriété P, et des hypothéses du théoréme 3.7 que Z(x) NiR
est dénombrable, que [I — (A 4+ 1)7m(u)](F) est dense dans E pour tout A € iR et que

Io={f € L}(R*) : Ff = 0 sur (-1Z(7)) NR}.

Dans la preuve du théoréme 3.7, nous allons utiliser essentiellernent des argu-
ments d’analyse harmonique. Rappelons qu’une fonction f € L®(R) est presque
périodique si I’ensemble des translatés de f est précompact dans L (R) (voir [16]}).
Si f € L*®(R) est presque périodique, on sait que [3, p.60] pour tout A € R,
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T
Tlim -;—, / e~1X F(€)dE existe et est nulle sauf pour un ensemble dénombrable {); }ien.
—00

0
Les A; sont appelés les fréquences de f. On sait qu’une fonction presque périodique
n’admettant pas de fréquences est nulle [3].
Pour prouver le théoréme 3.7, nous avons besoin du lemme suivant, qui est

’équivalent pour L*(R) d’un résultat bien connu pour I’algébre de Wiener A(T).

LEMME 3.8. Soit S un ensemble fermé dénombrable de R et
J={feL*R): Ff=0sur S}.

Posons J* = J N LY(Rt). Alors Iinjection i : L}'(R*)/J* — LY(R)/J est un

isomorphisme isométrique,

Preuve. Soit g € L™ (R) et soit e, :  — n&[g,1/n] de sorte que (e5) est une unité

approchée de L'(R) de norme 1.
Posons (f,g) = / Fg(~)dt (f € L'R), g € L®(R)). On a (f,g % en) =

= (f*g+*ep)(0) = (f *en,g) pour tout f € LY(R) et tout » > 1. Donc (f,g) =
= nlirrolo(f,g * e,) pour tout f € L}(R) et alors

llglleo < liminfl|g  enlloo < limsupl|g  enlloo < [lglloo

done flglloo = Lim [lg* enlleo

Sige J*, g*xen € JL et est uniformément continue pour tout n. Donc g * ey,
est presque périodique [16] et vérifie ||g * enllco = ||(g * €n)|[—00,0]||cc Pour tout n.
Posons g = g; 4+ g2 avec g; € L®(R™) et Qg € L*®(R*). On a ||g*exn||lco < ||91 *€nlloo
pour tout n donc ||g]lee < Jim llg1 * enlloc = llg1lleo donc }lgllo = ||g1lloc €t d’apres
[15, p. 187], 7 est un isomorphisme isométrique.

Preuve du théoréme 3.7. Soit F = [Span U 7r(f)E:| ,soit J = {f €
f€lo
€ L*(R) : Ff = 0 sur (iSpA) N R} et soit

L={leE" :(n(f) - 2,1)=0, (€ E, fel)}.

Soit @ : L'(R*) — L(L), ’application définie par ¢(f)(!) = l o 7(f). Alors ¢ est
linéaire et Kery D Iy. D’aprés le lemme précédent, on peut prolonger ¢ en un
homomorphisme continu @ : L}(R) — £(L) en posant pour f € LY(R), 3(f) = ¢(9)
ot g € L}(RY) est tel que f — g € J. Comme Z(7) N iR est dénombrable et comme
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(I —(A+1)7(u))E]” = E pour tout A € Z(m) N iR, on déduit du théoréme de
Mittag-Leffler [9] que

[ N (I—(/\+1)7r(u))E] =E.

A€ Z(m)NIR

Puisque (I — (A + 1)m(u))E = E pour A € iR\Z(7), on a donc

! NT-0+ l)w(u))E] =FE.

A€IR
En vertu de la propriété Py, il vient que I’ensemble K = ﬂ (B=AI)(D(B)) est dense

Aeim
dans E. Pour z € K, l € L, soit [z ® I] I’élément de L°°(R) défini par (f,[z @]} =

(z - @(f) - 1) pour f € L}(R). On a alors pour f € L(R*)

(file®@l) = (2, 6(H) = (x(f) -2, 1) =

- / F(€) (e z, 1)de.

Donc [z ® l](—€) = {afz, 1) pour presque tout & > 0.
Si f,h € L}(RT) alors

(file@llxh)=(f+h,[z@1) = (r(f+h) -z,) =

c=(f,[(x(h) -z) ®1]).

En posant z = m(h) -z on obtient ([z @[] ¥ h)(—€) = (afz,1) pour presque tout £ > 0.
Comme [z ® ] € J*, on a [z ® I] * h uniformement continue et [z ® ] * h est presque
périodique d’aprés [16, ex. 7, p. 169]. Soit ¢ = [z ® {] * h. Nous allons montrer que g
est sans fréquences.

Soit A € R. 1l existe y € D(B) tel que z = By +iAy. On a

T T
[eaee= [ ee(atzna =
0

0

T T
= /e'i)‘é(afo,l)df+i)\/e_i}‘5(a5y, ldE€.
0 0
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Utilisant la propriété P, on obtient par intégration par parties
T
[ oo = (e Peatylf =
0

= (5, 1) —e DT (aTy,1).

T
On voit donc que lim 1 /e'i"fg(f)df = 0 pour tout A € R.
Toeo T
0

Donc g est une fonction presque périodique sans fréquences, donc g = 0 et
[t ® 1) * h = 0 pour tout h € L'(R*).

On a (f+h[z®I1]) = 0 pour f,h € L}(R*). Comme L'(R*) a une unité
approchée bornée, on a f € [f* L}(R)]~, donc (f, [z ®1]) = 0 pour tout f € L}(Rt)
et (af - z,1) = 0 presque partout. Par continuité, on a (a - ,I) = 0 partout et en
particulier {z,!) = 0 pour tout z € K et tout [ € L. Comme K est dense dans E, on

a L= {0} et F = E, ce qui achéve la preuve du théoréme.

4. APPLICATION A L’ETUDE DES IDEAUX FERMES DE L!(R*)
On considére ici un idéal fermé I de L}(R*). Soit
J={pe MR : px L} R*") C I}.

J est évidement un idéal fermé de M(R*) et on a JNLY(R¥) = I car f € [f*L'(R*)]~
pour tout f € L}(R*). Notons

T : MRY) = M(RY)/J

et par
xp: LYRY) — LY(R¥)/I

les application canoniques.

Soit f € LY(Rt). On a [|7(f)|| < ||71(f)l|- Soit (n) une suite de M(R*) telle
que f — p, € J pour tout n et |[pnlli — |[7(f)l] (» — o0). Soit (en) une unité
approchée de L(Rt), bornée par 1. On a f xe, — pn x e, € I, donc ||71(f *en)|| <
< llin * enlly < [lunlly pour tout n. Dol ||lmr(H)]l = lm |l7r(f * en)ll < ||} On
a donc |[x(Hl| = |l=r(F)]| pour tout f € L}(R*) et l'injection naturelle de L*(R)/F
dans M(R*)/J est isométrique. On peut donc identifier L!(R*)/I & un idéal fermé
de M(R*)/J, et on écrira 7 au lieu de 7.
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Posons Z(I) = {z € P* : Lf(z) = 0 pour tout f € I}. L’application z — X,, oll
X.(7(f)) = L(f)(z) (f € L*(Rt)) définit un homéomorphisme de Z(I) sur I’ensemble
des caractéres de L}(R*)/I. Comme L!(R*)/I est un idéal fermé de M(R*)/J, tout
caractére non nul de L(R*)/I s’étend en un caractére de M(R*)/J et on obtient,

Sp(r(u)\{0} = {L(u)(2)}zezr) = {z -il- 1} ez()

Avec les notations du paragraphe II, on en déduit que Z(I) = Z;(w). Il résulte
de résultats standards de la théorie des fonctions holomorphes bornées dans Pt que
Z(I) NiR est de mesure nulle si I # {0}. Par conséquent pour I # {0} on a Z(I) =
= Z(n) = Z1(r) et on peut appliquer les résultats de la section II avec A = L}(R+)/I,
B = M(R*)/J, Z(r) = Z(I). On déduit du corollaire 2.11 le théoréme suivant:

THEOREME 4.1. Soit I un idéal fermé de L*(R¥) et soit f € L'(R*) tel que f
soit de syntheése spectrale pour —iZ(I). On a les propriétés suivantes:

1) L’application p — w(f * p) est une application compacte de M(R*) dans
M(R*)/J.

2) L’application & — 7(f)a est une application compacte de M(R*)/J dans
lui-méme.

3) L’idéal I(f) = {u € M(RY) : ux f € I} est un idéal faiblement fermé de
M(RT).

Preuve. 1) Soit (uy,) une suite bornée d’éléments de M(R™).

Comme M(R*) = (Co([0, +00[))* et comme Co([0, +00[) est séparable, on peut
extraire de la suite (y,) une sous suite (pn;) w*-convergente. Il résulte alors du
théoréme 2.7 que la suite 7(f % p,;) converge en norme.

2) Si (ap) est une suite bornée d’éléments de M(R*)/J, il existe une suite bornée
d’éléments de M(R™) telle que 7(pn) = an, (n > 1). Il résulte alors de 1) qu’il existe
une sous suite (a,;) de la suite () telle que la suite (7(f)ay;) soit convergente.

3) Soit p € M(R*) tel qu’il existe une suite (u,) d’éléments de I(f) vérifiant
Hn ¥ 0 (n — o0). Il résulte du théoréme 2.7 que ||7(f*p)—7(f*pa)|| = 0 (n — o0),
donc w(f * pu) = 0 et p € I(f). Ceci prouve que I(f) est w*-séquentiellement fermé,
et par conséquent w*-fermé d’apres le théoréme de Krein-Smulian [21].

Nous abordons maintenant ce qui etait la motivation initiale de cet article, a
savoir obtenir une preuve “naturelle” du théoréme de Nyman. L’algébre Ao(P¥)
introduite au début du paragraphe II est isomorphe & M; = {f € A(D) : f(1) = 0}
ol A(D) est 1’algébre de Banach des fonctions continues sur le disque unité fermé et

holomorphes sur le disque unité ouvert.
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La théorie de Beurling-Rudin [14] décrit complétment les idéaux fermés de .A(D),
et on en déduit par example que si H # {0} est un idéal de Ao(P¥) tel que Z(H) =
alors H = e=** Ag(P) pour un certain & > 0. Il est facile de voir que £L~1(H) = M,
ot My = {f € LY(R*) : f(t) = 0 p.p. sur [0,00]}. Le théoréme de Nyman [17] peut
s’interpréter de la fagon suivante : Tout idéal I de L'(Rt) tel que Z(I)=0est dela
forme M, pour un certain « > 0.

On peut donc déduire le théoréme de Nyman du théoréme de Beurling-Rudin si
on sait montrer que tout idéal I de L*(R*) tel que Z(I) = @ est de la forme £L~(H)
ol H est un idéal fermé de Ao(P¥).

Nous allons obtenir ce résultat en utilisant le lemme suivant, qui est une variante
de [23, Lemma 5.9] utilisé par Taylor et Williams dans leur étude des idéaux de
A®(D).

LEMME 4.2. Soit F une fonction analytique pour Imz > 0, continue pour Imz >

0. On suppose qu’il existe des constantes positives kq, ks, k3 et a telles que:

(1) |F(2)l < {Blj p pour Rez < 0,Imz > 0, (2| > «

(2) |F(2)| < kze®l*!* pour Imz > 0, |2| >
Alors il existe une constante positive M teIIe que

(3) |F(2)| € M(1 + |z]) pour Imz > 0, Rez < 0.

Preuve. On peut supposer k; = 1. Il suffit d’etablir (3) dans le domaine 4 =

1
= C : Imz > 0,Rez < 0,
{z € mz 2 0,Rez |2] < Re Rer]

4 ’axe imaginaire quand Rez tend vers zéro par valeurs négatives. On pout donc

'} La courbe 2| = est asymptotique

trouver 8 2 «a tel que

.le{zGA:|z|>ﬂ}c{z€C:%<Argz<5—875}

et il suffit d’établir (3) dans £2;.

Soit 2 =2,U{z€C:Im220,|z| > 87r < Argz € %}

Posons A = kv/2 avec k = max(k;, k3), et H(z) = ¢***°. En posant z = |z|e® on
obtient

(4) IH(Z)l — e-—)‘|zlzsin29.
Pour € > 0, posons L.(z) = e~** On a |Le(2)] = efl2I®sin30 et donc

e|z|®sin z

(5) | IL(z)| <e 8

pour z € 2.



STABILITE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINS SEMI-GROUPES D'OPERATEURS 221

Posons Uy (z) = %F(z)H(z)LE(z) (z € 0).
On déduit de (2), (4) et (5) que |U:(z)| = 0 (|z] — oo) dans £2. Il résulte alors

du principe du maximum que ’on a
(6) Ue(2)| < sup |U:(8)l
(EFr(R)

pour tout z € §2.

On a |U.(2)] < %|H(z)| |F(z)| pour tout z € 2 et il existe m; > 0 tel que
|H(2)F(z)| < mipour z € 2, |z] =8

Soit z € £2 tel que Argz = -3—871 On a alors |H(2)F(z)| < e~ el sin SE k|2

Soit maintenant z € £2 tel que Rez < 0, |z| = On a d’aprés (1) et (4)

1
|Rez|’

lH(z)F(z)| k|H(2)| = ke TRET 020 ¢ pe2Alsind] ¢ po22

On voit donc qu’il existe une constante K > 0 telle que T;—IIH (&)F (&) < K pour tout
& € Fr(£2), donc |Ue(2)| < K pour tout z € 2. Comme |L.(z)| = 1 (¢ — 0) pour
tout z € £2, il vient

(7 |H(2)F(z)| € K|z| pour z € £2.

En particulier, si 2 € 2, Rez < 0 on a < 1 donc |F(2)| € K|z2| €

IH( =

< K(|z| 4+ 1), et le lemme en résulte.

Le lemme suivant est implicitement contenu dans le travail original de Nyman et

peut se déduire de calculs analogues faits dans [5].

LEMME 4.3. Soit I # {0}, un idéal fermé de L*(R™), soit g € I* et soit S C Z(I),
D’ensemble des éléments z de C tels que L(g) n’a pas d’extension analytique en z.
(1) SiS =0, il existe k > 0 et A > 0 tels que

L)) € 2 (z € ©);
(2) Si S #9, il existe k > 0 tel que
1L(0)(2)] < T (2 € €\9)

ou p(z) est la distance de z & S.

Preuve. Soit f un élément non nul de I. On a pour h € L}(Rt), (h,go f) =
=(h* f,g) =0. Donc g o f = 0. Il résulte alors du théoréme 2.5 qu’on a

L(9)()L(f)(z) = L(gAf)(2)



222 J. ESTERLE, E. STROUSE et F. ZOUAKIA

pour Rez > 0, z ¢ Z(I). Posons
P =20 (122)

l1—u

+u

1 . ,
pour |u| < 1. Comme Re ( 1 ) > 0 pour |u| < 1, F est analytique et bornée sur

le disque unité ouvert D, donc appartient & la classe de Nevanlinna. On a donc

2
sup /|log|F(rei9)||d0 < 400
SN

1
t articulier logt | —————|dzdy < 0.
et en parti /D/ og lF(x—Hy)l ]

D’autre part L(f)(z) = F poy

changement de variables (voir [19] ou [5])

-1 . T,
z pour Rez > 0, d’ou 'on déduit aisément par

dzdy < +o0.

U R

D’autre part on a |L(g0f)(z)| < W}- pour z € Pt et |L(g)(2)] € “—glél%'i pour

z € P~. On en déduit par un calcul immédiat que

1 N .
// W log™ |£(9)(z + iy)|dzdy < +©
P—

et

1 . ‘

——— a

// 1+ (22 + y2)3/2 log™ |£(g0f)(z + iy)|dzdy < +oo
P+

d’ou finalement

- 1 + :
M= // 1+ (22 + y2)? log™ |£(g)(z + iy)|dzdy < +oo.
®2

La fonction z — log* |£(g)(2)| est sous harmonique sur C\S. Donc

log* 1£(0)(2)| < 77 [ [ log* I£(a)(e + i)ldacy
B(z,r)
pour z € C, » > 0, B(z,r) boule ouverte de centre z de rayon r tels que B(z,r) C
C\S. On a / / log* £(g)(x + iy)ldedy < M(1+ (jz + r)*), doi log* |£(g)(2)| <
B(z,r)

21+ (214 )

<
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(*) S1 .S =0, on obtient le résultat en posant r = 1+ || et en remarquant qu’il

suffit d’établir I'inégalité pour |z]| >
(¥) Si S # 0, on a limsup &=~ p(z) ) < 1 donc p(z) £ 2|z| pour |z| assez grand.

|z| =00 l l
Comme p(z) est borné quand |z| reste borné, on obtient ’inégalité cherchée en posant

2

r=

COROLLAIRE 4.4. Soit I un idéal fermé de LI(R"') tel que Z(I) C {0}. Pour

| 1|3) pour Rez < 0, z # 0.

Preuve. Il résulte du lemme 4. 3 que |£(9)(2)| T pour z # 0. Posons
F(z) = L(g9)(z+1). On a |F(2)| € IR | pour Rez < 0, Imz > 0 et |F(2)| < e*reki#l’
pour Imz > §. Il résulte alors du lemme 4.2 qu’il existe M; > 0 tel que |£(g)(z)| <
M;(2 + |z|) pour Rez < 0, Imz > 1.

On voit de la méme fagon qu’il existe en fait M2 > 0 tel que |[£(g)(z)] < M2(2+
+|2[) < 3M;|z| pour Rez € 0, [Imz| > 1. Posons maintenant G(z) = £(z)

g € I, il existe k > 0 tel que I'on ait |L(g)(2)| < k { |2] +

z+ 2
pour Imz > 0. ﬂil—,— satisfait les conditions du lemme 4.2 donc il existe M3 > 0
tel que |G(z)| < M3(1 + |z])® pour Rez £ 0, Imz > 0.

Soit D1 ={z€C:|2+i<1}et Dy={z€C:|z—i|<1}. Siz€ D;,Rez 0
alors Im(é —2i) > 0 et il existe My > 0 tel que |£(g)(2)] = |G(é - 2i )] |1W|3

On voit de la méme fagon qu’en fait il existe M5 > 0 tel que |L£(g)(2)| < P 13 pour
z2€ D1 UD;, 2# 0, Rez 0.

Si Rez € [-1,0], |Imz| < 1,z ¢ D; UD on a Argz € [347r 54 ] donc |£(g)(z) €
< Vol
|z

Le corollaire résulte alors immédiatement de ces diverses estimations.

On se servira par la suite du lemme suivant, ot u désigne comme plus haut la
fonction & — e™% sur [0, oof.

LEMME 4.5. Soit I(0) = {f € L'(R*) : L(f)(0) = 0}. On a les propriétés
suivantes:

(1) u* L}(RY) est dense dans L}(R*);

(2) (v~ u*?) x L1(R*) est dense dans I(0);

(3) La suite (fa(z)) = ((60 - le'”/”)*(ne‘"”)) est une unité approchée

n

bornée de I(0). )
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Preuve. La propriété (1) est bien connue et résulte immédiatement du fait que
1 . _
LMD = W, g) (n2 0,0 € LRY).

Comme L*(Rt) a une unité approchée bornée, on a (u—u*2?)*u™ € [(u—u*?)*L}(R*)]~
donc si g L ((u— u*?)* LY(R*)) on a (u,g) = (v*™,g) (n > 1). On en déduit en
développant £(g) en —1 que z — zL(g)(z) est constante, donc g est constante et
appartient a [I(0)]%, ce qui prouve (2). Il est clair que ||f,]|; < 2. La vérification de

(3) est laissée au lecteur.

On a alors le théoréme suivant, dont on peut déduire 4 la fois le théoréme de Nyman
et le théoréme de Gurarii [11] sur les idéaux primaires de L'(R*).

THEOREME 4.6. Soit I un idéal fermé de L}(R*). Si Z(I) = 0 ou si Z(I) = {ia}
pour un certain o € R alors I = L~Y([£(I)]7).

Preuve. L’application 6 définie par 9(f)(t) = e~'**f(t) (t > 0, f € L}(R*)) est
un automorphisme de L1(R*) et il est clair que Z(8(I)) C {0}. Il suffit donc de se

limiter au cas @ = 0.
Soit g € It. L(g) est analytique sur C\{0} et il résulte du corollaire 4.4 qu’il

existe k > 0 tel que |L(g)(2)| < k(|z|+ %) pour Rez < 0, z # 0. Soit v = (u—u*?)3.

Pour n > 1, t < 0 soit gn(t) = g(t)e!/™.
On a g, € L}Y(R™) N L*®°(R~) et pour f € L}(R*),

(f*v,9) = /(f * 0)(t)g(—t)dt =

= nlingo /(f *v)(t)g(~t)e t/"dt = nli_{r;(f * U, gn).
0

Posons h,(t) = gn(—t). On a

[} 0
Flhn)(y) = / gn(—t)eitVdy = / gn(t)e " dy = L(gn)(iy)-

Or, hp, € LYRY) N LER*) et f*v € L}(RT) N L2(RT), on obtient d’aprés 1’égalité
de Parseval

(Frvgm) = [ F(F o)) FE)0)dy =

- / L(£)(iy)£(v)(19)£(gn ) (in)dy =
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= [ L)L L)y - ).
La fonction L£(f) est bornée sur iR et on a

ﬁ(v)(iy) = %
k(1+(1+4%))

1+
continue sur P~\{0}, il résulte du théoréme de convergence dominée que l’on a

On obtient pour n > 1, {£(v)(iy)L(gn)(y)| < . Comme L(g) est

[(f *v,9)| = L / L()(y)L(v)(iy)L(9)(iy)dy| < ellL£(F)lleo

ol ¢ = / |C(v)(iy)| 1£(9)(iy)|[dy < +oo. Soit maintenant f € L'(Rt) tel que

L(f) € [£(I))~. (L’adhérence étant considérée dans Ag(P+) munie de la norme de la

convergence uniforme). Il vient
Jim ((f — fa) *v,9) =0,

d’ou (f*v,g) = 0 car f, v € I pour tout n et g € I*+. On a donc (f *v,g) = 0 pour
tout g € I+, donc f*xv =0.

Si Z(I) = 0 alors 1 ¢ Sp(w(u)) donc 7((6o — u)3) est inversible dans M(R*)/J.
Donc fxud €1 et '

felf+*L'RY]” =[f+u*xL'(RY)]" = [fxu®+ LI(RT)]" C 1.
Si Z(I) = {0} alors f € I(0). Utilisant le lemme 4.5 on a
Felf*I(0) =[f*(u-u?)+L'R*)]" =
=[f*(u-u?Px 'R C,

ce qui termine la preuve du théoréme.

On voit evidemment & posteriori que puisque I = £~!(e~**Ag(P¥)) pour un
certain @ > 0si Z(I) =0, I = My = {f € L}(R*) : f = 0 p.p. sur [0,a]} et par
conséquent pour g € I on a suppg C [—a, 0], ce qui prouve en particulier que £(g)

est bornée sur iR.
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L’interprétation des idéaux primaires de L*(R*) contenus dans I(0) qui sont de
la forme £~1(e™% Ap(PT)), qui est moins évidente est donnée par Gurarii [11] & qui
est due leur caractérisation.

On peut montrer plus généralement (voir [11]) que si Z(I) est dénombrable alors
I'=L7Y(JL(I)]7). Ceci est & notre connaissance le résultat le plus général connu a ce

jour sur les idéaux fermés de L!(R*). Notons pour conclure que 1’on peut en utilisant
des techniques dues 3 Domar [6] remplacer —21 ar —L< dans le lemme 4.3 au
: ol remplecer GEP P 5

moins dans le cas ou Z(I) C iR, (voir [23]).
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Added in proof. After this paper was submitted, the authors obtained several

results concerning closed ideals of A*, the algebra of absolutely convergent Taylor
series (detailed references can be found in “Closed ideals of the algebra of absolutely
convergent Taylor series” by J. Esterle, E. Strouse and F. Zouakia, Bull. A.M.S.,
to appear). By using transfer methods due to Domar and Hedenmalm, O. El Fallah
deduced from these results a lot of new information about closed ideals of L}(R1) (see
“Ideaux fermés de L}(R*)” by O. El Fallah, Math. Scand., (1) 72(1973), 120-130).
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