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ABSTRACT. The caracterization of the spectral conical operators is simpli-
fied. We use the subdifferentiability property, and a property we call semi-
adjointness.
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Les opérateurs spectraux coniques sont ceux définis sur des espaces hilbertiens
réels, et admettant une décomposition spectrale par rapport & une résolution de
I’identité de projecteurs sur des cénes convexes fermés. Les opérateurs spectraux
coniques linéaires sont les opérateurs autoadjoints positifs habituels. En général,
les propriétés des opérateurs spectraux conigues sont voisines d’une certaine fagon
de celles du cas linéaire (voir [6]).

La reconnaissance pratique de ces opérateurs est rendue délicate par leur
caractérisation, que nous nous proposons de simplifier.

Soit donc la caractérisation des opérateurs spectraux coniques:

THEOREME ([6], Théoréme 5.2, p.113). Une application T : D(T) — H,
D(T) C H,H Hilbert réel, est un opéraleur speciral conigque, de décomposition

+oo

T= / zd Py

o
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ot (P)* est une résolution spectrale de Pidentité conigue de support conlenu
dans Ry si el seulement si:

(a) T est mazimal monolone, ef toules ses puissances Tk k > 2, sont mono-
tones,

(b) T(al +5T) = (al +6TYT, Va,beRy;

() (Thz,T*z) = (T*z,T¥z), Vh+k = k' + k', hh bk €N Vz €
D(T™) n D(T*)n D(T* ) n D(T*").

1. LES RELATIONS DE SYMETRIE

Nous commengons par simplifier la condition (c) du théoréme, en supposant le
domaine de 1’opérateur convexe (c’est le cas des opérateurs spectraux coniques).
Nous faisons la remarque suivante:

1. REMARQUE. Supposons que Dom(T') sotl conveze (resp. ouverl), el que

(1) T est positivement homogéne,

(i) T commaute avec I + aT, pour a > 0, suffisamment petit, (pourvu que
(I 4+ aT)T et T(I + aT) soient définis sur I’élément considéré).

Alors

YneN, Yze€Dom(T't), T'(I+aT)z=(I+al)T"z,

pour a assez peiil.

Cette relation se vérifie simplement par récurrence sur n, compte tenu du
fait que, T étant positivement homogéne, Dom (T) est un céne convexe et donc
que (I + aT)z € Dom (T™), pour z € Dom (T™*2?), m < n+ 1.

On vérifie alors

2. REMARQUE. Si Dom (T') est conveze (Tesp. ouvert), el si

(1) T est positivement homogéne;
(i) T commute avec I + a7, pour a > 0, suffisamment pelit;
(iii) ¥z € Dom(T?), (T?=z,z) = (Tz, Tx).
- Alors ,

¥neN, YzeDom(Tr), (T" 'z, z)=(T"z,Tx).
Cette relation se démontre simplement par récurrence pour n > 2. Pour

z € Dom (T™+2?), n > 1, (I + aT)z € Dom(T™*') C Dom (T™). La relation étant
supposée vraie jusqu’a Pordre n, la remarque 1 permet de développer

(T™(I + aT)z, T(I + aT)z) = (T"*(I + aT)z, (I + aT)z)

qui donne le résultat.
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3. REMARQUE. 5%
VneN, Vze&Dom(T"*), (T"Hz,z)=(T"z,Tz)
alors
VneN, VzeDom(T?), YmeN, 0<m<n,
(The,z) = (T" "z, T™a).
On peut supposer 0 < m < n. Si n — m < m, on se raméne au cas contraire
en posant p = n — m. Il suffit donc de vérifier la relation par récurrence sur les

m tels que n — m 2 m, en la supposant vraie pour m tel que n — m = m, avec
n—(m+1)2(m+1), (poser g=n—2m—1).

4. REMARQUE. S5t Dom(T) est conveze (resp. ouvert), et si
(i) T est positivement homogéne;
(i1) T commute avec I + aT, pour a > 0, suffisamment petit,
(i) Vz € Dom(T?) , (T%z,z) = (Tz,Tx).
Alors
Vh kA K eNA+E=h+E,
Vz € Dom (T*) n Dom (T*) N Dom (T%') N Dom (T*),
on a
(The, T*e) = (T" =, T*2), (cest la condition(c)).

Démonstration. C’est vrai si h = h’. S1 h # B’, alors k # k', et on pose
n=h+k="0r+k;
m = min(h, k, M, k");
et p tel que m + p soit I'exposant correspondant de m. La relation devient
(T™z, T" "z} = (TP, T " Pz).

Posons ¢ = n —m,
(T™z, Tz) = (TP 2, 79 Pz).

Orm<g=n—mgn. _

Posons r = ¢ — m,y = T™z; alors y € Dom(T9"™) = Dom(77),....
Puisque m < n—-—m—p=q—p, et r—p = (g —p)—m 2 0, la relation devient
(v, T"y) = (TPy, T"""y), vrale d’aprés la remarque 3. 1§
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Compte tenu de la remarque 4, la remarque suivante permet de simplifier la
condition (c) de symétrie, et de la remplacer en quelque sorte par la condition (b)
de sous différentiabilité, du théoréme 7.

5. REMARQUE ([1], p.27). Si Dom (T) est conveze (resp. ouvert), el si
(1) T est positivement homogéne;

(ii) T commute avec I + aT, pour a > 0, assez petit;

(ii1) pour n € N donné, T™ C 8Frn, avec

Vz € Dom(T"), Fre.= -;—(T"m,m);
alors

Vz € Dom (T, (T"*'z,z) = (T"z, Tx).

Démonstration. Soit a > 0, assez petit. On a (aT")® = a”T™, puisque, par
récurrence, Dom (aT)” = Dom (T™).
On-en déduit aussi que

(aT)* C OF(aryn-

Posons U = aT, et soit z € Dom (U"*!) = Dom (T™+!).
Alors z € Dom (U™) = Dom (T™). D’aprés la remarque 1, au moins pour a
assez petit,
Ur(I+ U)e = (I 4+ UV z,

les deux membres de 1’égalité étant bien définis, puisque, 7' étant positivement
homogéne, elle est équivalente a

T I+ aT)z = (I +aT)T"z.
On peut écrire la relation (aT')* C 8F(47)~ sous la forme
n £ 1 113 1 n
V:r:,yeDom(U )’ (U 3;y)€ §(U 2‘,:!:)+—2-(U y’y)'

Avec z € Dom(7T"*!) = Dom(U"*') C Dom(U™), y = (I +U)z €
Dom (U™), la propriété de commutation donne, ¥z € Dom (1),

(U, (I+U)z) < —;—(U“x, )+ —;—(U"(I + Uz, (I +U)z)
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1
(Utz,z)+ (Utz,Uz) € §(U”;c,:c) + %(U”x + U™z, z + Uz).

Aprés développement et simplification, en multipliant membre 4 membre
par 2,

Yz € Dom(T"t"), (U"z,Uz) € (U"Y'z,z)+ (U2, Uz).
En revenant a 7", et en simplifiant par a,
Yz € Dom(T"*), (T"z,Tz) < (T" 'z, z) + o(T" 2, Tx).

Mais T, restriction positivement homogeéne du sous gradient de Fpe, est
positif; en faisant tendre a vers 0,

Vz € Dom (T"*Y), (T"z,Tz) € (T" s, z).

De méme, pour a assez petit, Vz € Dom (7™1),

(Ur(I+U)z,z) < z(Utz,z) + %(U"(I+ Dz, (I+ U)z)

1
2
(U2, 2) < (U, Uz) + (U2, Ux)
(T 'z, 2) < (T2, Tz) + a(T" 'z, Tx)

Ttz 2) < (T, Tx). 1

Ces différentes remarques permettent donc de donner les deux caractérisa-
tions suivantes:

6. THEOREME. Une application T : D(T) — H, ot H est un espace
hilberticn réel, et D(T) C H, est un opérateur spectral conique si el seulement s1
(i) D(T) = Dom(T') est convexe;
(i1) T' est mazimal monotone, et toules ses puissances Tk k > 2, soni mono-
lones;
(iii) T est posilivement homogéne (ici au sens large, c.a.d. T{az) = aTz
pour ¢ € Dom(T) et a 2 0),
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W TU+ D)= +aD)T, a>0;
(v) Vz € Dom(T?), (T?z,z)=(Tz,Tz).

Ceci est vrai étant donnée la remarque 4.

- 7. THEOREME. Une application T : D(T) — H, ou H est un espace
hilbertien réel, et D(T) C H, est un opéraleur spectral conigue si et seulement si
(i) D(T) = Dom(T) est conveze;

(ii) Il eziste une fonction G s.c.i. telle que T = 8G, et G(z) = 1(Tz,z) sur
Dom (T);

(ii1) Le semi groupe {T"},en est un semi groupe d’opérateurs monotones
(resp. de restrictions de sous différentiels);

(iv) T est positivement homogéne (T'(aX) = aTz, pour z € Dom(T), et
a2 0);

WMTUI+a)={I+a)T, a>0.

Démonstration. Si T est un opérateur spectral conique, Dom (T') est convexe
([6], Theorem 4.1, p.88), T est le sous différentiel d’une fonction convexe s.c.i. telle
que cette fonction soit égale & $(Tz,z) sur Dom (T') ([6], Theorem 4.2, p.91). Le
reste provient du théoréme 6.

Réciproquement, si T vérifie le théoréme 7, alors il vérifie le théoréme 6.
Comme T'(0) = 0, la fonction G est convexe propre, et T est maximal monotone.

Enfin, la condition (v) est vraie étant donnée la remarque 5. &

. Si T est partout défini, la condition T" = 8G entraine immédiatement que
G = H(Tz,z) sur Dom(T), ([1], Théoréme p.28 et 31), (en fait & une constante
additive preés, mais on choisit cette constante nulle).

De méme, Dom (T') étant un cdne convexe, si T = 3G sur Dom(T), et si G
est positivement homogene de degré 2, G = 1(Tz, z) sur Dom (T')\ {0}, et comme
T est positivement homogéne au sens large, G = 3(T'z, z) sur Dom(T). (Prendre
z € Dom(T)\ {0}, n € N assez grand, et écrire, pour v € Tz, G ((1+ 2)z) 2
G(z) + 5= (u, 7) )
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2. OPERATEURS SEMI AUTOADJOINTS

Nous allons maintenant éliminer les conditions sur les puissances de T. Pour cela,
nous faisons intervenir une propriété vérifiée par les opérateurs spectraux coniques,
celle d’étre semi autoadjoint.

8. DerFINITION. Un opérateur T sur un espace préhilbertien réel H est semi
autoadjoint s’il vérifie ’

Vz,y € Dom(T?), (T?z,y)+ (T%y,z) < 2Tz, Ty).

9. REMARQUE. Tout opérateur speciral conique est semi autoadjoini.

Démonsiration. Pour tous polynéme P(t) et Q(t) positifs sur Ry, T' vérifie
la relation: ([4], Theorem 10.2, p.417) Vz,y € Dom (P*(T)) N Dom (Q*(T)),

IP(T)Q(T)z — P(T)Q(T)yI> < (P*(T)z — PXT)y, @*(T)z — Q*(T)y).
Pour P =t et ) = 1, cette relation devient: Yz,y € Dom (T?),
T - Tyl < (T = T, - 3).
Développons:
(Tz,Tz) — 2Tz, Ty) + (Ty, Ty) < (T%z,z) — (T?y,2) — (T%z,y) + (T, v)

or,
(T?z,z) = (Tz,Tz),

et de méme pour y. On en déduit que T est semi autoad)oint.

10. PROPRIETE. Soit T un opérateur semi autoadjoint. Alors T vérifie
Vm,n €N, Yz,y € Dom(T™+"),

(T2, y) + (T "y, 2) < (T2, Ty) + (T2, T™y).

Démonstralion. Posons d’abord m = 1. La relation est alors vraie pour
n=0,n=1. 7T étant semi autoadjoint, soit z,y € Dom (T™*+") = Dom (T"*!).

(T?u,v) 4 (T?v,u) € 2(Tw, Tv), si u,v € Dom(T?).
Soit donc n 3 2, et substituons 7"~ 'z a u, (T" "'z € Dom(T?)), y & v:

(T, y) + (T%y, T 'z) < 2(T" =, Ty).
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En substituant 7" 1y & v et z 3 u:
(T%2, T 'y) + (T 'y, z) € ATz, T y).
Sommons membre & membre, Vz,y € Dom {T"+1), n > 2,
(T2, 9) + (T 'y, 2) + (T2, T '2) + (T?2, T y))
S (T2, Ty) + (T2, T"y) + (T"2, Ty) + (T"y, Tx)) .

n étant > 2, on a aussi, par récurrence, en supposant la relation du théoréme
vraie jusqu’a (n — 1): Yz,y € Dom(7™),

(T™z, Ty) + (T"y, Tz) < (T 'z, T%) + (T 'y, T?z).
Pour n 2 2, la relation s’écrit:
(76=24(Ta), Ty) + (T=D4(Ty), Tz)
< (T"7%(T2), T(Ty)) + (T"*(Ty), T(Tx))

ce qui est la relation du théoréme pour n —2, Tz, Ty, avec Tz, Ty € Dom (T™"1).
Donc Vz,y € Dom(T7!},n > 2

(T z,y) + (T 'y, 2) < (T"=, Ty) + (T"y, Tz).

La relation est vraie pour m = 1. Elle est alors vraie pour tout couple (m, n):
Elle est triviale pour m ou n = 0. Si m et n # 0: (par récurrence sur n,
p=m+n fixé)

Sim 2 n:VYz,y € Dom(T™*"),
(T g, y)+ (Tm+"y, z) (Tm"'“_la:, Ty) + (Tm+"'ly, Tz)

(Tm+n—2x’ T?,y) 4 (Tm+n—2y’ TZI)

NN

(T2, TMy) + (TTy, T z).
Sim< n:Vz,y € Dom(T™"),
(T™* "z, y) + (T "y, z) < (T2, y) + (Ty, @)
(T2, Ty} + (T"y, T z)
=(T™z, Ty} + (TTy, T"z). 1

11. COROLLAIRE. Si T esi un opérateur semi auloadjotni, alors toute puis-
sance de T' esl semi autoadjointe.

Il suffit de poser m = n.
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12. REMARQUE. Soit T un opérateur semi autoadjoint sur le préhilbertien
réel H.

Pour m,n € N, s1 T vérifie Yz € Dom (T™*"),
(T™ "2, z) = (T™=z, T x),
alors, Yz, y € Dom (7™*"),
(T™Hg — T™H My 2 —y) > (T7e — Ty, Tz — TMy).

11 suffit de développer, et d’appliquer 10.

13. COROLLAIRE. Soit T un opéraleur semi aufoadjoint vérifiant:
VneN, VzeDom(T"Y), (T"z,z)=(T"z Tz).

Alors, st de plus T est monolone, touie puissance de T est monolone.

Démonsiration. Il suffit de procéder par récurrence sur Pexposant de 7™, en
appliquant 12, 1

Ceci permet de donner la caractérisation suivante.

14. THEOREME. Une application T : D(T) — H, ou H est un espace
hilbertien réel, et D(T) C H, est un opérateur spectral conigue st el seulement s1

(1) Dom (7T") est conveze;

(ii) il eziste une fonction G s.c.i. telle que T = 8G, et G(z) = 3(Tz,z) sur
Dom (TY);

(iil) T est semi autoadjoint;

(iv) T est positivement homogéne (T{ez) = aTz, pour z € Dom(T), et
a2 0);

V) TUI+aT)=(I+al)T, a> 0.

Démonsiration. D’aprés 7 et 9, tout opérateur spectral conique vérifie les
conditions du théoréme.

Réciproquement, il suffit de vérifier le théoréme 7, et donc de montrer que
les puissances de T sont monotones, ¢e qui est vral, T étant monotone, d’aprés 5,
4et 13. 8
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