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ABSTRACT. In this article we define the category of Hopf (-von Neumann)
bimodules and a notion of [aar operatorial weight. For every locally compact
groupoid with a Haar system we give two such objects and characterize finite
groupoids in those terms.
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I. PRELIMINARIES

1.1. INPRODUCTION. Les travaux de V.J.R. Jones ([9]) sur la théorie de I’indice et
ceux d’A. Ocneanu ([11]) sur les invariants des variétés de dimension trois incitent
a généraliser la structure d’algébre de Hopf et la notion de poids de Haar ([3], [18],
(4], [19], [1], ...) au cadre des algébres d’opérateurs associées aux groupoides ([2]).

Nous abordons ce probléme avec le formalisine des algébres de Kac. On
suppose donc connue la théorie des poids et poids opératoriels, on adoptera les
notations classiques de [2], [5], [6].

Dauns le chapitre préliminaire sont rappelés des résultats fondamentaux dus a
J.L. Sauvageot ([13], [14], [15]). Le deuxiéme chapitre est consacré 2 la définition
des bimodules de Hopf; on formalise et unifie ainsi des résultats de T. Yamanouchi
([20]) et M. Maltsiniotis ([10]), en y adjoignani une notion de poids opératoriel
de Haar. Le trowsieme chapitre est consacré aux deux exemples fondamentaux
que permet de définir un groupoide localement compact G munt d’un systeme de
Haar, I'un est commutatif et 1'autre symétrique. Dans le quatriéme chapitre, les
groupoides finis sont caractérisés a ’aide d’une propriété du poids opératoriel de
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Haar généralisant (3], (2.2.1, HWii) et naturellement lide aux égalités heuristiques
dans G
(et =tyy™ ") = 1.

Trois questions restent ouvertes:

— Peut-on construire cette théorie dans le cadre des C*-algébres comme pour
les algebres de Kac ([4]) ou & partir “d’unitaires” multiplicatifs généralisant ([1)) ?

- Peut-on définir dans la catégorie que nous avons construite une dualité
prolongeant celles de [3], (4.1.1) et {1] qui échange les deux exemples du troisiéme
chapitre et qui ferait ainsi, du cas symétrique, un modéle fondamental de groupoide
quantique 7 Dans [21], T. Yamanouchi définit une telle dualité dans le cadre
purement algébrique de la dimension finie; I'axiomatique développée dans notre
article est certes plus lourde mais plus générale, et met en évidence d’intéressantes
propriétés d’invariance de deux poids opératoriels, analogues 4 la mesure de Haar
et au poids de Plancherel d’un groupe topologique localenient compact.

Une réponse a I'une ou l'autre de ces deux questions permettrait aussi de
caractériser les groupoides en termes d’objets cormutatifs d’une catégorie.

- De méme, a un groupoide est associé (3.2) un N-N bimodule M, ot M
et N sont commutatifs, pour définir les “duanx de groupoides” (3.3) il suflit de
prendre M quelconque et N toujours abélien. En toute généralité, exemple de
[17], c’est-a-dire I’action d’une algébres de Hopf sur une algébre de von Neumann
non necessairement commutative, releve du cas ot ni M, ni N ne sont abéliens,
cette situation fera l’objet de travaux ultérieurs ainsi que le cas de la dimension
finie en comparaison avec la théorie développée par T. Yamanouchi dans [21].

1.2. RAPPELS ET PRELIMINAIRES TECHNIQUES

1.2.1. NotaTioNns. On notera dans toute la suite, N une algébre de von
Neumann commutative munie d’une trace 7 normale, semi-finie, fidéle (n.s.f.1.).

Soit K un espace hilbertien, X une partie de P’algébre £L(/) des opérateurs
bornés sur K, p une représentation sur /i, normale et non dégénérée de l’algebre
de von Neumann N. L’espace hilbertien K a naturellement une structure de N-
module (en méme temps a droite et & gauche), notée K, (= ,K) en posant pour
tous £ dans K et tout n dans N:

nof= p(n)é.-

On notera Lx(K), le commutant de X dans £(K) et D(K,,7), I’ensemble
des vecteurs £ de K qui sont 7-bornés pour p, c’est-a-dire tels qu’il existe un
nombre réel k vérifiant pour tout élément n dans N;:

lle(r)EI* < kr{n"n).
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Si p' désigne une autre représentation normale et non dégénérée de N dans un
espace hilbertien K, on notera £, , (K, K') Pensemble des opéraleurs d’entrelace-
ment de p et p', on construit d’aprés [15] le produit tensoriel de K par K’ au
dessus de N, noté K, & K’ qui est le complelé séparé du produit tensoricl

T
algébrique D(K,, ) ® D(K},, 7) pour un produit scalaire convenable; on notera
&, Q79 p&, ou & <>T§ &' si aucunc confusion n’est possible, 'image dans K, @ o K
du tenscur algébrique élémentaire £ @ &', Si v désigne une autre trace n.s.f.0. sur
N, les deux produils tensoriels que l’on vient de construire sont isomorphes mais
Pisomorphistnie ne préserve pas les tenscurs élémentaires £ @ £’.
T

Soient m et 7' deux autres représentations normales et non dégénérées de
N dans des espaces hilbertiens H et H’, pour tous z, y respectivemen! dans
Lpp(K,K') et Ly (H H'), on définit naturellement un prodnit tensoriel
e ® yde K, (? «H vers K, @ ~H', les isomorphismes rappelés plus haut

ppl T !
montrent que ce produit tensortel est indépendant de 7; donc si p et o/ (resp. 7 et

7') sont égaux on I’écrira plus simplement z, ® ,y. On peut ainsi construire pour

toute sous-algebre de von Neumann R de L,ny(K) et pour toute sous-algebre

de von Neumann & de £y(n)(K') un produit tensoriel R, ® .5, indépendant de

T, qui a pour réalisation dans L{(K, ® »A') la sous-algébre de von Neumann de
T

L(K, ® ,K') engendrée par les tenseurs 7, % s pour tous les » dans R et tous

les s d;us 5.

De plus, si M' et M? sont des algébres de von Neumann opérant dans des
cspaces hilbertiens L' et L%, si #! ot 72 sont deux représentations de N, nornales,
préservant Punité, et & valeurs respectivement dans M! et M2, le cormmutant dans
L(LLy & p2L?) de Palgebre Lp (L) a1 ® 72Lpr2(L?) est, & isomorphisme normal

T
prés, indépendant de (L', L2, 7), on le notera M % e M2

Plus préciscment, si on considére v' et ¥ deux représentations normales non

dégénérées de M ct M? respectivement dans des cspaces hilbertiens K1 et K2,

N se représente dans K1 et dans K? par v! o ! et v% o w2 respectivemnent, et on a:
I par 7y Y P

1.2.2. TuEoREME. ([14], 1.2.4) (i) I exisic une unigue représeniaiion,
notée y1, % p2y?, de M, % 2 M? dans LK1 1 ® 420r2 /%) telle que pour toul
T

Ty dans Lig o, (L1, KY), toul Ty dans Ligy, (L2, K?), et toul Z dans M#, * g2 M2
(71 & T)Z = (31 % 2PN & 15).
(1) On a:

(Y1 *227”) (M % 22 M2} = v (M) y1op1 % 420m2 72 (M?).
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(iii) Si 11 el y2 sont fidéles alors ¥},  z2y? aussi.

1.2.3. COROLLAIRE. Soient z el y deuz opérateurs respectivement dans
Leny(L') et E,,:(N)(Lz) tels que opérateur T, @ a2y appartient & M), * 2 M2
alors on a:

%Lrl *,2";‘2(3},1 & .,,ny) = 71(::).],10,71 ® Tnaﬁ:”yz(y).

Démonstration. L’égalité de 1.2.2 (i) est vérifiée par lcs deux opérateurs
v % 2372 (20 @ r3y) eb YH(@)yr0m1 ® yrox272(¥) ; comme les vecteurs Ty @ T2(€)
engendrent K1, @ ;2 K2 si Ty, Ty, & décrivent Lig, (L2, K), L1a4.(L% K?) et
L,lrl 012) L2 respeTctivement, on en déduit le corollaire 1.2.3. 1

1.2.4. REMARQUE. Le théoréme 1.2.2 s’étend naturellement au cas ou y; et
72 sont deux antireprésentations.

D’aprés [13], proposition II1.4, si w et w’ sont des éléments positifs des
préduaux M} et M2 de M! et M? respectivement, la condition:

d{w o 7') d(w' o 7?)
T ( dr dr <o

permet de définir un élément positif de (M}, #,2 M?)., noté wy * gaw’. De maniére
T

plus générale, si ¢! et ©? sont des poids normaux semi-finis respectivement sur
M et M? tels que ¢? soit un N-poids ([13], definition IIL.10, p. 41) c’est-a-dire
tel que, pour tout élément positif z de M? et tout unitaire u de N, on a:

P (r(w)er(a”) = ¢*(2)
alors on peut construire un poids normal sur M2, * 2 M2 noté !, * r20%, qui est
T
fidele si ! et ©? le sont. Avec les notations qui précédent, on a:

1.2.5. LEMME. ([13]) Soit (¢2)aes une famille filtranie croissante d’élé-
ments positifs de M2 de borne supérieure @2, ef soit @' une forme linéaire positive
1 1
de M} telle que 5’—(%2 est borné. Si 3 est un élément positif de M2 tel que:

2 2
o s Iz
alors on a:
1 2 1 2
Pr1 * 7290 K SUP Y1 * x2i0,
T ae; T

1 2 _ 1 2
Prr X 207 = SUP L K 120,
T ol T

Démonstration. L’inégalité est une conséquence de [13], p. 43, I’égalité en
découle d’apres la définition de !, * 2%, 1
T
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Si P, est un poids opératoriel de M? dans m%(N), on montre que le poids
ply x(ro(n%) ™) o ) est indépendant de 7 et on le note:
T

Lp}rl *,rng.

On déduit alors du lemme 1.2.5 le résultat suivant:

1.2.6. PROPOSITION. Awec les nolations qui précédent, pour tout élément
posiiif « dans M,il * oz M?, Uapplication:

W War K 2 Py(x)

est dans Uezlension positive M} de M au sens de [5].

Démonstration. Pour limiter la lourdeur des notations, nous ne ferons pas ap-

paraitre les représentations m) et w3 dans les produits fibrés qui vont suivre. Solent

w el o deux éléments positifs M}, soit x un élément positif de
. . d ! 1 .

ML % z2M? soit 7 une trace n.sff. sur N telle que —ﬁ%—)— est borné,

d(wor')
dr’

d{w’on’ . -
alors et (“:J:,ﬁ ) le sont aussi. En posant v’ = 7’0 (72)~ o Py, on a:

(wWH+w)xPr= sup (w+w')xep.
0Ly’ T
peM?

On en tire factlenient I'inégalité:
(w+w)*x Pa(z) € w+ Po(z) +w' % Py(x).

Réciproquernent, on peut supposer que {w + w') * Po(z) est fini, ce qui entraine
que wx Py(z) et w’* Po(a) aussi. Soit (¥¥)aer une famille filtrante croissante dans
M2 convergeant vers 1. Pour tout réel ¢ strictement positif, soit ag et By dans /

tels que pour tous c«, 8 supérieurs respectiveinent a ag et fy on a:
wH Poz) Swxv(z)+¢
T

W' * Po(z) € ' % vP(z) + €.
T’

Soit v dans I supérieur i la fois & «g et FGy; d’aprés le lemme 1.2.5, pour tout v
plus grand que v, on peut éerire que:

wk Po(2) + w' * Po(z) Swx v (z) +w' 7 (x) + 4¢
TI 7—/

< (w+w)*x v (z) +4¢
7
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On en déduit Végalité:
wx Po(z) +w' % Poz) = (w +w') % Paz).

Soit & présent, (w;)jes une famille croissante d’éléments positifs de M} con-

vergeant vers w. On a clairement pour tout j dans J:
wj *Pz(z) L w *Pg(w).

Réciproquement, soit ¢ un réel strictement positif et oy dans J tel que pour tout

o dans I supérieur ou égal 4 ag on a:
wx Py(z) € wxv(z) +¢.
TI
Soit jo dans J tel que pour tout j dans J supérieur ou égal a jp:

supwg * ¥¥(z) S w; * v¥(x) +e.
ke 7’ L

On en déduit d’apres le lemme 1.2.5 que:
wi Py(z) Sw * v¥(x) +¢
TI

S supwr * v¥(z) +¢
keyg 7

Swj x v¥(x) + 2.
TI

La proposition en découle. @

2. BIMODULES DE HOPF ET POIDS OPERATORIELS DE HAAR

2.1. BIMODULES DE VON NEUMANN

2.1.1. DEFINITION. On appelle bimodule de von Newmann sur N, tout
triplet (M,s,r) o M est une algébre de von Neumann, et oll s et r sont deux
représentations normales, préservant l'unité, de N dans M, telles que, pour tous
n, n’ dans N, on a:

s(n)r(n') = r(n')s(n).

2.1.2. REMARQUE. La condition ci-dessus est moins contraignante que celle
de [10] qui exige que s et » soient & valeurs dans le centre de M ce qui exclurait,
méme en dimension finie, les “duaux” de groupoides (voir cas symétrique).
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Dans les conditions de la définition 2.1.1, M est de deux maniéres un
N-module a gauche, de deux maniéres un N-module a droite, et de quatre maniéres
un N-N-bimmodule. On notera ces structures: ; M, .M, M,, M,, .M,, :M., .+ M,,
»M,; par exemple los structures ; M et M, sont données pour tous n, n’ dans N

ct 1 dans M par:

n-m=s(n)m
8

n-m - n' = s(n)mr(n).
5 r

Si M est un espace hilbertien dans lequel M opére, I est un N-N-bimodule de
trois maniéres; on note ces structures ; Hy, » Hp, s Ho(= + Hy).
Par exemiple la structure ;H, est donnée, pour tous n,n’ de N et tout £ de

H par:
n-€-n' =s(n)r(n)E.

Ainsi, on peut définir quatre produits tensoriels hilbertiens de H par H au
dessus de N: 1, @ sH, H, ® -H, H, Qs) H, H, Qi) H. Comme N est commuta-
tive, on a, dans ET(H ® H) la relatlon s(n)s ® ,1 =1, ® rr(n). Du fait de la
commutation de s et 7, les opérateurs 1, @ ,s(n), 7(n)s ® »1 et r(n), ® »s(n) ont
un sens dans L(H, ® -H) donc dans M, « .M. L’espace hilbertien H, ® H et

algebre de von Neumann M % M deviennent des N-N-bimodules uotes respec-
tivement (M, @ » H);s ot (M %, M); en posant pour tous & dans H, & , H, tout
T T
x dans M; %, M, et tous n, n’ dans N:

W€ = () sl )€

n-z-n' =(r(n); @,1)z(l; @,.s(n')).
r s

2.1.3. LeEMME. (cf. [20], p. 10) Les espaces hilbertiens (Hy, @ +H)s ® H
et He @ -(H, ® H) soni canoniquement isomorphes et isométm’qures, ce qgi -
duzt m: isomo;phz'sme enire les algébres de von Neumann (M, x M), x M et
M, % (Ms %, M).

Démonsiration. Soient & dans D(H,,7), & dans D(. H,7) et h dans H.
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Calculons la norme de £, ® (A ® &) dans H, @ ,(H, ® H):
T T T

(&1 ®(h ® &), o;(h ® &2)) = {{&1,&1)r0 (@ &) h ® &)
= {[#{{&1,€1)ro )] @ &2, @ &2)

= (s({€2,€2)7)r({&1, €1) 7o ), )
= (r({€1, &) 70 )5({€2, &2} 7 ), )
=& ®[5((€2,€2) Yl & ® h)

={(& ® h) ; (€2, &2)r, &1 ® h)
={(& f§> h) ® &, (& ® h) %? &a).

Ce dernier produit scalaire étant & prendre dans (H, ® ,H), ® .H, on en
déduit, d’aprés [15] (remarque 2.2}, un isomorphismeT isométrrique entre
(H, ® H)s ® H et H, ® +(Hs ® +H); il est clair que cet isomorphisme échange
(CM(H) ® ,CM(H)) ® EM(H) et ,CM(H) 3 (Lar(H) Q? Lar(H)). On en déduit la

fin du lemme en passanl. aux commutants. &

2.1.4. REMARQUE. En vertu du lemme 2.1.3 on peut donc écrire sans paren-

théses les deux espaces: H, ® H; @ H et My %, M; x .M.
2.1.5. NoraTions. (i) Soit T la reflexion de H, Qs) ~H vers H, ® H, telle

que, pour tous &, &9 respectivement dans D(H, s) et ’D(H r), on a:

(& @ €)= &2 Q? &1
On note alors ¢, ) I'isomorphisme de M, » M sur M, x ;M défini, pour tout z
de M, « .M, par:
S(a,)fx) = BzZ*.

11) 8i £ est un vecteur de H, on note we la forme linéaire de M} définie pour
) ¢ ,

tout z de M par:

we(z) = (€, 8).
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2.2. BIMODULES DE HOPF ET POIDS OPERATORIELS DE HAAR

2.2.1. DEFINITION. (i) Soit (M,s,r) un bimodule de von Neumaunn, on
appelle coproduit de (M, s, r) tout homomorphisme normal injectif I' de M vers
My« M qui vérifie pour tout n dans N:

(a) Llr(n)) = r(n)s ®,1;
(b) P(s(n)) = 1s & rs(n);
(c) (Ts*rld) oI = (Id; %) o I';

on dit alors que le quadruplet (M, s, 7, I') est un bimodule de Hopf.
(i1) On dit qu’un bimodule de Hopf est commutatif si M est commutative.
(iii) On dit qu’un bumodule de Hopf est syméirigue ou co-commutatifsi Pon a:

s=r

S(r,r) © r=rT.

(iv) Si (M,s,r,I') est un bimodule de Hopf, on appelle co-involution de
(M,s,r,I') tout anti-automorphisme involutif j, de M, tel que:

jos=r

(ds*ed) o' =g myoT 0.
On dit alors que (M, s,r, 1", 7) est un bimodule de Hopf co-involutif.

2.2.2. REMARQUE. (i) Les définition 2.2.1 (i) et 2.2.1 (ii} expriment que
[' est un morphisme de N-N-bimodules de M, dans ,(M; » M), et donnent,
d’aprés le lemme 2.1.3, un sens a la définition 2.2.1 (iii). De méme, la premiére
égalité de définition 2.2.1 (iv) exprime que j est un morphisme de N-modules de
M, vers M, 'application j; .7 est donc a valeurs dans M, x ;M ce qui donne un
sens & la deuxieme égalité de la définition 2.2.1 (iv).

(i1) La définition du coproduit donnée ici differe de celle de [21] par 1'algébre
d’arrivée et le fait que 'on a I'(1) = 1.

(ii1) D’apres les paragraphes 1.1 et 1.2] les définitions de 2.2.1 sont indépen-
dantes de la trace 7 n.s.ff. sur N.

2.2.3. DErFINITION. (i) Soit (M, s, 7, T) un bimodule de Hopf sur N, on dit
gu'un poids opératoriel n.s.ff. P de M dans »(N) cst un poids opératoriel de Haar
pour (M, s,r,T) si pour tout w dans M, et pour tous z,y dans Mp on a:

(ws *,PYT =wo P.
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(ii) Si de plus j est une co-involution de (M, s, r,T), on dit que 7 est com-
patible avec (M, s,#,T, 7, P) si, en outre, on a pour tout ¢ dans R:

joai‘:P = o';mpoj,
(i11) On définit naturellement les morphismes de ces differentes classes d’alge-
bres qui sont donc des catégories.

2.2.4. REMARQUE. La catégorie sous-jacente a la définition 2.2.3 (i) contient
les algebres de Kac définies par M. Enock, J.M. Schwartz, G. Kac, L. Vainermann
et les groupes “quantiques” au sens des théories developpées par S.L. Woronowicz,
S. Baaj et G. Skandalis; ces algebres correspondent & la situation ou algebre
N est réduite au corps des complexes. Nous allons maintenant montrer que ces
catégories englobent également les groupoides localement compacts munis d’un
systéme de Haar ainsi que leurs “duaux”.

3. EXEMPLES FONDAMENTAUX ASSOCIES AUX GROUPOIDES

3.1. NoTaTIONs. Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations et définitions de
la théorie des groupoides données dans [12] par J. Renault.

Soit G un groupoide topologique localement compact muni d’un systéme de
Haar {A* | u € G°}; on note p une mesure quasi-invariante sur G°, v la mesure sur
G associée, v~ ! la mesure image de v par Papplication (z — 271} et § la dérivée
de Radon-Nikodym de v par rapport 4 #~1. On peut donc définir les involulions
isométriques fondamentales J, J et jo de L%(G,v) et L®(G,») en notant pour
tous f dans L%(G,v), ¢ dans L=(G, v) et v-presque tout z dans G:

J(f)(z) = f(z)
N o=
J(f)(z) =677 (z)f(=7")
je(g)(z) = g(z™').
En particulier on a:
Wy o jG == w_fj.

L’algébre K(G) des fonctions sur G & support compact a deux structures
d’algébre involutive et permet, grace & A,, de définir deux algébres hilbertiennes
a gauche dans L%(G,v).

Le produit et Pinvolution dans le premier cas sont donnés, pour tous f et g
dans K(G) et tout z dans G, par:

fe(z) = f(=)g(=)
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fr(2) = f(=).

Dans le deuxidine cas ils sont définis par:

Trga) = /f(S)g(S_]:r) d)\r(m)(s)
(&

P(z) = 6 Fa).

Les algebres de von Neumann de leur représentation de Gelfand-Segal s’iden-
tifient & L ((, v) opérant par multiplication dans L%(G, v} pour la premiére, ct
a Valgebre £((), de la représentation régulidre gauche de &, notée L, opérant par
convolution (cf. [12]). Ces deux algébres sont en position standard dans L*(G, v).
Le commutant JL(G)J de L(G) dans LG, v) est égal a lalgebre R(G) de la
représentation réguliére droite, notée R, de (& plus précisément, si [ est dans
K(G), on a:

TL(f)T = R(6% f1).

Les algébres L™((, v) et £(G) sont deux exeinples fondamentaux de bimodu-
les de Hopf co-involutifs sur L°(G?, 11); elles sont munies d'un poids opératoricl
invariant a gauche. On prendra pour H Pespace hilbertien LG, v). Les applica-
tions s ¢t » (source et but) permettent de définir deux représentations notées sg
et rq¢ de L®(GY, 1) vers L®(G, v) en posant pour toul f de L®(GP, p) et pour

v-presque tout x de G-

[re()(x) = flza™")
[sa(A)x) = flz™"2).

I} est alors clair que (L°(G,v), sg, rg) est une N-algébre de von Neumann.
On définit deux fonctions A et X, de L}(G, ») dans LG, ), en posant pour
tous f dans L}(G,v) et p-presque tout u dans G°:

M) () = / #(z) ¥ (2)

V(O = [ @),
G
Pour tous ¢, 7 dans {s,7} on note:

Giy={(z. v} | (z,9) € G2 i(x) = j(y))}.
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i f4 2 .2 .
On définit une mesure positive v?; sur Gf; en posant pour tous f,g,h,k

respectivement dans (G2 ), K(GZ,), K(GZ,) et K(G2,):

20 = [ [ 1@ axe o) auw

G0 G2,
o) = [ [[ 903w a3 (5) autw)
Go 61,
2,0 = [ [[ hen a0 axw) dutw)
Go GE..
2,6 = [ [ ey 57 N (@) 0 ) ).

GO G2

On note G®) I'ensemble des triplets (z,y, 2} onr (z,y) et (y, z) sont dans Gf,, et
v la mesure sur G(3) définie pour tout f dans K(G(®) par:

v3(f) = / /[ flz,y,2)) AN @) dA* ) () dA¥ () du(u).

GO G(®)

3.2. CAS COMMUTATIF

3.2.1. LEMME. Awec lt;s notaitons qui précédent, on o Uinclusion:
K(G) € D(LAHG, v)s, p) N (LG, v)y, ).
Démonstration. Soit f dans K(G); si on note supp(f) son support, on a:
supp(A(f)) C (supp(f)) - (supp(f))~"

supp(X'(f}) C (supp(£)~" - (supp(f)).
On en déduit le lemme d’aprés {20] (2.1). &

3.2.2. LEmME. (cf. [20], (2.1), (2.2)) (i) Pour tous éléments 1, j dans {s,r},

les espaces hilbertiens L?(G,v); ® ; LYG,v) et LQ(G?j, u?j) sont canoniquement
< FERCH

isomorphes isométriques, les algébres de von Neumann L(G,v); % ;L°(G,v) et
L®(G?;,v};) sidentifient.
(i1) Les espaces hilbertiens L2(G,v), @ ,L*(G,v), ® LG, v) et LH(G®), %)
u r
sonl canoniguement isomorphes el isoméirigues cc qui permet d'identifier

LG v)r %o L2¥(G, 1) % L2(G,v) et L®(G3), %),
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Démonsiration. (i) Les quatre premiers isomorphismes proviennent de [20],
(2.1) et (2.2), ils permettent d’identifier les algébres L*(G,v) @ L®(G,v) et
"

L®(G? ., v?#.); en passant aux commutants, L (G, v);x; L® (G, v) s’identifiec aussi
) 1 ] 3 J )

14,50 Vg
b 00 (12 2
a Lo ri,j,lliyj).

(it) D’apres [15], (2.2) et (2.3) et le lemme 3.2.1, Pensemble des f1 ® h ® f,
noon

olt f, et f, parcourent K(G) et h parcourt L*(G,v), engendre un sous-espace

vectoriel dense de LG, v)s ® LG v)s @ L%(G,v); or, d’apres le lemme 2.1.3,
4 u

si fi, f5 sont dans K(G) et &' dans L%(G,v) on a:

(i oho fo, /1 ®N® f)
" 1 1% i

=((/i % h) ®, fa, (fy ® h') @  fa)

= (h & s(lfa, )00 & 1)

- / / AT for £y g () ) () AN (2) dpa()
GG (’,’2

= [ J[ 57w [ 2750 0@ ax ) ax @) du)
G

GO G2
= [ J|] AW RTR 0 3O 4 () dutw).

GY G

On en déduit que L¥(G, v), @ LG V), @ LG, v) et LQ(G(S), v3) sont isomor-
B n
phes; la fin de (ii) se démontre comme celle de (i). n
3.2.3. ToiorEME. En posant pour tous & dans L*(GE, v},), vt -presque

tout (x,y) dans G2 _ et f dans L=(G,v):

Weé(z,y) = &(z, z2y)

FG(f) = WG(l'r@r.f)WE':
on défintt un somorphisme isoméirigue Wg de H, @ H sur Hy ® H gqu’on ap-
r #

t

pellera isométrie fondamentale de (G et tel que le gquintuplet (L°(G,v),s¢, 7,
I'c,jc,) est un bimodule de Hopf sur L= (G 1), commutatsf et co-involutif.

Démonstration. D’aprés [20], (2.3}, Wg est un unitaire et on a pour tout £
dans 142((?2},,,1/;‘}) et ¥Z,-presque tout (z,y) dans G2,

W€z y) = &(x,27'y)
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Un calcul élémentaire prouve que pour tous f dans K(G), v? -bresque tout (z,t)
dans G2, et £ dans LA(G?,,v?,) Dégalité suivante est vraie:

(Ta(£))e(z,t) = f(=0)E(z, 1)

Ceci entraine, d’aprés 3.2.2 (i) et (ii), que T'g est a valeurs dans L®(G,v); x
L®(G,v) et (Tg), % i dans L(LZ(C’(E')) v®). Plus précisément, d’aprés 1.2.3,
pour tous g, h dans K(G), et v>-presque tout (z,y, z) dans G on a:

(Tg)s *+i)(fs @ eg)(z,9,2) = Te(f)s @ rg(z, v, 2) = flzy)e(z).

Par linéarité et continuité on en déduit, pour tout ¢ dans L®(G2 17 ) et v3-

T

presque tout (z,y, z) dans GG®), que:

[(Tg)s xril(¥)(z,y, 2) = Y(zy, 2).
Ainsi pour tout f dans L®(G, v) et v3-presque tout (z,y, z) dans G on a:

(Ta)s *ri(Ta (M2, 4, 2) = Ta(f)(zy, 2} = f((zy)2).

Un calcul analogue prouve P’égalité suivante:

[is %, (P T2y, 2) = Talf)(x,y2) = f(2(y2).

La propriété d’associativité de G permet alors d’affirmer que I'g est un coproduit.

D’apres la définition 2.2.1 et le lemme 3.2.2, Papplication (jg)s *»(jg) est &
valeurs dans L°°(C”, ”); une démarche shmilaire 4 ce qui précéde prouve que
pour tout % dans L®(G7 ,,v2,) et v -presque tout (z,y) dans G2, on a:

[(G6)s *r(ic)(z, 9) = (=™ v7").

En utilisant & nouveau le corollaire 1.2.3, on a pour tout ¢ dans L®(G? et

3,r JT)

m-presque tout (z,y) dans C’r_s.

S ($)(2,9) = (y, z).
Donc pour tout f dans L®(G, p):
[(Ge)s *r (N (Ta (N2, y) = Ta(H"" vy ) = fz""y ™) = f({yz) ™)
= (Je o fi(yz) = (T o jo © f)(y, z)
= (sis,ry 0 T 0 jg o f)(z, ).

De plus pour tout g dans L®(GP?, i), pour v-presque tout x dans L?(G, v}, I'égalité
suivante est vraie:

(J6 0 56(9))(2) = 56(9)(=z™") = g(zz™") = ra(g)(z).

On en déduit que jg est une co-involution de (L®(G,»),s¢,rg,I'g). 1
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REMARQUE. Ce dernier théoréme est une modeste contribution a humble
remarque qui suit la définition 3.1 de [20].

3.2.4. LEMME ET DEFINITION. [l czisie un unigue poids opératoriel n.s.f.f,
que nous nolerons Pg, de L™=(G,v) dans rg(L°{G% 1)), tel gue:

{Yv=mpo ra] o Pg;

(Jl) P(_; =7Ta o A
Ou appellera Py le poids de Haar de L®(G, v).

Démonstration. (i) Les mesures v et po 1"51 g’assimilent a des traces; d’aprés
[6], 5.1 il existe un unique poids opératoriel Py vérifiant (i).

(i1) est une conséquence immédiate de (i).

3.2.5. REMARQUE. En identifiant L%°(GY, x) et ra(L*=°(G°, u)) et en util-
1isant le méme abus de notation que dans [13], on assimilera A et Pg, et donc v

avec p1o Pg.

3.2.6. LEMME. Pour tous g dans L*(G,v) et ¥ dans L= (G?, 12 )t égalité

sutvante est vérifée:

[n)e#- (PN = [ $(z,9)9(2) 42, (2.).
Gir

Démonstration. D’aprés [13], 1114 et 1I11.11 on a:

(wWy)s *+(Pg) = (wg)r % rv = sup (we)s * r(wn)-
hEMi)l
Ihlloa <

Or si h appartient & K(G):

wodexeon)(¥) = [ (a0 a2 (2, )
Gz,

le lemme en découle rapidement. 1

3.2.7. THEOREME. Le quintuplet (L°(G,v),sg,re, c,jc) est un bimodule
de Hopf co-involutif et commutalif, Pg est un poids opératoriel de Haar, le poids p
est compatible avec (L*(G,v), s¢,ra,Va, jg, Pc); de plus, pour tous f et f' dans
Npg et pour tout élément positif w dans L(G,v)., on a:

(3.1) (ws %+ Pa)(Le(f)(L: ® 7)) = (w0 dg)s *» Pel((Ls @ - H)Te(f)).
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Démonstration. Soient ¢ dans L®(G,v), w dans L®(G,v)} ct ¢ dans
L%(G,v) tel que w = wy; d’aprés le lemme 3.2.6 et la propriété (3.2) d’invariance
a gauche du systéme de Haar {)¥ | u € G°} (cf. [12] 2.2 (11)), on peut écrire que:

[(wg)s *(Pa)(Ta(e)) = / Po(9)(z, 1)97(z) dv2, (z,7)

G2

- / o(z)g7(z) dv? (3, )
G'?

LD / (z3) AN () D () dp()

GO &

//gg / (6) A1) dA¥ (2} dp(u)

- / / 67() Pa () (@) A" (z) dpu(u)
G0 G
=wo Pe(yp)

(3.2)

on en déduit que:
[(wg)_, *.(Pg)loeTg =woe Fg.
Soient f et f' dans Np,; d’aprés le lemme 3.2.6 et (3.2) on sait que:

[(we)s %+ (P)(Ta(F)(Ls @ o)) f Flay) I (v)e7(2) 72, (2, )

//gg(:c /f(zu ['(y) A O (y) da¥ (2) dus(w)

G° G

f/gg )/f(t)f (27 0) dATE () dA (&) dye(n)

G G

/qq(z D /f ‘(a:t) dA*EN(1) du(x)

//Jng(a /f(t)f () AN A () dp(u)

G G

- / FOTa(f) e, )T gTa(x) dv? (1)

= [(wg,)s %+ (Pe))((Ls @  H0G(T))
= [(wg © )5 *r (Pa)l((Ls ® T (F)).
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Le groupe modulaire de » étant trivial, u est donc compatible, et on en déduit

le théoréme. B

CAS SYMETRIQUE

3.3.1. NoTATIONS. On sait d’aprés [12] que rg(L%°(G°, 1)) est incluse dans
L(G); on peut donc assumiler I'application r¢ & une représentation de L®(G°, y1)
dans L((), on note 5¢ et 7¢ deux copies de celle ci; pour simplifier on n’écrira

pas toujours (7 en indice dans ce paragraphe.

3.3.2. DEFINITION ET PROPOSITION. ([20], théoréme 2.6) Si on note pour
tout 2 dans L£(G):
ja(z) = Jz*J
F(;(:E) = Wé(l’s ®,.1)Wg
alors le quintuplel (E((?),gg,FG,f(;,Ec;) est un bimodule de Hopf syméirique,
mum' d’une co-involution, et tel que pour tout f dans K(G), pour tout & dans
L¥(G2,,v2,) et toul (z,y) dans G2, on a:

Bo(L(NE(9) = [ Fo)e(s7 0,57 9) X (s).
G

Démonstration. Le fait que T'g vérifie 2.2.1 (1), (a) et (b) est un calcul de
routine et (c) est une reformulation du théoréme 2.6 de [20]. Soient f dans K(G),
& dans L2(GZ ., v2,), et (s,t) dans G2 ,; on a:

Ky © FalLUNNEG, 8) = (B (L(f))Z"Je (s, 1)
( (f)) ] (trs) = [FG(L(f))E*]f(ﬁ’s)
(2

V(e 2 s ) AN ) ()

Q\n\ﬁ =

F(@)e(@™" s, 27 1) AN (2) = T (L(f))E(s, ).

On en déduit que (£((), 56, 7q, fg) est un bimodule de Hopf symétrique. On peut
remarquer que J est dans £, (L (G, v}, L¥(G,v)), d’aprés le théoreme 1.2.2 et
la remarque 1.2.4, pour tout a: dans L(G)s; ® rL(F) I’égalité suivante est donc
vraie:

(o *je)(z) = (o *ja)(=) - ] % J7 &)
={(J 03 Nz*)J cizo J.
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Ainsi, pour tous f dans K(C), € dans L2(G2,,12,), et (s,) dans G2 on a:

[(Ga % 3a) o Ta(L())E(s, 1) = [(J @ DT (L)W ® (1)

=

=15

(LI % JYE(s, 1)

Flz=1¥(z—1E(x~1s, 2~ 1t) dAr()(z)

A

= [ £ )8ae( a7 ) N O(a)

= T o Je(L(f))-
La fin du théoréme en découle. &

3.3.3. RAPPEL. D’aprés 3.1, sur £{G) il existe un poids canonique, que lui

confére la théorie de Tomita, et que nous noterons ¥ (voir par exemple [12]).
3.3.4. TREOREME. (i) Il eziste un unique poids opéraioricl, que nous note-
rons Pg, de L(G) dans Fa(L°(G, 1)) vérifiant:
v=po ﬁc;

(i1) Pour tout f dans K(G) tel que L(f) est positif on a:

Pa(L(f)) = /1G°.

Démonstration. D’aprés 3.1 le groupe modulaire de ¥ s’écrit, pour tout = de
L(G) et tout nowmbre réel t:

af(ax) = AltzA~T

ot Al' désigne opérateur, dans L%(G,v), de multiplication par la fonction a
valeurs complexes (g — 6(g)), donc ce groupe modulaire laisse fixe point par
point ’algébre 7¢(L® (GO, pt)); d’aprés [6], 5.1 il existe un unigue poids opératoriel
Ps qui vérifie la premiére égalité, d’od (i). Soit f dans K(G) tel que L{f) est posi-
tif; d’apres la théorie de Tomita, il existe, dans 1’algebre hilbertienne achevée de
K(G) pour la convolution, une fonction h de LG, v) telle que:

f=h%h
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Soit & dans K(G°); on a:
/ k(u)Po (L(f)(w) du(u) = p(Po(L(F)k) = po Po(L(h! « h)ra(k)))
= D(L((hrg (k)" x b)) = v(hhri(k)) = po Pg(hhrg(k))
//hh(:c k(zz™ ') dA*(z) dp(u) = /A(u)/hﬁ(z) dA*(2) dp(u)

GY G G
= [ k)t 1) () = [ Bw)7() dnta).

La fin du théoréme en découle. R

REMARQUE. Le poids ﬁ(; est, “I’espérance conditionnelle généralisée” définie
dans [12].

3.3.5. LEMME. Pour tout élément positif w dans L(G). et tout f dans K(G)
on a:

(W)s % # Pa)Ta(L(f' % £)) = w o Po(L(f' % ).
Démonstration. Dans ce qui suit et pour simplifier ’écriture, on ne fera pas

réference a 5, 7 ety dans les produits fibrés x. Le bimodule de Hopf (£(G), 3¢,
7¢:, Lg) étant symétrique, pour tous f, € et 5 duns K(G), on a:

(we xwn)Ta (LU % 1)) = (we *wy )5 ) © Ta(L(fH % £)))
= (e & 2 )sCsa 0 © Fa(L(f! % £)))
= (wn T (L > )))
= (wy % we)(Ta (L(FY % 1))).

De méme on peut écrire que:

(e %) Ea (LU % 1)) = e 6 (T 5 1)

- //(fn*f (s)E(s™ a)(s ™ y) AN ()8 )l) Ao, (2, y)

62, G
/ / / / (F % FY()E(s™ 2)n(s™ 1) AN (5)E(2)(y) AN () X (3) dpa(u)
GO G G G

- f / / (F % ) (s)E(s™ (s )dA“(s)) E(2) A% (2))77(y) A (3) dp(w)

(¢

= / ( / 715 109) / E(s 2)E(2) AN ) (&) | (571 y) d/\*”(s)) (y) dv(y).
G G G
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En posant pour tout s de (7 et tout ¢ dans K(G):
ho(o) = (1 1)) [ (6™ p(a) N ()
G

on définit ainsi une fonction i, de K(G) et l'on a:

(33)  (we xwy)(Fa(L(M % ) = (wy xwe)(Ta (LU * 1)) = wy(Llhe)).

D'aprés [15], 2.2 (a) on déduit de Iégalité précedente que pour tout w dans £(G)}:
we % (LY % £)) = wxwe (LU * 1)) = w(L(he).

Ceci entraine que L(hg) est positif.
Soit (k;)ies une unité approchée de L((7) incluse dans K(G) (cf. [12]); alors
en posant pour tout 7 dans I:

1

7 =67k,

on a:

R(p) = JL(k:)J

Cela entraine que la file (wy, )ies converge faiblement en croissant vers ¥. Donc,

pour tout w dans £((7)F tel que w < ¥ et pour tout £ dans K(G) on a:

(weo P)LUA % 1) = [ ra(f # 6@ ) dv(a)

G
= /f“*f(u)/f(x)f(m)d/\"(;t:)d;.t(u)
Go G

= u(helG°)
= U(L(he)) {car L(/¢) est positif)
= li}nw,,‘(L(hf))

= ]i}nwf *w,,'(f“(;L(f” *f)) (suivant (3.3))
= (we * D)L(F* * F)) (suivant le lemme 1.2.5)
= ((we)s % ¢ Pa)Ta (LS  £))).

On a donc pour tout & dans K(():

((we)s #: P)T (LU # 1)) = (we o Pa)(L(f1 * 1))
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Or les applications:
(@ = (ws *# Pa)(La (L' % ))))
et

(w = (w o Pa)(L{(f' * f)))

sont, d’aprés la proposition 1.2.6, dans Pextension positive ﬁ@ de £(Q) et
donc égales pour tout we avee € dans K(G); comme la deuxi¢me est dans M, on
en déduit leur égalité partout d’aprés [7], lemma 1.4. &

3.3.6. LEMME. Pour tout z dans £(G); + +L(G), tout nombre réel positaf {
el tout €lément positif w dans L(G). on a:

(1) (i % 20! )(2) = (1 © £ A%)2(Ls @ 2 ATT);
(i) f(;o? = {i; *1*-0?)’1:(;;
(iii) (ws % ¢ Pa)(is %707 ) = ws % Pg.
Démonstration. Soient T dans Liq1a{L* (G, v), LG, v)) (=£(G)') et 1" dans
Lig,or (LG, v), LA((, v)); alors pour tout z dans £L(G) on a:
(AT = (AT

ce qui permet d’affirrner que pour tout z dans £{G); x+L{G) 'égalité suivante est
vraie;

(T ® s A~ Tz = 2(T ® ;AT
ceel entraine que:
(1 ® s A 2(1; @ s AT @+ T) = (T5 @ 5T') 2.
L’assertion (i) est alors conséquence immédiate du théoréme 1.2.2.
(ii) Soient f,¢ dans K(G), ¢ dans R et (2,y) dans G ; on peut éerire que:
[Foot (LN y) = Lo (LE e, 1)
= / E(s)F(s)e(s z, s y) AN ()

G

=) [ £ 6,5 XE)

= 6" (y )f~ (L)) (L5 & :A™M)e(z, y)
= (1 {t)r<,(L(f)><1 ® s ATE(z, y)
= [(is % p0? )L (L()))E(x, v);
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on en déduit (ii).
Soit.w un élément positif de £(G)., & dans L2(G) et (g )res la file dans K(G)
définie dans la démonstration de 3.5; alors pour tout x dans £{G); +¢L(G) on a:
(ws % Pa)(is xpaf J(w) = (wi %2 Pe)((1 0 ¢ A )a(ls @ 2 A7)
= limwe xwy, (15 09 A2 (15 & AT
L€

= EQ}ME ? Wity ()

=wek(Vooy ) u) = we x V(1) = ws ¢ ﬁ(;(a:);
on en déduit le lemme. 2

3.3.7. THEOREME. Le poids Py est un poids opératoriel de Haar pour le bi-
module de Hopf (L{(7),5¢,7a, D) et ji est compatibie avee (£(G), 56,7, Ta, Pa).

Démonstraiion. Pour tout élément positif w dans £(G)., soit & dans L*(G, v)
tel que:
W = wf.
Pour tous ¢ dans R. et x dans £(G), d’aprés {L6], théoréme 3.1, p. 46, on a:

“’op “(2) = [Dw : Dy]'o? " 2)[Dw = Dp] 7.

Conmme I’ ¢ est un morphisme de bunodules et que w; P( est un LS (G0, p0)-poids
([13], ML.12 (b)) sur L{G}s * :L(G), on peut éerire que:

(wi %+ Pir) o Tes (aoPa )
= (ws % Pe)(Ca([Dw : Dplto? (2)[Dw « Dy]=t4)
= (ws % ¢ P )[(F([Dw - D) )s © 1)11.(01 2))(F([Dw - Du]"); & ¢1)]
= (ws %7 P(,)(l ® 7 ([Dw : D/J]")I‘( (a ()1: & #7([Dw : Dp]™'Y))
= (ws % ¢ PG)(FG(U;'(I)))
= (ws ## Pe)((s % 107 )T ()
= (w; *k,:ﬁ(;) ° i:(;(.r)
Le poids (w; *r-xac) o T est un poids normal égal & w o Pg sur L(K(G)) (en
particulier il est semi-fini), il est stable par le groupe modulaire de ce dernier
d’apres ’égalité ci-dessus; l’algébre L{K(C)) est elle méme stable par ce groupe
modulaire, le poids opératoriel P est. donc un poids opératoriel de Haar d’apres
[16], théoreme 6.2.
Soit f dans K(G) et ¢t dans R, on a:
= v oy e—i — v =
gool (L(f)) = 3(L(E ) = L T') = ol (L(F) = of o 5(L(1))-

On en déduit la fin du théoréme. 1
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3.3.8. REMARQUES. (1) On peut sans grandes difficultés généraliser les ex-
emples qui viennent d’8re traités au cas des groupoides mesurés au sens de P. Hahn
(7], [8D)-

(i1) En dimension finie, les exemples de bimodules de Hopf présentés dans
3.2 et 3.3 sont des “réduites” des algebres de Kac généralisées associées a un
groupoide fini dans [21], Section 2. Avec les inémes notations, si e(® et f(2)
désignent les projecteurs I'*(1) et I'(1), ce sont les supports initiaux et finaux
de Pisométrie partielle W§ définie dans [21]. L’isomorphisme isoinétrique We
de théoréme 3.2.3 est la partie “unitaire” de W, on peut identifier les algébres
LG phe)s *r L (G, o) €l c(z)(L“’“’((_}',/LG)oﬁ)L‘”"((_}', ,u(,))e@) ainsi que les algébres
L(CYaxs £(C) eb fOLIG) 0 L(G)) fP); ceci peret didentifier P et Ad(e(?)o I
ainsi que L' et Ad(fP) ol

Dans le chapitre suivant nous allons caractériser directement les groupoldes
finis en termes de bimodules de Hopf commutatifs munis d’un poids opératoriel de

Haar.
4. CAS COMMUTATIF IFINI

Dans tout ce qui suit, (M,s,r, I, j, P) désigne un bimodule de Hopf sur N muni
d’un poids opératoriel de Haar dans les conditions de théoréme 3.2.7 et qui est de
dimension finie. On peut alors supposer que N est aussi de dimension finie, les
algébres M et N sont ainsi des C*-algébres commutatives de spectres finis notés
respectivement Z et Z9; grace aux isomorphismes de Gelfand on peut identifier M
al'algebre C(Z) des fonctions sur Z et N & (7(Z%). D’aprés la remarque 2.2.2 (iii),
on peut supposer que g est la mesure de comptage sur Z° Dans ces conditions,
il existe deux applications, notées sy et rz, de Z dans Z° telles que, pour tous f
dans C(Z9) et z dans Z, on a:

s(F)(2) = f(s2(2));

r(f)(z) = f(rz(2))-

De méme il existe une involution de Z: (z — z71) telle que pour tous z dans Z et

g dans C(Z) Végalité suivante est vraie:

Wg)(z) = g(z71).
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On note alors:
20 = {(2,) € 22| s5(=) = ra(='))
Z¥={z€Z|rz(z) = u}
723 = {(z,2, ") € 23| (s, ') € 23 (', ") € 2},

£2n particulier, d’ aprés I'égalité j o s = », pour tout z dans Z on a:

rz(z7") = s2(2)
et donc le couple (z,z71) est dans Z(2).

4.1. LEMME. Les algébres C(Z2)s%,C(Z) et C(Z)s %, C(Z)s x, C(Z) s7identi-
fient respectivement @ C(Z) et C(Z3).

Démonstration. Notons Pz Iespérance conditionnelle de '(Z) dans (7(£°)
définie pour tous f dans (/(Z) et v dans Z° par:

Pz(f)(u) = D> f(=).
zEZM
Soit vy Ja mesure sur Z égale & 1o Py et #!*) la mesure de comptage sur Z13). Un
calcul immédiat permet d’affirer que pour tous f, f/, ¢, ¢’ dans L*(Z(3), (2)),
on a dans L3(Z, 1) o0 L3(Z, 1)) Pégalité suivante:
u

(f&gf ©y)= SO FF()99();

(.:,:‘)EZ(2)

F] . > . . * . o3 2y
on en déduit un isomorphisine isométrique de L7(Z,1n) @ L¥(Z, ;) sur
i

L*(2® 1/2)); cet isomorphisme échange C(Z), »,C(Z) et C(Z™)). La deuxiéme
identification s’obtient de maniére analogue. &

4.2. THEOREME. Un bimodule de Hopf co-involutif de dimension finte, muni
d’un potds opératoriel de Haar, dans les conditions de théoréme 3.2.7, est com-
mulalif st el sewlement s'i est isomorphe au bimodule de Hopf, muni d’un poids
opératoricl de Haar, associé & un groupeide fini, sa topologic cononique el un

systéme de Haar.

4.2.1. REMARQUE. La condition 3.2.7 exige que 1, & ,f existe pour tout f
dans le bimodule et donc que s et » solent a valeurs dans son centre (cf. remar-

que 2.1.2).

Démonstration du théoréme 4.2. D’aprés 3.2.7 la condition nécessaire est
évidente. Si I'on considére, réciproquement, {M,s,r,I',j) un bimodule de Hopf
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sur N, conunutatif, co-involutif de dimiension finie, muni d’un poids opératoriel
dans les conditions de ’énoncé, on peut done lui appliquer ce qui précéde. En
particulier, selon le lemune 4.1, T’ est un morphisme de C*-algébres de C'(7) dans
C(Z@). BEu utilisant les isomorphismes de Gelfand, il existe une application de
Z®) vers Z, qui & toul. («, y) de Z(2) associe une image (le produit) notée zy telle
que, pour tout f dans (/(Z):

P/, y) = fay).
Les conditions 2.2.1 (a) et (b) se traduisent pour tout (g,y’) dans Z?) par:
vz(9y’) = rz(y)
s5z2(99'} = sz(9').
Ainsi pour tout (z,y,z) dans Z®), on a:
s2(2)-= r2(y) = r4(y2)

sz(2y) = sz(y) = rz(2)

el done les couples (i, yz) b (xy, z) sont dans Z¥). L'unicité de Py ,7 et is %,, T
pertiet d’atlivmer que pour tout f dans (7(Z(*) on a

(s %) fl,y,2) = [(2y, =)
(is % DY (2, 2) = S, 2).
Légaliteé de (Ts )T et de (i %, T)I se traduit par:
v(yz) = (2y)z.
De méme le fait que j est une co-involution permet d'écrire que:

(2y)” =y e

Soit u dans Z° et A, la mesure de Dirac au point u sur {/(Z°%); en notant A* la
mesure Ay o P, il est immédiat de constater que A* a pour support Z% et gue
Pégalité 3.1 de théoréme 3.2.7 entraine pour tous f, g dans C/(Z) et zo dans Z:

/f(woy)g(y)d/\’(“"”(yJ :/f(:l/}.v(wJLy) AT @) (y).
[ [«
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Si (zo,y0) est un élément quelconque de Z(2), appliquons cette derniere formule
aux fonctions caractéristiques respectives de {zoyo} et {yo}. Le membre de gauche
n’est pas nul celui de droite n’a cette propriété que si:

a5 (zoyo) = wn.

Si (z,t) appartient & Z(), alors (¢=1,271) est dans Z(?) et ’égalité précedente

prouve gue:

(zt)t™" = [ty )" = =) = |

t2

Ainsi Z est un groupoide, de plus si = et { sont denx éléments quelconques dans
Z tels que =z~ = 11! on a:

rz(zz™ !y = ra(et™").

Ceci entraine que
rz{z) = rz(1).

réciproquement, si z et f sont dans Z ct tels que rz{z) = rz(t), alors (z27", 1) est
dans Z(*) et:
2 V= (2 = ) =

Donc on peut identifier Z° et I'espace des unités de Z. En notant v la mesure
i o P, le bimodule de Hopf co-involutif (M, s, » T, 7) s’identifie & Pexemple du
théoréme 3.2.3, 'ensemble {A* | u € Z°} est un systéme de Haar pour Z, et P est
le poids opératoriel de Haar associé; le théoréine en découle. 1

4.2.2. REMARQUE. Le théoréme 4.2 est a rapprocher de [21], 7.3.2; nous
utilisons ici une axiomatique plus lourde mais des arguments plus directs.
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