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ABSTRACT.

We prove the necessity and sufficiency of the generalized Carleson con-
dition (CG) for free interpolation in the Hardy spaces H?, 1 < p & oo, by
identifying scalar operator interpolation, unconditional bases and condition
(CG). For this type of interpolation, N.K. Nikolskii and S.V. Khrushchév
have announced without proof a characterization of the data space of inter-
polable function sequences. We give the proof for this conjecture and apply
the result to the characterization of the trace space HP|s, where A is a fi-
nite union of interpolating sequences, generalizing a result of V.I. Vasyunin.
We finish with the explicit construction of a linear continuous operator of
interpolation.
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INTRODUCTION

Cet article se divise en trois parties. Dans la premiére, nous allons démontrer.
la nécessité et la suffisance de la condition de Carleson généralisée (CG) pour
interpolation libre (au sens faible} dans H? (1 < p £ oo). Dans ce but, nous
allons exploiter 1’équivalence entre les bases inconditionnelles et l'interpolation

libre scalaire des opérateurs. En effet, si 6 = [] 9o et si K} est un espace
nzl
complémentaire convenable de §H? dans HP, nous pouvons exhiber une base
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inconditionnelle (ng)n;l de K} et pour p € £, il existe un opérateur con-
tinu de Kj dans KJ qui interpole la suite (pnly)n>; (ol I, est l'identité dans
Kgn), c’est-a-dire T'| K} = fn I,,. Maintenant, d’une part, nous pouvons identifier
cette interpolation & I'interpolation libre (au sens faible) et d’autre part, a 'aide
d’une généralisation du théoréme du relévement du commutant, nous trouvons
I’équivalence entre les bases inconditionnelles et la condition (CG).

Une fois établie cette condition, nous allons donner dans la deuziéme par-
tie une caractérisation de l'espace des données RX; pour X4 = H?, ou R est
Popérateur de restriction généralisé

R:X+—->E°°(X+/19NX+)
F= (f+9nXi)n21.
(Nous utilisons I'indice “+” pour les espaces de fonctions holomorphes). Comme

Ifallx,roxy € falix,, Vopérateur R est toujours continu. Pour un espace de
suites £ on écrira

(Fadn21 € UX4 /0Ky ) & (”fn“X+/0nX+) el

Dans le cas X3 = HP, 1 < p £ o0, nous allons démontrer, que R est bien défini
et surjectif sur £° (H? /9, H?) si et seulement si (9,)n»1 vérifie la condition de
Carleson généralisée. Ce résultat était conjecturé sans preuve par N.K. Nikolskii
et S.V. Khrushchév dans [16).

La {roisiéme pariie sera consactée a la caractérisation de H?|p, qui sera
une conséquence de lidentification de ’espace des traces HP|4 & ’espace des
données & (HP /9, HP) si (9n)np1 € (CG), ¥, étant des produits de Blaschke
correspondants. En particulier, si A est une réunion finie d’ensembles de Car-
leson, il existe une suite (Bp),»; de produits de Blaschke qui vérifie (CG) et

sup dim H? /By H? < o0 et telle que les zéros de [] By coincident avec A. Dans
n21 n2l

cette situation on peut caractériser uniformément la norme || - ||z»/p, 5> en fonc-
tion des données locales, c’est-a-dire {f(A)}reo. (avec on ’ensemble des zéros
de B,), ce qui fournira ensuite la caractérisation explicite des traces H?}s. Ceci
généralise le résultat de V.I. Vasyunin ([21]) & p < oo.

Nous allons donner ensuite un résultat d’interpolation pour les fonctions H*
uniformément bornées inférieurement sur une réunion finie d’ensemble de Carleson,
qui servira aussi dans la discussion de ’opérateur linéaire d’interpolation.

Nous remarquons qu’une autre caractérisation des traces HP|, était indépen-
damment trouvé par J. Bruna, A. Nicolau et K. @yma ([3]).

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes:
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(1) Si 1 < p < o, alors ¢ sera l'exposant conjugué

1 1
_+_:1’
P ¢

(2) le produit scalaire est donné par
1 m
—_ it it
£0) = 5= [ FEE
-
(3) et la forme bilinéaire est donnée par

(1.9)= 5= [ £t

1. LA CONDITION DE CARLESON GENERALISEE

Dans ce paragraphe nous allons donner les définitions de 'interpolation libre au
sens faible (cf. [14]) et démontrer la nécessité et la suffisance de la condition de
Carleson généralisée pour ce type d’interpolation. Dans ce but, nous reprenons les
idées qui étaient développées pour le cas p = 2 dans [13], [14] et [20]. Principale-
ment il s’agit du procédé suivant.

Nous allons étudier les liens entre Pinterpolation libre et les bases incon-
ditionnelles. Ensuite nous allons caractériser ces bases inconditionnelles a 1’aide
des projections spectrales correspondantes. Le théoréme du relévement du com-
mutant nous donne une formulation explicite et une estimation de la norme de
ces projections. Cette estimation des normes avec la définition de l'interpolation
libre nous permettra de ramener 'interpolation libre (des fonctions) dans H? a
Vinterpolation libre (des idempotents de £*°) dans H*°. V.I. Vasyunin ({20]) a
donné la condition nécessaire et suffisante — la condition de Carleson généralisée
- dans ce cas et donc aussi pour l'interpolation libre dans H?.

1.1. INTERPOLATION LIBRE GENERALISEE. Soit Hol(D) ’ensemble des fonctions
holomorphes sur le disque B = {z € C : |z] < 1}, H® = {f € Hol(D) : ||fllc =
sup | f(z)| < oo} et

ZE€D

X4 CNev={fe€Hol(D): f = fi/f; avec f1, fo € H®}.

Dans tout ce qui suit, (¥,),>1 est une suite de fonctions intérieures (c’est-a-dire

Yy € H® et |9,] = 1p.p. T) et nous supposons que § = [[ Un converge dans H?.
n2l
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DEFINITION 1.1. On dit qu’une fonction f € X, interpole une suite
(fn)n21 € X4 par rapport & (9n)n>1, si

f—fan €9,X;, pourtoutn>1.

Dans ce cas on dit aussi que la suite (fn)n>1 est inferpolable.
Nous définissons la liberté de Vinterpolation de la fagon suivante.

DEFINITION 1.2. On dira que (9,),31 est d’tnierpolation libre (généralisée)
au sens faible, si la suite (unfn)n>1 est interpolable pour g € £ et une suite
(fa)nz1 interpolable.

REMARQUES 1.3. (i) Soit A = {A,}n>1 C D. Nous posons 9, = by, =
L%lﬁi (facteur de Blaschke) et f.(z) = a, pour (an)pp;1 € €. D’aprés le
résultat de L. Carleson ([4]), (ba, )n31 est d’interpolation libre au sens faible si et

seulement si A vérifie la condition de Carleson, c’est-a-dire

jnf “1;{ (M)l = 6> 0.
Si une suite A vérifie cette condition, nous écrivons A € (C), et nous appelons A
une sutie de Carleson. La constante 6 sera appelée constante de Carleson (Dans la
terminologie anglaise, ces suites-14 sont aussi connues sous le nom “interpolating
sequences” ).
(ii) Dans le deuxiéme chapitre, nous allons donner un autre type d’interpola-
tion approprié aux espaces de type £(X /9, X ).

1.2. BASES INCONDITIONNELLES. Soit J = (¥p)n>1 une suite de sous-espaces de
Pespace de Banach Y. On la suppose compléte dans Y et faiblement topologique-
ment libre, ¢’est-a-dire Y, Nspan(Y; : k # n) = {0} pour tout n > 1.
Soit &, la projection spectrale associée a Y, qui est bien définie sur ’envelop-
pe linéaire Lin (Y% : k > 1) par ’équation 8,.( g yk) = Yn. Alors
k21

Enly, =1
Enly, =0 k#n.

Les projections £, sont continues si et seulement si la suite Y est topologiquement
libre, c’est-a-dire si et seulement si dist(y/||y||, span(Ys : k # n))} 2 é, > 0 pour
tout y € Y,y # 0,et n > 1. Si ceci est le cas, la paire (, V'), o0 V' = (E1Y* )21,

&, étant les projections adjointes, s’appelle biorthogonale. Soit aussi £, = ) &,
neo
pour un ensemble fini ¢ C N. Nous avons le résultat snivant {(c¢f. [13]), qui

généralise le théoreme de Lorch-Grinblyum (cf. [15] pour les références).



THEORIE DES OPERATEURS ET CARACTERISATION DES TRACES HP |y 285

THEOREME 1.4. Soieni YV, V' deuz familles biorthogonales de sous-espaces,
complétes dans Y, respectivement Y*. Alors les assertions suivanies soni équiva-
lentes:

(1) Y est une base inconditionnelle,

(ii) sup [}€s]] < oo;

rew UGK

(i) M(Y) D {Ly : Lyly, = pal, p € €2} (= £°).

Iei M(Y) ={T € B(Y) : TY, C Yn, pour n 2 1}, B(Y) est I’ensemble des
endomorphismes continus de Y et X est I’ensemble des sous ensembles finis de N.

REMARQUE 1.5. (i) Si ) est une base inconditionnelle dans un espace réfléxif
Y, alors ' est aussi dans Y™*.

(i) Un calcul direct montre que 1’assertion (iit) du theoreme 1.4 est équiva-
lente & dire que pour tout z € Y et u € £, il existe un unique élément y € Y tel
que

(1.1) Eny = pnnz, pour tout n 2 1.

Clest cette équivalence qui nous permettra d’établir les liens entre les bases incon-
ditionnelles et I’interpolation.

1.3. LIEN ENTRE LINTERPOLATION ET LES BASES INCONDITIONNELLES. Dans
tout ce paragraphe nous comprenons la dualité par rapport au produit scalaire
{-,-) défini dans Pintroduction. Prenons maintenant X C L*(T) un sous-espace
idéal, c’est-a-dire tel que pour g € L!(T) et f € X, nous avons

lg| <[|f] pp.T implique g€ X et |glx <|fllx,

et tel qu’on peut identifier X* & un sous-espace vectoriel de L!(T) par rapport a
la dualité (-, ). Soit Y = X, X*. On suppose que les polyndmes trigonométriques
‘P sont denses dans Y, et que la projection de Riesz

P+:’P—>Y

E an 2" o——»Ean

n=—N

est continue. Nous définissons P_ = I — P, et nous posons

Y+ = P+Y, Y_=PY.
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Remarquons que l'on peut identifier (X4)* = X*/(X;)t ~ (X*)4 (pour la
définition de “~”, voir (1.3)}, ce qui justifie écriture X}, que nous allons utiliser
dans la suite. De plus, il est clair que la multiplication par une fonction essen-
tiellement bornée est aussi une opération continue. Pour une fonction intérieure @
les espaces 0Y, Y, et 0Y_ sont fermés. La projection Py = 8P_8 : Y, — Y, est
alors bien définie et continue. On définit K} = P;Y,., et on vérifie

KY =Y, néy_.

En effet 'inclusion “C” se démontre directement a partir de la définiton de X .
Pour l'inclusion inverse il suffit de vérifier que Py est I'identité sur Y, N@Y_.
Nous dirons qu’une fonction intérieure 8, divise la fonction 85 et nous écrirons
01182 s’il existe une fonction intérieure 8 telle que 6,8 = @, (on peut trouver
cette définition dans [15]). Si Y vérifie les conditions énoncées au début de ce
paragraphe, alors pour les espaces Kg’ nous obtenons les propriétés suivantes.

PROPRIETES 1.6. Tout sous-espaces invariant de P, 7 dan Y,. est de la forme
KY avec une fonction intérieure 6.

(i) K§ nKY = {0} si et seulement si pged (61, 62) = 1. En effet nous avons
plus généralement K) N K} = K avec 8 = pged (81, 6:).

(iii) span(KY, :i > 1) = K] avec 8 = ppem (6; :1 > 1).

(iv) Si (¥n)np1 est d’interpolation libre au sens faible, alors pged (95, 9) =
I,n#k.

REMARQUE 1.7. Les propriétés 1.6 (i)—(iii) étaient démontrées dans [15]
pour le cas Y = X = X* = L2. Essentiellement elles résultent de la structure des
sous-espaces invariants de Py Z. Pour le cas général on trouve la description des
sous-espaces invariants de P,z dans le théoréme sur les sous espaces invariants des
treillis de Banach ([15]). Ceci permet de montrer les propriétés (i)-(iii).

Soit maintenant § = [] ¥, oh 9, sont premiéres entre elles (pged (9,,9%) =
nz1

1, n # k), et posons
Xn = K§ .

On remarque que la famille X(X,),>; est compléte dans Kg( (d’aprés la pro-
priété (iii)) et que la suite (X,),>1 est faiblement topologiquement libre, et par
conséquent, les projections spectrales &£, par rapport & X sont bien définies sur
une partie dense de K;X. Pour traduire (1.1) en interpolation libre au sens faible,
il faut trouver une base Y = (Y;).»1, dont les projections spectrales vérifient
ker £, C 9, X. En effet il s’avérera que la base duale (X! )nz1 = (1 (KF) Inz1 2
cette propriété. Afin de vérifier ceci, il faut calculer (Kf )*. Par définition on avait
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K¥ = PpXy = PpPLX = PX si on pose P = PyP;. Nous remarquons qu’en
tant que produit de deux projections définies sur ¥ = X, X™, P est aussi définie
sur X* et vérifie de plus (P|X)* = P|X*. Puisque K¥ C X et X* s’identifie &

I’aide du produit scalaire {-, -} & un sous-espace vectoriel de L!(T) on a

X X x
W) PxF kPl

(1.2) (k%) ~PX* =KX .

La derniére équivalence est une conséquence de la continuité de P qui entraine
Y = PY+(I — P)Y = PY+ker P, d’oi 'identification naturelle et 'encadrement

important de la norme quotient:

1
(13) TPl < Il < 1Py
Remarquons que nous avons toujours (im P) = (ker P*) .
On peut maintenant démontrer la

PROPOSITION 1.8. Soit X un espace réflézif ef supposons que X est topologi-
quement libre. Dans K;¥ nous avons:

ker&h = 9, X5 NOXT C 9, X
Imé; =9, X; NoX:,

ot 9!, = 0/9,.

Preuve.

ke £3 = (EaKX) = (Po.X1) = ker Py, |gx= = 9a X} NOXZ.
Im&; = (ker£,)* = (span(KJ -k #n))* = (Kji)l
= (Py, X4)" = ker Py, [ jxr = 9, X1 O0XZ.

Comme & est une projection continue, son image est fermée, ce qui démontre la

proposition. &
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REMARQUE 1.9. Comme les X = d, X} N@X* sont des sous-espaces in-
variants de Pyz dans K *, nous pouvons appliquer le méme raisonnement qu’on
utilise pour démontrer la propriété 1.6 (iii) (pour X, ) aussi pour X, ce qui justifie
la complétude de X' = (X}),>; dans K .

LEMMA 1.10. Soit X un espace réflezif. Si (9y)n>1 est d’interpolation libre

au sens faible dans X7, alors X' est {opologiguement libre.

Preuve. Nous avons déja observé (cf. la propriété 1.6 (iv)), que 'interpolation
libre au sens faible entraine pged (90, 9x) = 1, n # k. Le systéme X est donc faible-
ment topologiquement libre (daprés la propriété (ii)). Il suffit donc de démontrer
la continuité des projections spectrales. Dans ce but, nous remarquons d’abord
que f € X} interpole la suite (Py, f),>; et qu’il existe ainsi d’aprés P'interpolation
libre au sens faible une fonction g € X7 telle que g—pn Py, f € 9, X 1 pour p € £%°,
et puisque ker Py, = 9,X}, on a aussi g — p,f € In X1, n 2 1. Pour Psg nous

“avons toujours Peg — pun f € 9n X3, n 2 1, et Pyg est en effet 'unique fonction qui
résoud le probléme d’interpolation dans Ké"". Ainsi, pour u € £, Popérateur

M, :K¥ — k¥

f‘ng

qui & f € K" associe la fonction g € KX* telle que g — pn f € InXi, n 21,
est bien défini. On se persuade facilement de sa linéarité et la continuité est une
conséquence du théoréme du graphe fermé. Choisissons g = (6nk)n3; et étudions
My. On vérifie que ¢ = M,f = 0 pour f € Ya X3 NOX" et M,f = f pour
fEIXINOXE. M, est donc en effet égal 4 £, d’ol1 la continuité de £ et donc
cellede £,. 1

On applique maintenant (1.1) a Ia base duale et les égalités £y = p. &'z se
traduisent grace a la proposition précédente en interpolation libre au sens faible.

CoOROLLAIRE 1.11. Soil X un espace réflézif vérifiant les condilions au
début de ce paragraphe et @ une fonction intéricure. Les assertions suivanies sont
équivalentes:

(1) (Xn)n3>1 est une base inconditionnelle dans KX ;

(ii) (n)az1 est une suite d'interpolation libre au sens faible dans X7 .

Preuve. Nous avons déja remarqué que dans un espace réfléxif (Xn)n31 est
une base inconditionnelle si et sculement si (X} ),3; Vest.

Soient alors f, f, € X3 telles que f — fo € 9,X] et p € £°. Quitte &
considérer Py f, Py f, — qui vérifient aussi Pof — Py f, € ¥, X} — nous pouvons
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supposer que f, f, € KX * et nous avons donc Enf = &L fn. D’apreés le théoréme 1.4
(cf. aussi (1.1)), il existe g € KX~ telle que £Xg = pn&} fn, ce qui implique que
pour tout n 2 1 on a g — punfn € ker&; C 9,X%. Pour la reciproque, nous
observons d’abord que d’apres la derniére remarque avant le lemme 1.10, X' est
complete, et d’apres le lemme 1.10 que X et X’ sont topologiquement libres. Afin
de démontrer que X’ est une base inconditionnelle, & I’aide du théoréme 1.4, il
suffit donc de vérifier que pour y € £ et f € Kg(‘, il existe g € K§~ telle
que & f = E4g, n 2 1. Soit alors f € Kg{‘. 5i on pose f, = &5 f, alors
f = fn € 4,X3. Linterpolation libre au sens faible entraine pour toute suite
pt € £ Dexistence d’une fonction g € K~ telle que g — pnfu € 9nX%. Puisque
¢ et f, appartiennent a Kg(', on ag— ptnfn € 9, X5 NOX: = ker&) et donc
Eng = pn&) fn = pn & f. Dot le corollaire. 1

1.4. LA conNDITION DE CARLESON GENERALISEE DANS LE CAS CONGRET X =
L?. Soit X = LP(T) et H?(D) l'espace de Hardy, c’est-d-dire f € HP(D) si et
seulement si f € Hol(D) et

1
LI il ity|p
11 = lim 5= [ 17(re)lP dt < oo.

Il est connu que Pon peut identifier H?(D) & HP(T) = {f € LP(T): f(n) =0,n<
0}. Nous écrirons donc simplement H” et remarquons aussi que H? = P, LP(T), .
si 1l < p < oco. Nous posons K = Kg,w = HP NGH? (= PpH? pour 1 < p < o0)
et nous allons caractériser les suites d’interpolation libre au sens faible dans H?
pour 1 < p € oco.

Soit toujours {¥n),>1 une suite de fonctions intérieures et § = [ 9,. Dans
nzl
[20], V.. Vasyunin a introduit la condition suivante: s'il existe une constante § > 0

telle que
0)1 > 8 inf 19()], z€D,

nous dirons que (9,),>1 vérifie la condition de Carleson généralisée (ol condition
de Carleson-Vasyunin) et nous écrirons (9p)n>1 € (CG). Nous appelerons § la
constante de Carleson généralisée, la condition (CG) généralise la condition de
Carleson. En effet, si on prend 4, = bx,, A = {A;}n>1, on obtient (cf. par
exemple [13])

(Fn)nz1 €(CG) & A € (C).

Avec cette notation nous pouvons maintenant énoncer le
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THEOREME 1.12. Soit (¥,),5; une suile de fonclions intérieures el
1 < p< oo. Les assertions suivanies sont alors éguivalenies:
(l) (ﬂn)n?l € (CG):
(1) I eztste ¢ < oo telle que pour p € £2° o p = px, il existe f, € H®
avec fu — pn €9 H® e ||full € ¢;
(i) (9n)px, est d’interpolation libre au sens faible pour HP;
(iv) (K§, )n1 est une base incondilionnelle pour 1 < r < oo.

REMARQUES 1.13. Pour p = 2, ’équivalence entre (i), (ii) et (iv) est con-
tenue dans la subsection 3.4 de [20] et entre toutes les quatre conditions dans [14].
Remarquons ausst que la condition (CG) implique toujours l'interpolation libre au
sens faible (méme dans un sens plus fort) dans un espace X, qui vérifie H®X C X
(ce qui était remarqué dans [15], p. 233). En effet, si f, fn, € X sont telles que
f—fan €0, X pourtout n > 1, et si pp € £, alors ¢f — pinfn €9 X pourn 2 1,
olt g € H* est la fonction qui vérifie g — py € 9, H® (n > 1). Cette fonction
g existe d’aprés [20]. Finalement nous remarquons que Vimplication (i) = (iv)
pour 1 < p < oo était démontrée dans [13] pour le cas particulier ¥, = bﬁ: avec

sup kn < oo et que I’équivalence entre (i) et (iii) dans le cas 9, = b5™, u € £
n21 "

avec pu2 = p,, sous la seule hypothése (b’f\:)nZl € (CG), est démontrée dans [25].

Preuve du théoréme 1.12. L’équivalence entre (i) et (i) est une conséquence
du paragraphe 3.4 de [20] (cette équivalence est en fait indépendante de p) et,
d’aprés la remarque 1.13, comme H*° H? ¢ HP?, la condition (i) implique la con-
dition (iii).

Nous allons distinguer les cas p = co et p < oco!

Pour p = co, I'implication 3) = 2) est une conséquence du théoreme 2.3 de
[20], ce qui achéve la preuve dans ce cas.

Dans le cas p < oo, on obtient Pequivalence entre (iii}) et (iv) pour r = g &
’aide du corollaire 1.11. 1l s’avére que les assertions sont en fait indépendentes
de p Pour achever la preuve, il reste donc & démontrer que la condition (iv) pour
r = ¢ entraine la condition (ii). Nous procédons de la méme fagon que dans [13]
ou [15] ol le cas p = ¢ = 2 a été considéré. Supposons alors que (KJ )n>1 soit
une base inconditionnelle. De ce fait, les projections spectrales sont continues. La
compression du shift My = Pyz|gz vérifie

(1.4) Ea Mg = M;E,
ce qui implique

Ene{Mp)Y ={A: K} — K} : MgA = AM,).
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Afin d’étudier le commutant {My}’ de My, on généralise le théoréme du relévement
du commutant du cas hilbertien (X = H?) au cas H?.

THEOREME 1.14. Soient 1 < p < oo, 0 une fonction intérieurc et Ky =
HP NOHY, My = Poz|gy. Si A (continu) commute avec My, alors il eziste une
fonction g € H™ telle que

A= Posooh{g (= o (Mp))

el

1
—‘”P_”HSDOHHw < 141 < [lol|zroe-

Preuve. En effet, sachant que le théoréme de Nehari se généralise 4 1 < p <
oo (ce qui était déja remarqué dans [9]), on peut reprendre la démonstration du
théoréme du relévement du commutant qui était présenté dans [15] pour le cas
p = 2. Nous remarquons que dans le cas particulier p = 2, nous avons ||P-|| = 1
el donc égalité des normes de A et . 1

Revenons a la preuve du théoréme 1.12. Nous appliquons le théoréme du
relevement du commutant & £). Cet opérateur appartient & {Mp}' et par consé-
quent il existe 0, € H™ telle que £ = Pypolrr et pylleslla= < €3I <
leellmes . On passe a ’adjoint pour obtenir

(1.5) & = Py P, ks
et
(1.6) IEs Il = NI£SI-

Comme &;|xs =1 pour n € 7 et £ez|lk: =0 pour n ¢ o, on obtient

s — 1€, H® pour n€r
.7 14 P
Yo EIH® pour né¢o.

Donc ¢, interpole la suite {f,),31, qui est égale 3 1 pour n € & et 0 sinon. En
plus le fait que (K )n>1 soit une base inconditionnelle entrain

(1.8) ll¢o1l < sup {|&]] < oo,
TEX

ce qui démontre (ii). 1
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2. L’ESPACE DES DONNEES

2.1. OBSERVATIONS GENERALES. D’aprés la définition des suites (f,)n3: interpo-
lables et la définition de I'opérateur de restriction généralisé (cf. I'introduction),
nous pouvons identifier ’espace des suites interpolables a image RX, de R.
Cette image sera un sous-espace vectoriel de £%° (X, /9,X4). Une fagon naturelle
de construire des sous-espaces de £ (X1 /9,X;) est donnée par £(X; /9, X,)
avec un espace idéal de suites £ C €%, c’est-a-dire tel que pour a = (an)n3>1 € £ et
une suite numérique b = (bn)n>1 avec |ba| < clan| (la constante ¢ ne dépend pas
den)on ab € £ Pour ceci nous introduisons un nouveau type d’interpolation plus
approprié & ces sous-espaces. Nous allons découvrir que dans le cas Xy = HP la
condition (CG) est toujours nécessaire et suffisante pour ce type d'interpolation.

DEFINITION 2.1. On dit que la suite (9,)n»1 de fonctions intérieures est
d’interpolation libre au sens des germes si pour une suite interpolable (fn)n31 et
pour toute suite (gn)n>1 C X4 qui vérifie

”gﬂ”X-}/',n‘Xﬁ- < "f"”X+/'7nX+

on a aussi (gn)np; interpolable.

Le résultat suivant illustre que ce type d’interpolation est canonique pour
RX+ = f(X+/19nX+)

LEMMA 2.2. Les assertions suivanies sonil équivalentes:
(i) (Fn)np1 est dinlerpolation libre au sens des germes.
(i1) Il existe £ C £° un sous-espace vectoriel idéal tel que

RXy = £(X4/0nX1).

REMARQUE 2.3. (i) Ce lemme se démontre dans un cadre plus général, si on
remplace (¥, X ) par une famille de sous-espaces fermés (X, )1 et si on redéfinit
Iinterpolation libre au sens des germes convenablement.

(i) Ce lemme est une conséquence d’un lemme de [13] sur les f-bases, si
X vérifie les ipothéses dans l'introduction du paragraphe 1.3 (ce qui n’est, par
exemple, pas le cas pour H*®.

Clairement, I'interpolation libre au sens des germes entraine interpolation

libre au sens faible.

2.2. LE CAs CONCRET X, = HP. Nous allons démontrer le résultat suivant qui
était conjecturé en 1986 par N.K. Nikolski et S.V. Khrushchév (cf. [16]).
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THEOREME 2.4. Si (Yn)n>1 € (CG) et 1 < p < 0o, alors

RH? = (7 (HP /9, HF) .

REMARQUE 2.5. (i) En principe, la description de I’espace des données RX
est contenue dans le théoréme 1.2 de [13]. Elle est valable si on arrive & démontrer
que A est une £-base. Nous pourrons déduire de la preuve que dans le cas X =
HP X' = (0,HP NOH" )51 est une £ -base.

(ii) Ce théoréme est connu pour p = oo (cf. [14]) et pour le cas hilbertien
p =2 (cf. théoréme 1.2 de [13] et les remarques qui suivent). Pour le cas p = 2,
Iy = bi’;, voir aussi le théoréme d’interpolation (cf. [15], p. 224 et [14]).

(iii) Un résultat trés proche de ce théoréme se trouve dans [25] pour le cas
0<p<Looetd, = bf{: . En effet, dans cet article, on démontre 1’équivalence
entre la condition (CG) et l'interpolation libre dans espace de données plus grand.
Ainsi, ce résultat permet de montrer que toutes les suites dans £ (H? /bf:H P} sont
interpolables si (bf{:'),,;l € (CG).

Avant de justifier ce résultat, nous énoncons le

COROLLAIRE 2.6. Soit 1 < p < oco. Alors les asserlions sutvantes soni
équivalentes:
(i) (Fn)nz1 € (CG);
(i1) (Pn)np1 est d’interpolation libre au sens des germes;
(iii) RH? = £ (H? /9, H?).

Preuve. (1) = (iii): D’aprés le théoréme 2.4.

(iii) = (ii): D’apreés le lemme 2.2.

(ii) = (i): L’interpolation libre au sens des germes entraine interpolation libre
au sens faible, et, d’aprés le théoréme 1.12, celle-ci est équivalente & ()3 €

(CG). »

Nous allons donner une esquisse de la preuve, qui ne se veut point rigoureuse.

Pour p < 00, nous pouvons comparer R & I’opérateur R, qui projetie f sur la
base (&3 K{ )nz1 (on interpréte £, comme définie sur KJ). Ceci est en effet possible
grace 3 & f — f € ¥9,HP. Nous définirons ensuite un opérateur d’interpolation
Qp, qui permettra de démontrer la surjectivité de R. Nous allons démontrer la
continuité de ces deux opérateurs au cas 2 € p < oo (lemmes 2.11, 2.12), ce
qui démontrera le théoréme dans ce cas (& l’aide du lemme 2.10). Nous allons
ensuite passer au dual pour obtenir les opérateurs Q) = R; et R, = Q. Un petit
calcul montre que R} projette f € KJ sur (£,K7)n3; (toujours en interprétant
En comme étant définie sur KJ). Or, & f — f €ker &y = K, ¢ 9,H9. Et donc
Rf, ne peut pas étre 1dentifié & ’opérateur de restriction génér;lisé R. Nous allons
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contourner ce probléme a P’aide d’une isométrie sesqui-linéaire (lemme 2.13), qui
nous permettra de passer de R, a Ry et de @ a Q.

Nous allons maintenant préciser les détails de la preuve du théoréme 2.3.

Dans 'esquisse de la preuve, nous avons pu observer linteraction entre
les bases duales (£, K] )1 et (£;K5)nz1 en supposant dans un premier temps
2 € p < co. En effet, nous aurons besoin de ces deux bases sur toute 1’échelle
1 < p < o0. Or le théoréme est connu pour le cas particulier p = oo (voir la
remarque 2.5), et il suffit donc de considérer le cas 1 < p < oo.

Mettons les idées en clair. Prenons comme dualité toujours {-,-). Cette
dualité nous permet d’identifier (H?P)* = HY et 4 'aide de V'identification (1.2)
nous avons donc (K})* ~ K] pour une fonction intérieure 8. Nous choisissons

en particulier @ = [] ¥,. D’aprés le théoréeme 1.12, comme (J,),>1 € (CG),
nzl

(K5 )n>1 = (EnJ§)n>1 est une base inconditionnelle et puisque H?, 1 < p < oo,
est réfléxif, (£ K5 ),>1 Vest aussi.

Soit 1 < p < oco. Pour bien distinguer les espaces sur lesquels opérent les
projections, nous allons écrire £F pour £, : K] — K}. Nous considérons:

(i) K} et sa base (K";“),,;l avec les projections correspondantes &7, et

(i) K} et sa base (Y)ap1 = ((£1)* K5 )nz1 avec les projections correspon-
dantes £3* = (£1)*.

REMARQUES 2.7. (i) Puisque £,& = 8n1&n, nous avons pour les suites
(Fadaz1, fo € K3, & support fini £( 3= fi) = fu, et pour (gn)a>1, gn € Y7, &

n2xl
support fini c‘,‘f*( > gn) = gk
n2l

(ii) Sur 'ensemble K} N K], qui est dense dans les espaces K} et K7, nous
avons &f = £ et £8* = £57.
iii) Comme K} posséde un complémentaire topologique, nous pouvons pro-
6 g

longer £f et £2* par zéro sur 8H?; 8,’:( g fk+9f) = f et s,g'( § gk+0g) = g,
nz2l nzl
pour f,g € HP. Ceci nous permet maintenant d’introduire les opérateurs dont

nous avons parlé dans Uesquisse de la preuve.

DeFINITION 2.8. Soit (fy)n>1 une suite de fonctions f, € H?,n2 1, fu =0
a partir d’un certain rang N € N, et f € H?. Nous définissons:

Qo(fr)nz1 =Y E8'fa,  Rp(f) = (8" flnz1,

nzl

Qpfndnz1 = D Efa Rplf) = (E2f)nz1-

nzl
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REMARQUE 2.9. Q, est en effet un opérateur d’interpolation au sens de
la définition 1.1, c’est-a-dire Qp(fa)nz1 — fn € PnH?, n = 1 (ce qu’on vérifie
immédiatement sur les suites & support fini). Pour p = 2, sa restriction a (¥;?)n31
est justement I’opérateur Jx+ qui a été étudié dans [15] (voir aussi [13]).

LEMMA 2.10. Soit 1 < p < oo. Si les applications
Qp : P(HP) — H?,
R, : H? — (P(HF)
sont continues, alors RH? = {F(H?).

Preuve. Commengons par RH? C £P(H? /¥, HP). Vérifions pour f € H?
(2.1) EPF 4+ 0. HP = f+9,H?, n> 1.

Ceci est équivalent & £3°f — f € J,H?, n 2 1. Nous pouvons supposer f €
Kg, car £I* était prolongé par zéro sur §HP. Or, d’aprés la proposition 1.8,
ker " |xr C JnHP, d’ou (2.1). Si on définit 7y : (fa)api +— (fo + 9nH?),
#(HP) — £P(H? /9,HP), nous avons R = mpR,, ce qui démontre la continuité
de R.

Afin de démontrer la surjectivité de R, nous prenons une suite & support fini
(Fa)nz1 = (fa + 90 HP )31 € P(HP /9, H?), (fa)np1 € € (HP), et nous obtenons
(£3* fu)nz1 € €2(HP), puisque Sl.;[i”gg*” < 0o. Nous avons f = Qp(E8* fa)nz1 €

nz

HP, car @, est continue. Et il nous reste & démontrer 7pRpf = Rf = (Fu)n>1 =
(o + 90 H )31, OF mpRo(f) = (E8 fa + 9nHP )31 = (fr + 9nH?)n31 grice 3
(2.1). «n

Ceci nous raméne donc & démontrer la continuité de @, et de R,. Nous
abordons celle de @), 2 < p < .

LEMMA 2.11. S0it 2< p < 00 et (9n)n31 € (CG). Alors Qp : £#(H?)Y — H?
est conlinu.

Preuve. Soit mp : f +— f+ 0HP, HP — H? /#H? la projection canonique de
H? sur H? JOH? et appelons T, = ngQ, : ##(H?) — HP [0H?, 1 < p < co. D’aprés
le théoréme des bases de Riesz (cf. [15]), Q2 est continu. Ainsi T3 est continu et
Ty associe & (fn)nz la classe F' telle que pour f € F nous avons f — f,, € S, H?
(voir aussi la remarque 2.9).

D’aprés [14] nous avons

pour toute suite (fn)np1 € £°(H) il existe f € H™;

2.2) (9n)n
(2:2) (In) >1€(CG)@{te]]_e que f — fn € 9, H* pour tout n 2> 1.
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Donc Ty, : £X(H®) — H®/8H™® est un opérateur qui a (fa)np1 € £°(H™)
associe la classe I telle que pour f € F nous avons f — f, € 9, H®. D’aprés le
résultat cité ([14]), Teo est continu. Nous vérifions que si nous prenons (fn)n>1 €
£2(H*) (dense dans £ {HP)), nous avons pour f € Teo(fn)n21 et ¢ € Tp(fa)nz:
le résultat f —g € H!, ce qui nous permet d’identifier les opérateurs T, et T, et
ainsi d’appliquer les résultats de I'interpolation entre les espaces de Banach a Tj.

Nous définissons P_ : f + H? — P_f, LP/H? — L? (1 < p < o0), et
P_: L®/H® — BMO. Cet opérateur ainsi que la multiplication G:f+4+0H? —
#f + H?, H?JHP — LP/HP sont continus. Alors

P_8Ty, : £°(H®) — BMO

P_OT, : £2(H?) — L2,

Appliquons & cet opérateur V'interpolation entre les espaces de Banach (cf. [10],
[7] et [12]) pour obtenir P_§T, : #(HP) — LP, 1 < p < co et multiplions par ¢
pour obtenir la continuité de

9P_8T, : P(HP) — LP, 1< p<co.

Or T, = msQp, et pour une suite (fn)np1 & support fini nous avons maintenant
f = Qp(fa)nz1 € Kf, ce qui permet de montrer 0P _Bnaf = OP_0(f + 6HP)
OP_0f = Pyf = f, c’est-a-dire sur les suites & support fini, nous avons 013_an
0P_0m9Qp = Qp. La continuité de § P_67, montre alors celle de Q,. &

it

LEMMA 2.12. Soit 2 €< p < o0 el (9n)n>1 € (CG). Alors Ry : H? — £#(HP)
est conliny.

Preuve. Nous rappelons que Ryf = (£2*f)azi. Comme £8*f + I, HP =
f+9,H?, on voit allegrement [|fl|gr 9,50 < ||E3° fllge, n 2> 1. Mais nous nous
intéressons plutét & Pestimation inverse. Nous avons 3 démontrer ||£3" flly» <
c||f + 9ngllm» pour toute fonction g € HP. Puisque nous avons prolongé £* sur
@HP par zéro, nous avons Upg € U, H? = 9, HP NOHY + 0H? = ker£}*, ce qui
entraine 62" fllas = IE5°(S + 9ng)lszr < cllf + Insllsrr (e = sup [IE°()), d’ob

la majoration ||E8* fllg» < cl|fllgro,me. Ainsi, afin de démontrer la continuité

de Ry, il suffit (et il est nécessaire) de démontrer 3 ||f[[%;, Jontr < OO pour
n21 "

f € HP. Par ailleurs nous avons (cf. formule (1.3)) ||fllge/o.n» € [|Po fllar =
HP_‘Jn fllL», ce qui réduit le probléme & démontrer la continuité de

A HP — (IP),
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f = (P—Enf)nZD

pour 2 € p < 00. Or nous avons
A H® — £2(BMO),
H? = (L%,
En effet, la continuité au cas p = oo est une conséquence immédiate de celle de
P : L® — BMO et au cas p = 2 elle se déduit du théoréme des bases de
Riesz ([15]): en effet I'application (fu)npi — (Jnfu)nz1 est une isométrie sur
£P(LP) et donc la continuité de A est équivalente & celle de f — (Py, a1,
H? — f*(H?). Comme ker Py, = 9, H? D 8H?, il suffit de démontrer la continuité
de ce dernier opérateur sur KZ. Celle-ci est maintenant — grace a (9,)n»1 € (CG)

— une conséquence du théoréme des bases de Riesz. A nouveau nous appliquons
I'interpolation entre les espaces de Banach pour obtenir la continuité de A : H? —

£(LP). 8

Il nous reste le cas 1 < p < 2 a étudier. Pour }'instant nous nous sommes
servis de la continuité de Q, et Ry, 2 € p < oo, pour démontrer RH? =
£ (H? /9,H?). Nous pouvons en déduire la continuité des opérateurs adjoints
R, = Qp et Q’g = R;. En effet ces deux égalités se vérifient directement & par-
tir de la définition des opérateurs en question et le choix de la dualité (., -) sur
les suites (fn)n>1 & support fini (cette dualité était beaucoup exploité dans [13]).
Comme nous avons déja remarqué dans I'esquisse de la preuve, I'opérateur @ ne
peut pas &tre comparé directement & R : HY — £I(H? /9, H?), car mQ(f) =
(E3f +InHNpp # (f + 9 H)pn»1. Afin de contourner ce probléme, nous intro-
duisons Popérateur

TP = L7

(2.3) f 03F,

qui nous permettra de passer de Q) & R, et de R} & Q;. Nous rappellons la
définition YP = £2* Kg =9, HP NOH".

LEMMA 2.13. Soit J comme dans (2.3) et 1 < p < co. Alors
J Kb — K?
esl une involution isométrigue sesqui-linéaire, JYP = Kf,’n, ng.. =Y} el donc
£ =geryg, £ =Jeyg.
Preuve. A partir de la définition de J et celle de K§, K et Y7, on vérifie di-

rectement les inclusions J K C KJ et JYP C K . Puisque J est une involution,
J?* = I (calcul direct), les inclusions sont en effet des égalités.
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Les lemmes 2.11, 2.12 et 2.13 permettent d’énoncer le

COROLLAIRE 2.14. Soit 1 < ¢ < 2 et (95)n31 € (CG). Alors
Ry : HY — #9(HY),

Q, : E(H?) — HY.

Preuve. Nous avons déja remarqué la continuité de Qf = Ry et R, = Q}.
Sur les suites {f),>1 & support fini, nous vérifions 4 ’aide du Jlemme 2.13 1’égalité
Q=7 Q;J . Bt pour f € H? nous vérifions Ry = JR,J. Puisque J est une
isométrie, les opérateurs R, et Q, sont alors continus. 1

Ainsi nous obtenons

COROLLAIRE 2.15. Soit 1 < p < 00 el (Jn)np1 € (CG). Alors
R, : H? — fP(HP),
Qp : P(H?) — HP.

Preyve du théoréme 2.4, Le lemme 2.10, le corollaire précédent et la remarque
sur l'interpolation dans A montrent le théoréme . 8

3. CARACTERISATION DES TRACES H?|s

Nous disons que la suite {An}n1 dans D vérifie la condition de Blaschke, si

3 {1 — |Aal) < 00, et nous définissons le produit de Blaschke B associé & une
n21
telle suite par B = [] ba,. Soit maintenant (Bp),3»; une suite de produits de
n21
Blaschke, telle que B = [] B.. Il est clair que I’application
nzl

P fla (f+ BaH)ux, feH?

est bien définie et bijective de HP|4 sur RHP. Si de plus la suite (Bp)np; vérifie
la condition (CG), alors H?|, s’identifie au sens naturel & 1’espace #(H? /B, H?)
(¢f. aussi théoréme 2.4).

Le but de ce paragraphe est de caractériser les traces fla, f € H?, dans le
cas ot A est une réunion finie de suites de Carleson. Il se trouve que c’est juste

le cas si B = [] B, est un produit de Blaschke & zéros simples dont les facteurs
n21
vérifient (By)n>1 € (CG) et sup deg B, < oo (ici nous désignons par degB le
n2l
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nombre de zéros du produit de Blaschke B en comptant les multiplicités). En
utilisant alors Didentification de HP|x &4 RH? = f?(H? /B, H?") et une descrip-
tion locale des espaces H? /B, H? en fonction des différences divisées par rapport
4 la métrique pscudohyperbolique (voir subsection 3.2), on obtiendra une car-
actérisation de HP|,.

3.1. LES REUNIONS FINIES DE SUITES PE CARLESON. Dans ce paragraphe, nous
allons caractériser les réunions finies de suites de Carleson. La proposition 3.1
est une conséquence des théorémes 5.5 et 5.6 de [20). Ici nous allons donner
une nouvelle démonstration de l'implication (i} = (ii), qui utilise un résultat de
N.K. Nikolski et A.L. Volberg ([17]) et la partie géométrique de la démonstiration
du théoréme 5.5 de V.I. Vasyunin. Dans cette démonsiration, on raisonne a l'aide
des distances hyperboliques p qui sont définies par ’chﬂ)‘2+"l = |bx(p)]. Mais si on
remplace partout la métrique hyperbolique par la métrique pseudohyperbolique,

on ne change pas la géométrie et le raisonnement reste le méme.

PROPOSITION 3.1. Les asserlions suivantes sonl équivalentes:
(i) Soit A= {An}nz1 CD. Alors A= U A avec A, € (C) pour 1< i< N,

(ii) Il eziste une suite de produits de Blaschke (Bp)nz1 dans D, telle que
supdeg Bn € N, (Bp)n>1 € (CG) et A= | on, 0n = {A €D : By(X) =0},
n2l n2l

Preuve. L’implication (ii) = (i) est une conséquence immédiate du théo-
réme 5.6 de [20].

Pour I'implication (1) = (ii), nous posons B = [] bx. Soit 0 < ¢ < 1.
A€EA
Nous considérons la décomposition en composantes connexes 75 de ’ensemble

L(B,e) = {z € D : |B(z)] < €}. D’aprés les théorémes 2.1 et A de [17], nous

obtenons directement {B&},>1 € (CG) ot B = [] baet of = ANT,;. Il reste a
A€ot

démontrer qu’il existe 0 < ¢g < 1 tel que pour 0 < € < € nous avons sup |65| < N
n21
Pour ceci il suffit de remarquer que pour tout p > 0 il existe € = €(p) tel que

L(B,e) Cc M* = | 20\ p),
AEA

ot Q(A, p) = {z €D : [br(2)] < p} est le disque pseudohyperbolique. Si on choisit
p suffisament petit, ’ensemble M* se décompose en des composantes connexes qui
contiennent maintenant au plus N éléments d’aprés la partie géométrique de la
démonstration du théoréme 5.5 de Vasyunin (cf. [20]). 1
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Le corollaire suivant est une conséquence immédiate, qui nous permet de

N
décrire les traces HP |5 pour A = |J Ay, A; € (C) a partir de espace des données.
i=1

N
COROLLAIRE 3.2. Soit A = |J Ay, A; € (C), A €D. Alors il existe (Bp)n31
i=1

telle gue supdeg B, < N et
n21

$: HP|p — £ (H? /B, H”)
est une isomorphie.

REMARQUE 3.3. Dans la proposition 3.1, pour tout 0 < n < 1 on peut
trouver € > 0 tel que pourn > let A, pu € o],

(3.1) ba(w)] < 9.

Pour voir ceci, il suffit de choisir p assez petit dans la démonstration de la propo-
sition 3.1. Nous allons travailler en particulier avec n =1/3.

3.2. CARACTERISATION LOCALE DE LA NORME || * ||g»/BH» POUR deg B =
N < oco. Soit 1 < p € 0. Comme dimH?/BH? = degB = N < oo, la
projection Pp sera continue. Nous donnons une estimation de sa norme. Pour
p = oo, il est connu (d’aprés Pekarskii ([18))) que ||Pg||go—pe € 2N. Dans
le cas hilbertien p = 2, on a ||Pp||gs—py2 = 1. L’interpolation réelle (cf. [2],
[10]) fournit alors || Pgllgr—p» € 2N pour 2 < p < 00 et par dualité on obtient
[|Pallga—re € 2N pour 1 < ¢ £ 2. A Paide de (1.3), nous obtenons

fllesre < | Pofllrs < 2N\ fllae/BHr.-

Tout ceci nous raméne alors a la discussion de Pgf. Nous allons donc donner
une forme explicite de Pg qui nous permettra de caractériser ||Pgf|l#» en fonc-
tion des différences divisées par rapport a la métrique pseudohyperbolique. Nous
commengons par la définition de ces différences divisées (cf. [21]):

DerINITION 3.4. Soit ¢ = {Ax}rz1 C o et f une fonction définie sur D a
valeurs dans C. Soit A®) = (Aq,..., Ar) (A € ,i > 1) et AGHD = (A®) Agg).
Alors on définit

A° FAW) = f(h)

12y - J(2) = f(M)
A f()‘ ) - b)u()‘Z)
et
Ak f(,\(k-l'l)) — Ak_lf(A(k—l)) Ak+1) _ Ak-lf(“\(k_l): )‘k) )

bax(Ak41)

Et nous obtenons le
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THEOREME 3.5. Soit B un produif de Blaschke de degré deg B = N < oo
tel que [ba(p)] < 1/3 pour A, p € o ={z€D:B(z) =0} et 1 <p<oo. Alorsil
existe deuz constantes cg,cy lelles que pour toute fonction f € H? on a

(Z(l - |’\ |)|Ak ]f('\(k)) ) < “f”HP/BHP

N 5
¢y (Z(l ) RN f(/\("))l”)

k=1

Les conslantes co,cy ne dépendent que de N et p. Pour p = oo on modific la
P -norme de fagon standard ( sup | AF7T FAI))),

=1,...,n
REMARQUE 3.6. Pour des raisons techniques, nous allons démontrer ’équiva-
N
lence entre || fl|e/mes et Y (1—|23[)7|AF=1 FAM)], £ € HP, ce qui est possible
k=1

grace & I’équivalence de toutes les normes dans un espace de dimension finie.

Pour démontrer le théoréme, nous allons construire un systéme biorthogonal
({ei HY, {9 }Y,), qui vérifie

N

(3.2) Pof=> (fip)i, feH?,
i=1

(33) Ai_lf(A(i)) = (f9 ‘Pi): f € HP’

et si on a de plus |bx(u)| < 1/3 pour A, u € o, alors pour 1 < p < 00

(3.4) l[illrs < (1= NZ])7,

(3.5) lpillre < c(1—[AF)75.

Ce systéme se déduit des fonctions de Malmquist qui sont données par

o (z) = -y

2z €D,

;\2|
Bi(z )— be,c(z) z€D,
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ot {Ag}i, sont les zéros de B: ¢ = {A € D : B(A) = 0} = {L}¥,. 1 est
connu (cf. {15}, Malmquist-Walsh-Lemma), que le systéme ({a;}}L 1,{,6',},_.,) est
biorthbgonal (par rapport & (-, -)) et que K, = span(a; :i=1,..., N) = span(f; :
i=1,...,N) = K%. Nous allons poser

{a;- Micileiar i=2,...,N;
i =
231

Z (H Mxl) B;. -

=k

On se persuade que le systéme ({@;}V,, {ti}}L,) est bien biorthogonal et qu'il
vérifie bien les propriétés (3.2)-(3.5). En effet la représentation (3 2) de Pp est

automatique. Comme ker Pg = BH? | nous pouvons écrire f = Z( fiodhi + R
=1

avec R € BHP?. En particulier, nous avons f(A) = E(f, withi(A) pour A € o,

Cette égalité et la définition de t; permettent de demontrer la propriété (3.3).
Pour i = 1, il suffit de remarquer que ¢; = @) = ky,. Pour i = 2, nous vérifions

L
— A3Ag

1= 23] [Aa] A=A
A2) = Bi(A A A2) = T 1S
$1(A2) = B1(A2) + [A1]B2(A2) 1= gk M 1 iy
1 - I)\zl + »\1()\1 - '\2)

7
Mg

et 1h2(Az) = B2(M1) = bx,(A2). Et donc f(A2) = (£, 01)¥1(A2) + {f, 02)¥2(N2) =
F(A1) + (£, 2)ba,(X2), ce qui justifie Iassertion au cas i = 2. Au cas général

+ [Asl

1 2 2, nous vérifions que les {f, ;) obéissent & la méme loi de construction que les
AFLF(A®). D’aprés 1a définition nous avons

lf(A(‘ 1) A‘+1)—A' If()\(’ ~1) ’\)
bA (/\u—}-l)

At’f(,\(i-i-l))

D’aprés I’hypothése de récurrence, nous obtenons A™~!f(AU-1 X:11) = (f, ¢:)

i-1
1 u v .
o Pywp kl;ll bx, (on remplace A; par Ajyq) et

ARG = (f, ;). 1l suffit done de vérifier (f.oiv1) = {f, i — @i} /b, (Dit1).
Ce calcul est fastidieux et nous Pomettons ici.

ou @; = Gy — |Aicq|eioy, @ =

Afin de vérifier les autres propriétés, nous avons besoin du résultat suivant:

1— A
11— Apl

< &

(3.6) 1oa{p)] <

implique

wlw
Wlﬁs

Lo -
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En effet, ceci est une conséquence de 1'égalité évidente

B o 1—]x%
L= Do)l = 55

En plus, nous avons besoin d’une estimation de la norme du noyau reproduisant
kx = 1/(1 — Xz). Par dualité, par exemple, on peut démontrer qu’il existe une
constante c, telle que pour 1 < p € 0

leallmr < cp (1—1A2))"7, AeD.

Maintenant on peut majorer premiérement:

N N
Nilles <D 1B lae = Y (1 — [AZD)Ilkx;llx»
i=i 7=t
(3.7) N 1 1
ep Y (1= A% € 26, N(1 = [A]])7,
j=t

et deuxiémement (i 2> 2):

Hevillme + lJei-allme = [lea:llre + [[ka,_, lae

lleillas <
< Bep(1— M)

(3.8)

(au cas i = 1, le terme avec a;_; disparait), ce qui démontre (3.4) et (3.5).

Preuve du théoréme 3.5. On distingue les deux cas 1 < p < o0 et p = co.
Soit 1 < p < oo

£, 0dI(L = 1N < 1PaSllas ligills (1 = M)> < 3eg | Pa sl

im1__
Soit p = 0o. D’aprés Pekarskii, on a |{g, o;)| = |P+( 11 b,\,(g> ()] < 2N |9l e -
k=1
Et done (pour 7 2> 2)
{f o)l < ({PBf,0a)| + KPsf, 2i-1)]) < 4N || Pp fl| e
(Au cas i = 1, le terme avec a;_; disparait). On obtient dans les deux cas
N 1
fllssmre < PR SllEs < 260N Y [(F,0)I(1 = INED)?
i=1 :
< C-N-(|Pafllur < 2CN?|flizs/BH>-

(C = 2¢, N max(3cg,4N)). Si on remplace (f, ;) par A1 f(AH) d’apres la
propriété (3.3), on obtient le théoréme. 8
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Si |ba(u)| € 1/3, A, p € o, nous pouvons choisir & ’aide de (3.6) un poids
uniforme 1 — |A2|, Ao € o, c’est-a-dire il existe deux constantes cp,c; dépendant

seulement de N et de p, tel que pour toute fonction f € H” on a
1

N ¥
co (1 - N))? (Z | At f(A("’)l")
(3.9) k=1

»

N
< ey < a1 (1= [A])? (Z'Ak“l f(}\(k))lp)
k=1
Pour p = oo on modifie la £7-norme de fagon standard (¢f. aussi théoréme 3.5).

3.3. LA CARACTERISATION DE HP|,. Le corollaire 3.2, la remarque 3.3 ainsi que
la caractérisation (3.9) entrainent immédiatement le théoréme suivant.

N
THEOREME 3.7. Soit A= |J A; CD, A; € (C), 1 < p < oo. Il eziste alors
i=1
une décomposition A = |J oy telle que sup |og| < N, et si on choisil une fois pour
i>1 i1

toute dig € 0; (1 2 1), alors
HP[p = XP = {(a(A))rea € C* : [lallx» < 00}

N Py 5
llallx» = {E(l - |Ai,o|)(2mk-1 a(*&"))l) } , l<p<oo

n21 k=1
lon|

lallxe = sup 3 | A*=1 a(A})|
n2li

0l op = {’\n,ly ‘.- )An,]a,d} el )‘Slk) = (An,l, sy /\n,k)a
REMARQUE 3.8. (i) Comme sup |o,| < 00, la norme ||af|x~ est équivalente a
n21

sup  sup | AFta(A()).
n2l k=i, loa]|

(ii) Le cas N = 1 a été étudié dans [19]. Pour p = oo, c’est bien siir le
résultat de L. Carleson ([4]).
Nous allons maintenant donner une description de H?| qui ne dépend pas de

la construction implicite de {¢,},>1. Dans ce but, il nous faut une relation entre

la norme quotient || - ||#»/pH» et les normes quotients (| - ||z+/p, e des facteurs
n

B;, ou B = [] B; (sous certaines conditions sur les zéros). Dans ce qui suit, nous

i=1
allons poser Bg = [] b, pour un ensemble discret £ dans D vérifiant la condition

AEE
de Blaschke )~ (1 —[A]) < .
AEE
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ProprosITION 3.9. Nous supposons 1 < p < co. Soit ¢ = U o une réunion

disjointe d’ensembles discrets dans D, telle que (B, )i, € (CG) Sozt &l —
K?B, la projection specirale associée d K%ak, k=1,...,n, (cf paragmphe 1.1),
Alors

“f”HP/BHP < o SUP ” ”HP “ lefﬂmfs,,m

—11

REMARQUE 3.10. La proposition est en partlcuher valable si les ensembles
oy sont finis.

Preuve. La condition (CG) assure la continuité de 'opérateur @,, qui était
défini dans la définition 2.8. D’aprés la remarque aprés cette définition, pour
9 = Qp(Pa,, f)r»1, nous avons f —g € ByH?, k=1,...,net donc f —g € BH".
Ainsi

e Bre = Ngllae Ee < IIPByllm = 1Qs(Pr, fliz1llr

< L oup ||£Z*“ZHPBJ“H» < suwp X0

1,..n k=1 =l,...n

||P Z—; Wfl\ze /B, 17,

olt £]* est I'adjointe de la projection spectrale £f. 1

Nous définissons
a: AN

,\H|Ann ()\%O)l

avec po = rlninN , 1rét; (Ba(p)], (A, p) le disque pseudohyperbolique, et la forme
i=1,..., JHEA,
Aztp

indépendante est maintenant donnée par le

N
COROLLAIRE 3.11. Soit A = |J As, A; € (C). Alors
=1

H?|s = {a € C* : |{lall], < o0},

avec

() 5
Illalllp—{2(1~|u2l)(ZlA’° 1a(u"”)l) } , l<p<oo,

HEA
a(u)
lallleo = sup Y | A*=1a(u®)], p= oo,
HEA k=1

ot u® = (1, ..., ) et {u )} = ANQp, po/8).
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Preuve. Nous reprenons les notations du paragraph 3.1. En particulier, soit

A = |J on la décomposition étudiée dans la preuve de la proposition 3.1 (obtenue
nzl
a partir de la décomposition en composantes connexes de P’ensemble L(B,¢)).

D’aprés le théoréme 3.7 nous avons

loal %
a€ HP|p & { D=2 Ak a(AS,k>)pP} < 0.
k=1

nz2l

Comme diamo; < pp/8 (en choisissant p assez petil dans la démonstration de
la proposition 3.1}, chaque o; va étre contenu dans un voisinage Q (y, po/8) avec
# € 0. Ceci justifie la majoration ||e|jx» < |]al|],-

Pour V’estimation inverse, nous définissons I’application v qui & p € A associe
les indices & des ensembles g qui ont une intersection non-vide avec Q (u, po/8):

v(p) = {k €N : N (1, po/8) # B}. Posons 7, = Q (g, po/8)NAet o = |J o.
kev(p)
Nous remarquons que 7, C &, ce qui nous permetitra d’appliquer la proposition

3.9 & 0. Nous remarquons aussi que d’aprés la proposition 3.1, (B )iz € (CG),
ou By = By,, et que I’on a ainsi sup [|£]"|] < co d’aprés (1.8).
k21

=

Afin d’effectuer les estimations suivantes, nous définissons une fonction an-
alytique bornée f, qui vérifie f,(X) = a(A) pour A € . En effet, grice au choix
po/8 comme rayon du disque pseudohyperbolique, on se persuade que les voisi-
nages 2 (x4, po/8) ainsi que les ensembles v(jt) contiennent au plus N éléments.
On peut don¢ choisir pour f, un polynéme d’interpolation de type Lagrange.

Maintenant, a I’aide de Pestimation (3.9), de P'inclusion 7, C o et de la
proposition 3.9, nous obtenons pours 1 < p < oo

a(p)
L - 1 1
(L= [ul®)7 D 1Ak a(u®)] < - Wfullers s, 1o < . Wfullrs /B are
k=1

1 oy 1
<o s Wl lgs 3 Wallrsans

0 kev(p) kew(y)
Jox| . ) @)
<C Y Y (- aa)Flatta(a),
kev(p)i=1

olt la constante C = ¢y/eq sup [|E7[I/]|P-||, avec les constantes de (3.9), est finie.
k21

=

lowl . .
Comme chaque terme 3 (1 — [Ag;]%)] A1 a(,\i')){ figure au plus N fois dans la
izl
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a(y)
majoration des termes de la série ||ja|llp = (1= |p?]) 3 | AF1 e(u®))|P, on
HEA k=1

obtient {|la|ll, < cllallx-.

Nous étudions le cas p = co. Soit f € H* la fonction interpolant la suite a, et
chosissons g, € H®, n 2> 1, telles que ||f + Bogn||lae < 2||fI|H®/BaH®4,n 2 1.
Grace a linterpolation libre, nous pouvons supposer ||f||lge~ < cfsg;; Nfallme €

Hfl|free padree < csup || fallge < 2csup ||fl|lgee/popre. &
n2=1 n21

REMARQUE 3.12. Nous mentionnons que la constante py dépend de la repré-

N
sentation A = {J Ay, A; € (C). En effet, si nous considérons une autre représen-

i=1
Nl
tation A = |J Af, A} € (C), nous obtenons une autre constante py et ainsi une

1=
norme équivalente dans HP|5. Pour la validité de la preuve, il est suffisant que

Pon ait sup |Q (g, po/8) N A| < oo, ce qui est par exemple aussi vrai pour la con-
HEA
stante de Carleson généralisée associée & (By, Jpz1- Comme celle-ci est seulement

donnée implicitement, nous avons privilégié notre choix de la constante pg, qui est
déterminée dés que A est donné par ses composantes A; € (C),i=1,...,N.

3.4. INTERPOLATION LIBRE DES FONCTIONS H° UNIFORMEMENT BORNEES
INFERIEUREMENT SUR A.

LEMME 3.13. Soit f € H®. Alors pour {M\¢}r>1 CD on a
| Aa™ fACE)| < 2| fllge, n=0,1,2,....
Preuve. En effet pour f € H®, A\, A2 €D

lf(*\z)"f()'l) < f—'f()\l)'
ba, (A2) = ba,

=If = fOllr= < 2||fllHe,

Hoo

ce qui donne immédiatement le résultat pour n = 1. Par prolongement analytique,
la fonction g(z) = (f(z) — f(A1))/ba,(2) appartient & H®. Nous appliquons le
méme raisonnement & g, ce qui démontre le résultat au cas n = 2. Par récurrence
on obtient le lemme. 1

Ceci permet de démontrer le
COROLLAIRE 3.14. Soit o = {Ar}iz1 C D et f € H™ une fonction lelle que
pour A € o on a |f(A)| 2 6 > 0. On définit w(X) = 1/f()) pour A € 0. Alors

(3.10) | &A™ w(APH)| < o6, | fllm=), n=0,1,2,....
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Preuve. Pour n = 0, Iestimation est évidente. Pour n = 1, nous obtenons &
I'atde du lemme 3.13:

! F(A1) = F(Aa)
FO1)f(A2)ba, (A2)

Pour n 2 2, nous allons effectuer une récurrence. Le lemme suivant nous permettra
de ramener l’estimation (3.10) pour Vordre n & 'ordre n — 1.

A w(A?)| = Iw(/\z) —w())

2
b 0% < gl fllae-

LEMME 3.15. Soit o = {Ap}i1 CD et g, h 0 — C. Alors

AMghY AT+ = D AT, . dr1oi) A7 6015, )

=0

Le lemme se démontre par récurrence (voir aussi [3]). Posons alors

g(A) = et A(A) = Af(M,)), A€o

L
)

Alors Aw(X®) = (f(A)—F(A2)}/(FO)f(A2)ba, (A2)) = (=1/F (M) g(A2)h(A2)),
et

An+1w(A(n+2)) = '—_) AN (gh)()‘% ARE] An+2)

=3 —f(—/\l) ZAn_jh()\z, vy A'H‘Z-—j) Aj g()‘n-{a—j, o )‘n+2)
(,\1) Z'ﬁn_“lf()‘l, D WP WiCEY 0 WIS Sey )

Par hypothése de récurrence nous avons A w(Ant2-j, - - -, Ant2)] < (6, 4, | fllm=),
ce qui démontre avec le lemme 3.13

AH (D) 2 22”“"’Hﬂlﬁm6(5 Jiliflla=) = e(8,n+ L[| fllg=). @
§=0

A Paide du théoréme 3.7 et remarquant que si A est une réunion de N suites
de Carleson, alors |¢,,] € N, on peut déduire du corollaire précédent le résultat
suivant.

COROLAIRE 3.16. Soit A = U Ai, Ai € (C). Si f € H® el |fia] 2

pour un § > 0, alors 1/f|a € H“EA, c’est-d-dire il ezisie ¢ € H™ telle que
1/£{}) = g()) pour fout ) € A.
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Si nous désignons par B 'algébre de Banach H®/BH®, ot B = ] ba, et
AEA
B~! I’ensemble des éléments inversibles dans B, alors le corollaire précédent dit

justement que les éléments F' € B tels que |f|a| = 6 pour un représentant f € H*®
de la classe F sont dans B~1. Donc os(F) = f(A) pour le spectre de F si A est
une réunion finie de suites de Carleson. Pour cette raison, la proposition suivante,
qu’on démontre a ’aide du calcul fonctionnel, est en effet une généralisation du
corollaire précédent.

N
PROPOSITION 3.17. Soit A = [J Ay, Ay € (C). Si f € H® el ¢ €

=1

Hol(f(A)), alors p o fla € H®|a.
Preuve. Posons F = f + BH® € B. Comme ¢ € Hol (f(A)) = Hol(¢(F)),

nous avons 1
o(F) = 50 [ WORG P dc e,
r

ou I' est une courbe de Jordan dans le domaine d’holomorphie de ¢ telle que f(A)
se trouve & l'intérieur de T', et R((, F') est la resolvente de F dans B. Désignons
par h € H® un représentant de (F), alors la formule de Cauchy fournit h(}) =
po f(A), A € A, ce qui démontre po flp = ks € HZx. 1

REMARQUE 3.18. (i) La condition que A soit une réunion finie de suites de
Carleson, nous parait essentielle dans ce contexte. En effet nous pouvons construire
une suite A, qui n’est pas une réunion finie de suites de Carleson mais qui vérifie
quand-méme la condition de Blaschke 3~ (1 — [A%]) < oo, et une fonction f avec

AEA

|flal 2 6 > 0 telles que pour toute fonction g € H™ nous avons gla # 1/f|a.
Nous avons ’espoir que cet exemple permettra de démontrer que la condition

N
A= |J Ai, A; € (CG), est méme nécessaire pour la validité des corollaires 3.14 et

3.16 :e—tlde la proposition 3.17.

(i1) L’exemple précédent et la preuve de la proposition (qui passe pour toute
fonction ¢ € Hol (o5(f + BH®))) montrent qu’il existe une suite A, qui vérifie la
condition de Blaschke, et une fonction f € H* telles que os(f + BH™) # f(A).

3.5. L’OPERATEUR D’INTERPOLATION. Dans la premiére partie de ce paragraphe,
nous allons construire une fonction J; qui prend la valeur 1 sur I’ensemble o; et

qui s’annule en A \ 0;. En plus, elle permet une estimation de }_ ||, qui sera
izl
indispensable dans la construction de ’opérateur linéaire d’interpolation. Dans la

construction de cet opérateur, qui sera le contenu de la deuxiéme partie, nous nous
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appuyons sur les idées de S.A. Vinogradov ([22]), qui a amélioré la construction

de P. Jones ([10]) dans le cas ot A est une suite de Carleson.

"La roNcTION [);. Pour la construction de la fonction [;, qui suit la con-

struction de Jones—Vinogradov ([22]), nous aurons besoin de plusieures notations

(cf. aussi[15]). Soit A = U Aiavec A; € (C)et A = |J oy la partition d’ensembles

izl

de niveau étudiée au paragraphe 3.1, o; = {A; ;}l ol On suppose que [br(u)| € %
pour A, pt € o; (i > 1), ce qui est possible d’aprés (3.1). On définit A = {J;}izy C A

par || = f\nax[)n[ pour tout ¢ 2 1. On pose

C*= I cu XeA, A_B(,)(l ';') chi

wehr\(l) v
lel214
. S Akt gy ®)
a.-(,\) = Z;py pour A€oy, Pi= kzl 'H by, y A .'()||- ).

On remarque que la quantité «; est bien définie pour A € o;. La fonction P; est
une fraction rationnelle semblable au polynéme d’interpolation de type Newton

qui interpole les valeurs {a(), L)}lc' En effet, nous avons en général

LEMME 3.19. Soitn €N el o= {M}f_,CD. Si f:0 —C, alors

n k-1
P(z) = J] tal2) &% F0®)
k=] I=1
vérifie
P(Ay=f(A), Areo.
Preuve. Nous allons effectuer une récurrence. Choisissons 8i,k=1,...,n, et
n E—1 n=-1 k-1
Tn tels que P = E Br H by, interpole fen {Ay,...,An}et Po= 3 B [] b, +
k= k=1 I=1

Yn H by, interpole f en {A1,..., Any, Ang1}. Puisque Pi(X) = Po(Xi) = f(N),

i= 1 .,n—1, les (n—1) premiers coefficients B de P et P, sont en effet égaux.

n k- n
Pour n > 1, on éerit s = (f(hnst) ~ & II_—I;bA:(/\n+1)ﬁk)/I[II b (ns1)
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n—1k-1 n—1
et 1 = (f(Ans1) — kﬁ__:l 11:11 b, (Ant1)Bs)/ II__II ba(An41). Alors

n k-1
Batr = (FOns1) - Y I] br\l(’\n+1)ﬁk)/Hb)\x(’\ﬂ+1)
k=1 1=1
f(/\,H_l) - f_: l_:ll ba(Ant1)0r — Bn 1131 b (An41))/ ,:1;—[11 ba; (An41)
- ba, (An+1)
n—-1k—1 n—1
(f(An+1) - kgl 11;[1 b)\;(/\n-i-l)ﬁk)/ Z£11 b)\i()‘n+1) -
- bAn(An+1)
— - ﬁn
ba, (Ant1)

Remplagant B, par A"~ 1AM et 4, par A" 1(fAP=1) A, ,,), on observe que
les B, vérifient la méme loi de construction que A®~!f(A("). De plus on vérifie
directement, /_\OUf(A(l)) = f(M) = Pi(A1) = B1, ce qui achéve la récurrence. B

Maintenant on peut énoncer le

THEOREME 3.20. Avec les hypothéses et les notations précédentes et si on
pose Dy = A; - P;, on obtient une fonciion qui vérifie

=3 2550,
(ii) Z ‘D,(Z)I < 6(5, N)’ zey

i1
avec une constante c(6, N) > 0.

REMARQUE 3.21. (i) On peut aussi démontrer
1Dl < e (1= 1XF)* (1< p < 00).

(i1} Gréce a la condition de Blaschke, la fonction C™*i est holomorphe et de
plus bornée par 1 (voir les détails dans [22]).

Preuve. Comme la fonction F; interpole justement les valeurs réeciproques de
A; sur oy, la fonction Dy = A; P; prend la valeur 1 sur o;. De plus, la fonction A;

contient le facteur By = I1 Bk et s’annule donc sur o, k # 4. Ceci établit la
ki
propriété (i) et il reste donc I'estimation de la somme. Pour ceci il faut connaitre
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une majoration de |P;|. D’aprés la définition de P; et comme |o;| < N (i > 1) et
[bx, .| < 1,1l reste & voir que A""la,—(/\gk)) est uniformément borné. Dans ce but,
on vérifie les hypothéses du corollaire 3.14 appliqué & I’ensemble A = o;.

On se persuade que la fonction 4; est bien holomorphe et bornée (voir aussi
remarque 3.21 (ii); I'estimation [|(1 — |A2])/(1 — X2)||g= < 4 est évidente). A,
appartient donc bien & H*™ et vérifie | A;||g= < ceo = 4. On minore chacun des
facteurs de |A;(A)] pour A € ;. La condition (CG) entraine |Biy(A)| = 6 pour
tout A € o;. Pour le deuxiéme facteur, on se sert du fait, qu’on ait choisi £ dans la
partition d’ensembles de niveau tel que [eA(p)| < 1/3 pour X,y € 0y (i 2 1). Ceci
entraine, & I’aide de (3.6) que (|1 — [A?[)/[1 = A;A| > 2/3 pour tout X € o; et donc

i’
—1—--—22—[ 2 4 pour A€ o;.
1- XA 9
1l reste étude de [C*i|. On remarque d’abord (cf. [15], p. 190)
A< el € 1= eu(N)] 2 [bu(N)]-

En plus, d’aprés la construction de A, on a |A| < |A;] pour A € o;. Donc

ICt= IT eIz JI Bal> I B0
W me e
" Bl

La derniére minoration était une conséquence de (Bn)a>; € (CG). Ceci justifie
aussi que A € (C) avec la méme constante de Carleson § que (Balazi- On a
alors minoré |A;(A)| pour X € o: par § = 462/9. Le corollaire 3.14 donne alors
Pestimation

1A &) < e, N, | Allzrw) = o3, N).

La fonction P; est alors uniformément majoré par N ca(é,N }, ce qui démontre
’assertion du théoréme:

DD = 3 A=) Pi()l € Neo3, N)ZIB@ ( IKAZI) cxil

izl 21 izl iZ

< Neo(5, N) Zl( M. ') %

izl

On peut supposer que les ensembles o; sont ordonnés de telle fagon qu’on ait
Al € |Aig1} pour i = 1. Comme A € (C), on peut maintenant appliquer le
raisonnement de Vinogradov (cf. [15], p. 190 ou [22]) pour obtenir I’estimation
2 [Di(2)| < 8Neo(8, N) = ¢1(8,N).

i21
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L’OPERATEUR D’INTERPOLATION. Soit X? l’espace de suites introduit dans le
théoréme 3.7.

THEOREME 3.22. Sous les hypothéses el avec les notations du théoréme
précédent, Vapplication

Int : X? — HP
feil
w— YDy Z (Hm”) A1)
i21

est un opérateur linéaire d’inlerpolation pour 1 € p € 00, c¢’est-d-dire il vérifie:
(1) Int (w) € H? et ||Int (w)|lgr < c|jwllxr pour w € X?;
(i1) Int (w){(A) = w(}) pour A € A.

REMARQUE 3.23. (i) Nous insistons sur le fait que cet opérateur est aussi
borné dans le cas p = 1, ce qui permet de montrer au moins X; C H|,.

(11) Pour le cas ¥, = bf\:, 1 < p < o0, S.A. Vinogradov et S.E. Rukshin
([25]) ont démontré ’existence d’un opérateur linéaire et continu approprié & leur
définition d’interpolation (cf. aussi la remarque 2.5). Nous signalons que dans
leur article, on a aussi démontré que Pexistence d’un opérateur linéaire continu

d’interpolation au cas p = 1 ou p = oo implique forcément sup k, < co. Nous
n2l
remarquons que le résulat de P.G. Casazza, R.W. Pengra et R.W. Sundberg [5]

permet de montrer que la condition que A soit une réunion finie de suites de Car-
leson est nécessaire pour ’existence d’un opérateur linéaire continu d’interpolation.

Preuve. La propriété (ii) est immédiate et nous démontrons alors la premiére:
11 faut distinguer les deux cas 1 < p < oo et p = co.
(1) Pour p < oo, on pose

- L s
(——T-) Bi)CMP;
1-X

2 -
( = 13 l) By ChP,
1- Xz

[t (w)(2)] < (Zbﬁ)E (Zai-’) g

1
7 loil

| &%=t w8

a; =

k:l
3

b =

1

et on obtient
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On majore le premier facteur

(5) = (gl 5) o)

< cl(é,N)% =¢.

Pour la derniére majoration on s’est encore une fois servi du raisonnement de
Vinogradov. Avec ceci on estime la norme H? de Int (w):

(=) (o)

P

[t (w)lf> <

<& llel e

H? i21

loil 121\ 2 .
<AV T 18w ) ( '3") |Boc A
i21 k=1 -2 H1 H
=133 _ 132
comme | (152, =1~
. 17l N 4
<4 Z(l—ir\?l)<ZlA"“1 w() ))I) < callwll,.
i21 k=1
(2) Pour p = oo, on majore directement
lo:] .
Jnt (0)(z)] < 3 1Di(2) Y 1 A wAEN < flwllx Y 1Di(2)]
i21 k=1 i21

< e (8, N)llwllxes.

Et donc ||Int (w)|jge= < ¢1(8, N)|lw|lxe.
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