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Abstract. From every measured groupoid, we construct a “pseudo-multipli-
cative” unitary, which generates the two Hopf-von-Neumann bimodule struc-
tures constructed in a former paper, and generalize in this way the well-
known multiplicative unitary associated with a locally compact group. We
prove a generalization of Leptin theorem which connects the amenability of
a measured groupoid and the existence of an approximate unit for its Fourier
algebra.
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1. PRÉLIMINAIRES

1.1. Introduction. Dans [22], nous avons montré comment, à tout groupöıde
mesuré (G, λ, µ), on associe deux structures de bimodules de Hopf von Neumann,
respectivement sur l’algèbre L∞(G, ν) des (classes d’équivalence) de fonctions sur
G essentiellement bornées, et sur l’algèbre L(G) engendrée par la représentation
régulière gauche de G. Dans cet article, nous poursuivons cette étude en constru-
isant un “unitaire pseudo-multiplicatif” VG qui “engendre” ces deux structures:
comme première application, en reprenant les travaux de J. Renault sur la moyen-
nabilité des groupöıdes ([16]), cet unitaire nous permet de généraliser un théorème
de H. Leptin ([13]) énonçant qu’un groupe localement compact est moyennable si
et seulement si son algèbre de Fourier possède une unité approchée.

Après un premier chapitre consacré à des rappels, le deuxième chapitre
complète la théorie des bimodules de Hopf von Neumann amorcée dans [22], on
élargit, à ce cadre, la notion, due à J.L. Sauvageot ([17], [18]), de produit fibré de
Z-modules ainsi que de formes normales, ce qui nous amène à définir pour toute
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trace normale finie fidèle τ sur la base N et pour chaque bimodule de von Neu-
mann un sous-prédual qui s’avère être une algèbre dans le cas d’un bimodule de
Hopf von Neumann.

Dans le troisième chapitre, on applique ces résultats à G et Ĝ qui sont les
deux bimodules de Hopf von Neumann co-involutif associés à un groupöıde mesuré,
on retrouve ainsi l’algèbre que P. Hahn note I(G, ν, µ) dans un contexte plus
général (cf. [11], Theorem 1.8) et l’algèbre de Fourier de G, notée A(G) dans
la définition 1.4 de [16]. On construit un unitaire VG qui appartient au produit
fibré G ? Ĝ, engendre ces deux structures de bimodule de Hopf von Neumann
co-involutif, et vérifie une relation pentagonale. On a ainsi l’analogue pour les
groupöıdes de l’unitaire multiplicatif associé à un groupe localement compact par
W.F. Stinespring ([20]) et qui a conduit à travers les travaux de M. Takesaki,
G. Kac et L. Väınerman, M. Enock et J.M. Schwartz, S.L. Woronowicz, S. Baaj
et G. Skandalis, à la notion de groupe quantique ([21], [12], [7], [24], [2]). Enfin
dans le quatrième chapitre, à l’aide de techniques initiées par D. Voiculescu ([23]),
on utilise cet unitaire pour étudier la moyennabilité des groupöıdes mesurés qu’on
caractérise sous de nouveaux aspects: par l’existence d’une unité approchée, en
norme préduale, pour A(G) ou en utilisant explicitement VG.

Je tiens à remercier chaleureusement J. Renault et M. Enock pour les fruc-
tueuses discussions que nous avons eues sur les groupöıdes et la moyennabilité des
algèbres de Kac.

1.2. Notations et rappels. On notera, dans toute la suite, N une algèbre de
von Neumann commutative, de sorte que les N -modules à droite sont exactement
les N -modules à gauche, et on fixe une trace τ normale, semi-finie, fidèle (n.s.f.f.)
sur N .

Soit K un espace hilbertien, X une partie de l’algèbre L(K) des opérateurs
bornés sur K, ρ une représentation normale et non dégénérée de N sur K. L’espace
hilbertien K a naturellement une structure de N -module notée indifféremment Kρ

ou (ρK) en posant pour tous ξ dans K et n dans N :

ξ ·
ρ
n = n·

ρ
ξ = ρ(n)ξ.

On notera LX(K), le commutant de X dans L(K) et D(Kρ, τ), l’ensemble
des vecteurs ξ de K qui sont τ -bornés pour ρ, c’est à dire tels qu’il existe un
nombre réel k vérifiant pour tout élément n dans Nτ :

‖ρ(n)ξ)‖2 6 kτ(n∗n).

En notant ωξ la forme linéaire sur L(K): (x 7→ 〈xξ, ξ〉) et d’après le paragraphe 1.2
de [19], ξ est τ -borné pour ρ si et seulement si l’opérateur d(ωξ◦ρ)

dτ est borné.
Si ρ′, π, π′ désignent trois autres représentations normales et non dégénérée

de N dans des espaces hilbertiens K ′,H, H ′ respectivement, on notera Lρ,π(K, H)
(resp. Lρ′,π′(K ′,H ′)) l’ensemble des opérateurs d’entrelacement de ρ et π (resp.
de ρ′ et π′).
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On construit d’après [19] le produit tensoriel de Kρ par ρ′K
′ au dessus de

N , qu’on notera Kρ⊗
τ

ρ′K
′, qui est le completé séparé pour le produit scalaire sur

le produit tensoriel algébrique D(Kρ, τ)�K ′ défini par la relation:

〈ξ ⊗ ξ′, ξ ⊗ ξ′〉 =
〈
ρ′
( d(ωξ ◦ ρ)

dτ

)
ξ′, ξ′

〉
et qui, de manière équivalente, est le complété séparé de K � D(K ′

ρ′ , τ) pour le
produit scalaire suivant:

〈ξ ⊗ ξ′, ξ ⊗ ξ′〉 =
〈
ρ
( d(ωξ′ ◦ ρ′)

dτ

)
ξ, ξ
〉
,

ces deux produits scalaires étant égaux sur D(Kρ, τ) ◦ D(K ′
ρ′ , τ); on notera ξ⊗

τ
ξ′

l’image dans Kρ⊗
τ

ρ′K
′ du tenseur algébrique élémentaire ξ � ξ′.

Si τ ′ désigne un autre poids n.s.f.f. sur N , d’après [17], proposition 2.6 et
2.7, les deux produits tensoriels que l’on vient d’expliciter sont isomorphes mais
l’isomorphisme ne préserve pas les tenseurs élémentaires ξ⊗

τ
ξ′. Pour tous x, y res-

pectivement dans Lρ,π(K, H) et Lρ′,π′(K ′,H ′), on définit d’après [17], lemme 2.3,
un produit tensoriel x ⊗

ρ,ρ′,τ,π,π′
y de Kρ⊗

τ
ρ′K

′ vers Hπ⊗
τ

π′H
′ qui est indépendant

de τ , donc si ρ et π (resp. ρ′ et π′) sont égaux on l’écrira plus simplement xρ⊗ρ′y.
On peut ainsi construire pour toute sous-algèbre de von Neumann R de Lρ(N)(K)
et pour toute sous-algèbre de von Neumann S de Lρ′(N)(K ′) un produit tensoriel
Rρ⊗ρ′S, indépendant de τ , qui a pour réalisation dans L

(
Kρ⊗

τ
ρ′K

′) la sous-

algèbre de von Neumann de L
(
Kρ⊗

τ
ρ′K

′) engendrée par les tenseurs rρ⊗ρ′s pour

tous les r dans R et tous les s dans S.
De plus, si M1 et M2 sont des algèbres de von Neumann opérant dans des

espaces hilbertiens L1 et L2, si π1 (resp. π2) est une représentation de N , normale,
préservant l’unité et à valeurs respectivement dans M1 et M2, le commutant dans
L
(
L1

π1⊗
τ

π2L2
)

de l’algèbre LM1(L1)π1⊗π2LM2(L2) est, à isomorphisme normal

près, indépendant de (L1, L2, τ) on le notera M1
π1 ? π2M2. Plus précisement,

en considèrant γ1 et γ2 deux représentations normales non dégénérées de M1 et
M2 respectivement, dans des espaces hilbertiens K1 et K2, l’application γ1 ◦ π1

(resp. γ2 ◦ π2) est une représentation de N dans K1 et dans K2 respectivement,
et il existe une unique représentation, notée γ1

π1 ? π2γ2, de M1
π1 ? π2M2 dans

L
(
K1

γ1◦π1⊗
τ

γ2◦π2K2
)

telle que pour tout T1 dans LId,γ1(L
1,K1), tout T2 dans

LId,γ2(L
2,K2), et tout Z dans M1

π1 ? π2M2:(
T1⊗

τ
T2

)
Z = (γ1

π1 ? π2γ2)(Z)
(
T1⊗

τ
T2

)
(γ1

π1 ? π2γ2)(M1
π1 ? π2M2) = γ1(M1)γ1◦π1 ? γ2◦π2γ2(M2);

de plus, si γ1 et γ2 sont fidèles alors γ1
π1 ? π2γ2 l’est aussi.

Soient M une algèbre de von Neumann et r, s deux représentations normales
non dégénérées de N dans M ; on appelle module double le triplet V = (M, s, r).
Dans ces conditions, M est de deux manières un N -module à gauche, de deux
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manières un N -module à droite, et de quatre manières un N -N -bimodule, qu’on
notera: iM , Mj , iMj pour i, j dans {s, r}; par exemple les structures sM et sMr

sont données pour tous n, n′ dans N et m dans M par:

n·
s
m = s(n)m, n·

s
m·

r
n′ = s(n)mr(n′).

1.3. Bimodules de Hopf. (cf. [22]) Soit V = (M, s, r) un module double; on
dit que V est un bimodule de von Neumann sur N si pour tous n, n′ dans N , on
a s(n)r(n′) = r(n′)s(n).

Si H est un espace hilbertien dans lequel M opère, H est un N -N -bimodule
de trois manières, on note ces structures sHs, rHr, sHr (= rHs).

Par exemple, la structure sHr est donnée, pour tous n, n′ de N et tout ξ de
H par:

n·
s
ξ ·

r
n′ = s(n)r(n′)ξ.

Ainsi, on peut définir quatre produits tensoriels hilbertiens de H par H au
dessus de N : Hs⊗

τ
sH, Hs⊗

τ
rH, Hr⊗

τ
sH, Hr⊗

τ
rH. Comme N est commutative,

on a, dans L
(
Hs⊗

τ
rH
)

la relation: s(n)s⊗ r1 = 1s⊗ rr(n). Du fait de la com-

mutation de s et r, les opérateurs 1s⊗ rs(n), r(n)s⊗ r1 et r(n)s⊗ rs(n) ont un
sens dans L

(
Hs⊗

τ
rH
)
, donc dans Ms ? rM , et sont indépendants de τ . L’espace

hilbertien Hs⊗
τ

rH et l’algèbre de von Neumann Ms ? rM deviennent des N -N -

bimodules notés respectivement r

(
Hs⊗

τ
rH
)
s

et r(Ms ? rM)s en posant pour tous

ξ dans Hs⊗
τ

rH, tout x dans Ms ? rM , et tous n, n′ dans N :

n·
r
ξ ·

s
n′ = (r(n)s⊗ rs(n′))ξ, n·

r
x·

s
n′ = (r(n)s⊗ r1)x(1s⊗ rs(n′)).

D’après le lemme 2.1.3 de [22], les espaces hilbertiens
(
Hs⊗

τ
rH
)
s
⊗
τ

rH et

Hs⊗
τ

r

(
Hs⊗

τ
rH
)

sont canoniquement isomorphes et isométriques, ce qui induit un

isomorphisme entre les algèbres de von Neumann (Ms ? rM)s ? rM et Ms ? r(Ms ?

rM).
Pour tous i, j dans {s, r}, on note Σi,j la réflexion de Hi⊗

τ
jH vers Hj⊗

τ
iH,

telle que, pour tous ξ1, ξ2 respectivement dans D(H, i) et D(H, j), on a:
Σi, j(ξ1

i⊗
τ

jξ
2) = ξ2

j⊗
τ

iξ
1; on note ςi,j l’isomorphisme de Mi ? jM sur Mj ? iM

défini, pour tout x de Mi ? jM , par: ςi,j(x) = Σi,jxΣ∗
i,j .

Avec les notations qui précèdent, on a (cf. [22], définition 2.2.1):

1.3.1. Définition. (i) Soit V = (M, s, r) un bimodule de von Neumann; on
appelle coproduit de V tout homomorphisme normal injectif Γ de M vers Ms ? rM
qui vérifie pour tout n dans N :

(a) Γ(r(n)) = r(n)s⊗ r1;
(b) Γ(s(n)) = 1s⊗ rs(n);
(c) (Γs ? rId) ◦ Γ = (Ids ? rΓ) ◦ Γ;

on dit alors que le couple (V,Γ) est un bimodule de Hopf.
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(ii) On dit qu’un bimodule de Hopf est symétrique ou co-commutatif si l’on a:

s = r, ςr,r ◦ Γ = Γ.

(iii) Si (V,Γ) est un bimodule de Hopf, on appelle co-involution de (V,Γ)
tout anti-automorphisme involutif j, de M , tel que:

j ◦ s = r, (js ? rj) ◦ Γ = ςs,r ◦ Γ ◦ j.

On dit alors que (V,Γ, j) est un bimodule de Hopf co-involutif.

2. PRODUITS FIBRÉS, STRUCTURES SUR LE PRÉDUAL

D’UN BIMODULE DE HOPF

Dans tout ce chapitre, on considère V = (M, s, r) et V 1 = (M1, s1, r1) deux
modules doubles; notons (M,H = L2(M), J, P ) et (M1,H1 = L2(M1), J1, P 1) les
formes standard de M et M1 (cf. [8]). On suppose aussi que la trace τ est finie
et normalisée.

2.1. Le sous-prédual d’un module double.

2.1.1. Définitions. On note

F τ
∗ =

{
ω ∈ (M∗)+ :

d(ω ◦ r)
dτ

et
d(ω ◦ s)

dτ
bornés

}
;

on pose pour tout ω dans F τ
∗ :

‖ω‖τ = max
(∥∥∥ d(ω ◦ r)

dτ

∥∥∥,∥∥∥ d(ω ◦ s)
dτ

∥∥∥);
on désigne par V τ

∗ le sous-espace vectoriel de M∗ engendré par F τ
∗ ; on note ‖·‖∗ la

norme usuelle de prédual. L’espace vectoriel V τ
∗ s’appellera le sous-prédual de V .

2.1.2. Lemme. L’ensemble F τ
∗ est un sous-cône convexe héréditaire de (M∗)+

et pour tout élément ω du sous-prédual de V il existe ω1, ω2, ω3, ω4, tous dans F τ
∗ ,

tels que:
ω = ω1 − ω2 + i(ω3 − ω4).

Démonstration. Evidente.

2.2. Produits fibrés.

2.2.1. Lemme et définition. Si on note:

V ? V 1 =
{

x ∈ L
(
Hs⊗

τ
s1H1,Hr⊗

τ
r1H1

)
: ∀T ∈ LM (H), ∀T 1 ∈ LM1(H1)

(T r⊗r1T 1)x = x(T s⊗s1T 1)
}

;

alors l’ensemble V ?V 1, qu’on appellera produit fibré de V parV 1 (au-dessus de N),
est un sous-espace vectoriel faiblement fermé de l’espace L

(
Hs⊗

τ
s1H1,Hr⊗

τ
r1H1

)
il a par induction une structure d’espace de Banach indépendante de τ et possède
un prédual.
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Démonstration. Il est évident que V ? V 1 est faiblement fermé dans l’espace
de Banach L

(
Hs⊗

τ
s1H1,Hr⊗

τ
r1H1

)
donc dans L

((
Hs⊗

τ
s1H1

)
⊕
(
Hr⊗

τ
r1H1

))
; il

possède ainsi un prédual (cf. [6], chapitre 1, paragraphe 3, lemme 1 ou [4], 3.1 à
3.3). Le reste du lemme est immédiat.

2.2.2. Remarque. Si on a r = s et r1 = s1, on retrouve l’algèbre de von
Neumann Ms ? r1M1 produit fibré rappelée au paragraphe 1.2.

Soit à présent ω1 un élément positif de V τ
∗ ; d’après le lemme 2.10 de [8] il

existe donc un unique élément ξ1 dans le cône positif P de la forme standard de
M tel que ω1 = ωξ1 . D’après ce qui précède, ξ1 est τ -borné pour r et pour s dans
l’espace hilbertien H = L2(M).

2.2.3. Lemme. Pour tous η dans H1 (= L2(M1)) et x dans L
(
Hs⊗

τ
s1H1,

Hr⊗
τ

r1H1
)
, on a:〈
x(ξ1

s⊗
τ

s1η), ξ1
r⊗

τ
r1η
〉

6 ‖x‖ ‖ωη‖
∥∥∥ d(ω1 ◦ s)

dτ

∥∥∥ 1
2
∥∥∥ d(ω1 ◦ r)

dτ

∥∥∥ 1
2
.

Démonstration. Soient x et η dans les conditions de l’énoncé, on a:∣∣∣〈x(ξ1
s⊗

τ
s1η), ξ1

r⊗
τ

r1η
〉∣∣∣ 6 ‖x‖

∥∥∥ξ1
s⊗

τ
s1η)

∥∥∥∥∥∥ξ1
r⊗

τ
r1η
∥∥∥

6 ‖x‖
〈 d(ω1 ◦ s)

dτ
·

s1
η, η
〉 1

2
〈 d(ω1 ◦ r)

dτ
·

r1
η, η
〉 1

2

6 ‖x‖
(
ωη

( d(ω1 ◦ s)
dτ

)) 1
2
(
ωη

( d(ω1 ◦ r)
dτ

)) 1
2

6 ‖x‖ ‖ωη‖
∥∥∥ d(ω1 ◦ s)

dτ
)
∥∥∥ 1

2
∥∥∥ d(ω1 ◦ r)

dτ
)
∥∥∥ 1

2
.

2.2.4. Notations. (i) Sous les conditions qui précèdent, on désignera par
ωξ1

s⊗
τ

s1η,ξ1
r⊗

τ
r1η, l’élément de (V ? V 1)∗ défini pour tout x de V ? V 1 par:

(ωξ1
s⊗

τ
s1η,ξ1

r⊗
τ

r1η)(x) =
〈
x(ξ1

s⊗
τ

s1η), ξ1
r⊗

τ
r1η
〉
.

(ii) Pour tout ω positif dans M1
∗ , on notera η l’unique vecteur du cône de la

forme standard de M1 tel que ω = ωη.

2.2.5. Lemme et définition. L’application: ωη 7→ ωξ1
s⊗

τ
s1η,ξ1

r⊗
τ

r1η est bien

définie de
(
M1
∗
)+ vers (V ? V 1)∗ et possède un unique prolongement linéaire nor-

miquement continu de M1
∗ vers (V ? V 1)∗ de norme majorée par 2‖ω1‖τ .

L’image de tout élément ω de M1
∗ par ce prolongement se notera ω1 ⊗

s,r,τ,s1,r1
ω

ou, s’il n’y a pas d’ambigüıté, ω1⊗
τ

ω .

Démonstration. Le fait que l’application ωη 7→ ωξ1
s⊗

τ
s1η,ξ1

r⊗
τ

r1η est bien dé-

finie de M1
∗

+ vers (V ?V 1)∗ est évident d’après le lemme 2.2.3, en suivant le même
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raisonnement que J.L. Sauvageot dans la proposition III.4 de [17] on montre que
cette application est additive et positivement homogène. On peut la prolonger
linéairement de manière unique à tout M∗, grâce à l’existence de la décomposition
de Jordan (cf. [14], 3.1 à 3.6); de plus, si ω0 est un élément quelconque de M∗ et
ω0 = ω1 − ω2 + i(ω3 − ω4) est sa décomposition de Jordan, on a, en notant ϕ le
prolongement:

‖ϕ(ω0)‖ = ‖ϕ(ω1)− ϕ(ω2) + i(ϕ(ω3)− ϕ(ω4))‖
6 ‖ϕ(ω1)‖+ ‖ϕ(ω2)|+ ‖(ϕ(ω3)‖+ ‖ϕ(ω4))‖

6 (‖ω1‖+ ‖ω2‖+ ‖ω3‖+ ‖ω4‖)
∥∥∥ d(ω1 ◦ s)

dτ

∥∥∥ 1
2
∥∥∥ d(ω1 ◦ r)

dτ

∥∥∥ 1
2

6 2‖ω0‖
∥∥∥ d(ω1 ◦ s)

dτ

∥∥∥ 1
2
∥∥∥ d(ω1 ◦ r)

dτ

∥∥∥ 1
2

6 2‖ω0‖‖ω1‖τ ,

d’où le corollaire.

2.2.6. Corollaire. Il existe une unique application linéaire normiquement
continue de V ? V 1 dans M1, qu’on notera ω1 ⊗

s,r,τ,s1,r1
i ou ω1⊗

τ
i, s’il n’y a pas

d’ambigüıté, qui vérifie, pour tout ω dans M1
∗ :

ω ◦
(
ω1⊗

τ
i
)

= ω1⊗
τ

ω;

de plus, on a
∥∥ω1⊗

τ
i
∥∥ 6 2‖ω1‖τ .

Démonstration. Il suffit de transposer l’application φ définie dans la démon-
stration de 2.2.5.

2.2.7. Proposition. L’application ω1 7→ ω1⊗
τ

i possède un unique prolonge-

ment linéaire de V τ
∗ dans L(V ? V 1,M1); en notant ω ⊗

s,r,τ,s1,r1
i ou ω⊗

τ
i, s’il n’y a

pas d’ambigüıté, l’image par ce prolongement de tout élément ω de V τ
∗ , alors pour

tout ω′ dans M1
∗ , il existe un unique élément de (V ? V 1)∗, noté ω ⊗

s,r,τ,s1,r1
ω′ ou

ω⊗
τ

ω′ s’il n’y a pas d’ambigüıté, et tel que:

ω′ ◦
(
ω⊗

τ
i
)

= ω⊗
τ

ω′.

Démonstration. Le raisonnement est le même que dans le corollaire 2.2.6,
compte tenu du lemme 2.1.2.

2.2.8. Remarque. (i) Les constructions qui viennent d’être fâıtes à gauche
peuvent l’être à droite. Pour tous ω2 dans (V 1

∗ )τ et tout ω dans M∗, on peut
construire un élément ω⊗

τ
ω2 qui cöıncide avec la construction à gauche si ω est

dans V τ
∗ ; on a aussi l’analogue, à droite, de la proposition 2.2.7.

(ii) Ces constructions généralisent le produit fibré de formes normales posi-
tives définies dans la proposition III.4 de [17].

2.3. Le sous-prédual d’un bimodule de Hopf. Soit (V = (M, s, r),Γ) un
bimodule de Hopf sur N munie d’une trace normale finie fidèle; d’après ce qui
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précède, l’algèbre de von Neumann Ms?rM n’est autre que
s

V ?
r

V où
s

V = (M, s, s)

et
r

V = (M, r, r); on a donc V τ
∗ =

s

V τ
∗ ∩

r

V τ
∗ . Pour tous ω dans V τ

∗ et ω′ dans M∗,
d’après le paragraphe 2.2, on peut construire deux éléments de (Ms ? rM)∗ que
nous noterons ωs⊗ r

τ
ω′ et ω′s⊗ r

τ
ω; Ms ? rM possède une structure de bimodule,

pour tout ω′′ dans V τ
∗ , et on peut définir dans (Ms ? rMs ? rM)∗ les deux formes(

ωs⊗ r
τ

ω′
)
s
⊗
τ

rω
′′ et ωs⊗

τ

(
ω′s⊗ r

τ
ω′′
)
.

2.3.1. Lemme. Pour tous ω, ω′′ dans V τ
∗ et tout ω′ dans M∗, on a:(

ωs⊗ r
τ

ω′
)
s
⊗
τ

rω
′′ = ωs⊗

τ
r

(
ω′s⊗ r

τ
ω′′
)
.

Démonstration. Supposons que les formes ω, ω′ et ω′′ sont positives, soient
ξ dans D(Hr, τ), ξ′′ dans D(Hs, τ) et ξ′ dans H tels que ω = ωξ, ω′ = ωξ′ ,
ω′′ = ωξ′′ , d’après le lemme 2.1.3 de [22]; on a

(
ξs⊗ r

τ
ξ′
)
s
⊗
τ

rξ
′′ = ξs⊗

τ
r

(
ξ′s⊗ r

τ
ξ′′
)
,

d’où
(
ωs⊗ r

τ
ω′
)
s
⊗
τ

rω
′′ = ωs⊗

τ
r

(
ω′s⊗ r

τ
ω′′
)
. Le cas général s’en déduit à l’aide du

lemme 2.1.2 et de la bilinéarité des produits fibrés.

2.3.2. Lemme. Pour tous θ dans (Ms ? rM)∗ et ω dans V τ
∗ on a

(
θs⊗ r

τ
ω
)
·

(Γs?ri) = (θ ◦ Γ)s⊗ r
τ

ω et
(
ωs⊗ r

τ
θ
)
(Γs?ri) = ωs⊗ r

τ
(θ ◦ Γ).

Démonstration. Soit T dans L(H,Hs⊗ r
τ

H) vérifiant pour tout x dans M :

Tx = Γ(x)T ; par définition de Γs?ri, on a pour tout z dans Ms?rM :

(Γs?ri)(z)T = (T s⊗r1)z.

Soient ξ, α quelconques dans H et Hs⊗ r
τ

H respectivement, alors pour tout x dans

M on a:

(ωTξ ◦ Γ)(x) = 〈Γ(x)Tξ, T ξ〉 = 〈Txξ, T ξ〉 = 〈xξ, T ∗Tξ〉 = ωξ,T∗Tξ(x).

Donc ωTξ ◦ Γ = ωξ,T∗Tξ, on en tire, pour tous η dans D(Hs, τ) et z dans l’algèbre
Ms?rM :

(ωTξ ◦ Γ)s⊗ r
τ

ωη(z) = ωξ,T∗Tξs⊗ r
τ

ωη(z) = ωξs⊗ r
τ

η,T∗Tξs⊗ r
τ

η(z)

=
〈
z
(
ξs⊗ r

τ
η
)
, T ∗Tξs⊗ r

τ
η
〉

=
〈
(T s⊗ r

τ
1)z(ξs⊗ r

τ
η), T ξs⊗ r

τ
η
〉

=
〈(

Γs?r
τ

i
)
z
(
Tξs⊗ r

τ
η
)
, T ξs⊗ r

τ
η
〉

=
(
ω(Tξs⊗ r

τ

η)

)(
Γs?r

τ
i
)
(z)

=
(
ωTξs⊗ r

τ
ωη

)(
Γs?r

τ
i
)
(z).

On en déduit que
(
ωTξs⊗ r

τ
ωη

)(
Γs?r

τ
i
)

= (ωTξ ◦ Γ)s⊗ r
τ

ωη et la première égalité

du lemme par linéarité. L’autre égalité se montre de manière analogue.



Unitaire pseudo-multiplicatif associé à un groupöıde 355

2.3.3. Lemme. Pour tous ω, ω′ dans F τ
∗ , l’élément

(
ωs⊗ r

τ
ω′
)
◦Γ, qui appar-

tient à (M∗)+ d’après la proposition 2.2.7, est dans F τ
∗ et on a:

∥∥(ωs⊗ r
τ

ω′
)
◦Γ
∥∥

τ
6

‖ω‖τ‖ω′‖τ .

Démonstration. Soient ω, ω′ positifs dans V τ
∗ ; en notant H = L2(M) choi-

sissons ξ dans D(Hs, τ) et ξ′ dans D(Hr, τ) tels que ω = ωξ et ω′ = ωξ′ . Pour tout
η dans D(Hr, τ), on a:〈 d

(∣∣ (ωs⊗ r
τ

ω′) ◦ Γ
∣∣ ◦ r

)
dτ

, ωη

〉
=

〈 d
((

ωs⊗ r
τ

ω′
)
◦ Γ ◦ r

)
dτ

, ωη

〉

=

〈(
ωs⊗ r

τ
ω′
)
◦ Γ ◦ r,

dωη ◦ r

dτ

〉
=

〈
ωs⊗ r

τ
ω′, (Γ ◦ r)

(
dωη ◦ r

dτ

)〉

=

〈(
ωs⊗ r

τ
ω′), r

(
dωη ◦ r

dτ

)
⊗
τ

1

〉
=

〈
r

(
dωη ◦ r

dτ

)
ξs⊗ r

τ
ξ′, ξs⊗ r

τ
ξ′

〉

=

〈
s

( dω′ξ ◦ r

dτ

)
r

(
dωη ◦ r

dτ

)
ξ, ξ

〉

=

〈
r

((
dωη ◦ r

dτ

) 1
2
)

s

( dω′ξ ◦ r

dτ

)
r

((
dωη ◦ r

dτ

) 1
2
)

ξ, ξ

〉

=

〈
s

( dω′ξ ◦ r

dτ

)
r

((
dωη ◦ r

dτ

) 1
2
)

ξ, r

((
dωη ◦ r

dτ

) 1
2
)

ξ

〉

6

∥∥∥∥ dω′ ◦ r

dτ

∥∥∥∥
〈

r

((
dωη ◦ r

dτ

) 1
2
)

ξ, r

((
dωη ◦ r

dτ

) 1
2
)

ξ

〉

6 ‖ω′‖τ

〈
r

(
dωη ◦ r

dτ

)
ξ, ξ

〉
6 ‖ω′‖τ

〈
ηs⊗ r

τ
ξ, ηs⊗ r

τ
ξ
〉

6 ‖ω′‖τ

〈
s

(
dωξ ◦ s

dτ

)
η, η

〉
6 ‖ω′‖τ‖ω‖τ‖ωη‖∗.

On en déduit que
d|(ωs⊗ r

τ

ω′)◦Γ|◦r

dτ est borné et
∥∥∥∥ d|(ωs⊗ r

τ

ω′)◦Γ|◦r

dτ

∥∥∥∥ 6 ‖ω′‖τ‖ω‖τ ; un

raisonnement analogue permet de montrer que
d|(ωs⊗ r

τ

ω′)◦Γ|◦s

dτ est dans les mêmes
conditions; ainsi, (ωs⊗ r

τ
ω′)◦Γ est dans V τ

∗ avec
∥∥(ωs⊗ r

τ
ω′)◦Γ

∥∥
τ

6 ‖ω′‖τ‖ω‖τ .

2.3.4. Proposition. Soit V = (V,Γ) un bimodule de Hopf, alors en posant
pour tous ω, ω′ dans V τ

∗ :
ω?

τ
ω′ = (ω⊗

τ
ω′) ◦ Γ

on fait de (V τ
∗ , ?

τ
) une algèbre qu’on notera Vτ

∗ ; cette algèbre est commutative si et

seulement si (V,Γ) est symétrique. Si, de plus, κ est une co-involution de (V,Γ),
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en posant pour tout x dans M :

ω∗(x) = ω ◦ κ(x∗)
on fait de Vτ

∗ une algèbre involutive.

Démonstration. Soient ω, ω′, ω′′ quel conques dans V τ
∗ on a, en utilisant suc-

cessivement le lemme 2.3.2, le fait que Γ est un coproduit, le lemme 2.3.1 et le
lemme 2.3.2 à nouveau:(
ω?

τ
ω′
)
?
τ
ω′′ =

((
ωs⊗ r

τ
ω′
)
◦ Γ
)
s?r
τ

ω′′ =
(((

ωs⊗ r
τ

ω′
)
◦ Γ
)
s⊗ r

τ
ω′′
)
◦ Γ

=
((

ωs⊗ r
τ

ω′
)
s⊗ r

τ
ω′′
)
◦ (Γs?ri) ◦ Γ =

(
ωs⊗ r

τ

(
ω′s⊗ r

τ
ω′′
))
◦(is?rΓ)◦Γ

=
(
ωs⊗ r

τ

((
ω′s⊗ r

τ
ω′′) ◦ Γ

))
◦ Γ =

(
ωs⊗ r

τ

(
ω′?

τ
ω′′
))
◦Γ = ω?

τ

(
ω′?

τ
ω′′
)
.

Le fait que (V τ
∗ , ?

τ
) soit une algèbre est clair par linéarité.

Si κ est une co-involution de V = (M,Γ), alors en notant J une implémen-
tation involutive de κ dans H, on a pour tout x dans M , κ(x) = J x∗J ; en
particulier, l’égalité J r(n) = s(n∗)J pour tout n dans N permet de définir deux
anti-isomorphismes adjoints l’un de l’autre:

J s⊗ r
τ

J : Hr⊗ s
τ

H 7→ Hs⊗ r
τ

H, J r⊗ s
τ

J : Hs⊗ r
τ

H 7→ Hr⊗ s
τ

H

définis pour tous ξ, η dans D(Hs, τ) et D(H, r) respectivement, par les conditions
suivantes: (J r⊗ s

τ
J )(ξs⊗ r

τ
η) = J ξr⊗ s

τ
J η et (J s⊗ r

τ
J )(ηr⊗ s

τ
ξ) = J ηs⊗ r

τ
J ξ.

Ainsi, pour tout y dans Ms?rM , on a:
(κs?rκ)(y) = (J r⊗ s

τ
J )y∗(J s⊗ r

τ
J ).

Soit ω dans dans M+
∗ et ξ dans H tel que ω = ωξ; alors pour tout x dans M

on a:
ω∗(x) = 〈κ(x∗)ξ, ξ〉 = 〈J xJ ξ, ξ〉 = 〈xJ ξ,J ξ〉 = ωJ ξ(x).

Si ω est plus spécialement dans Vτ
∗ , alors ξ est dans D(Hr, τ); soit ω′ un

autre élément positif de Vτ
∗ et si ξ′ dans D(Hs, τ) est tel que ω′ = ωξ′ , on a:(

ω∗?
τ
ω′
∗)(x) =

(
ω∗s⊗ r

τ
ω′
∗)Γ(x) =

(
ωJ ξs⊗ r

τ
ωJ ξ′

)
Γ(x) = ω(J ξs⊗ r

τ

J ξ′)Γ(x)

=
〈
Γ(x)

(
J ξs⊗ r

τ
J ξ′

)
,
(
J ξs⊗ r

τ
J ξ′

)〉
=
〈
Γ(x)

(
J s⊗ r

τ
J
)(

ξr⊗ s
τ

ξ′
)
,
(
J s⊗ r

τ
J
)(

ξr⊗ s
τ

ξ′
)〉

=
〈(
J r⊗ s

τ
J
)
Γ(x)

(
J s⊗ r

τ
J
)(

ξr⊗ s
τ

ξ′
)
, ξr⊗ s

τ
ξ′
〉

=
〈
(κs?rκ)Γ(x∗)

(
ξr⊗ s

τ
ξ′
)
, ξr⊗ s

τ
ξ′
〉

=
〈
ςs,r(κs?rκ)Γ(x∗)

(
ξ′s⊗ r

τ
ξ
)
, ξ′s⊗ r

τ
ξ
〉

=
〈
(Γ ◦ κ)(x∗)

(
ξ′s⊗ r

τ
ξ
)
, ξ′s⊗ r

τ
ξ
〉

=
(
ω′r⊗ s

τ
ω
)
◦ Γ(κ(x∗)) =

(
ω′?

τ
ω
)
(κ(x∗)) =

(
ω′?

τ
ω
)∗(x).
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On en déduit par linéarité que (V τ
∗ , ?

τ
,∗ ) est une algèbre involutive.

3. UNITAIRES PSEUDO-MULTIPLICATIFS ASSOCIÉS AUX GROUPOÏDES

3.1. Rappels et compléments. (cf. [22], paragraphe 3) Dans toute la suite,
on notera G un groupöıde topologique localement compact et σ-compact, muni
d’un système de Haar {λu : u ∈ G0}; on considère µ une mesure de probabilité
quasi-invariante sur G0 qu’on identifie à la trace sur L∞(G, µ) canoniquement
associée; on note ν la mesure sur G associée à µ (avec la même identification
que précédemment), ν−1 la mesure image de ν par l’application (z 7→ z−1) et
δ la dérivée de Radon-Nikodym de ν par rapport à ν−1. Dans [16], le triplet
(G, {λu : u ∈ G0}, µ) s’appelle un groupöıde mesuré. Les applications s et r
(source et but de G) amènent à définir deux représentations normales et unitaires
notées sG et rG de L∞(G0, µ) vers L∞(G, ν) en posant pour tout f de L∞(G0, µ)
et pour ν-presque tout x de G:

[rG(f)](x) = f(xx−1)

[sG(f)](x) = f(x−1x).

Pour tout x dans G, on peut définir une isométrie surjective, L(x) de L2(G, λs(x))
sur L2(G, λr(x)), telle que pour tout ξ dans L2(G, λr(x)) et λr(x)-presque tout y
dans Gr(x): L(x)ξ(y) = ξ(x−1y).

Ces données permettent de construire deux algèbres de Banach involutives,
l’une est définie par P. Hahn dans le premier paragraphe de [11] et notée I(G);
c’est l’ensemble:{

f ∈ L1(G, ν) : u 7→
∫
|f |dλu, u 7→

∫
|f(x−1)δ(x)−1|dλu(x)

essentiellement bornées
}

muni du produit de convolution et de la norme définie pour tout f dans I(G) par

‖f‖ = sup
{∥∥∥u 7→ ∫

|f |dλu
∥∥∥
∞

,
∥∥∥u 7→ ∫

|f(x−1)δ(x)−1|dλu(x)
∥∥∥
∞

}
.

L’autre algèbre de Banach involutive, appelée algèbre de Fourier de G par J.
Renault, est d’après la proposition 2.5 de [16], l’algèbre A(G) des fonctions numé-
riques ϕ sur G définies pour tout x dans G par:

ϕ(x) = (ξ, η)(x) = 〈L(x)(ξ ◦ s(x)), η ◦ r(x)〉
où ξ, η sont quelconques dans D(rG

L2(G, ν), µ) (qui est exactement, puisqu’ici µ
est bornée, l’ensemble noté L∞(G0, L2(G, λ)) dans [16]). La norme employée par
J. Renault est définie pour tout ϕ de A(G) par ‖ϕ‖A(G) = inf ‖ξ′‖∞‖η′‖∞, où la
borne inférieure est à prendre sur toutes les représentations possibles de ϕ sous la
forme ϕ = (ξ′, η′).

L’algèbre de Banach involutive I(G) se représente dans H = L2(G, ν) par
convolution et fournit par construction l’algèbre de la représentation régulière
gauche de G que nous noterons L(G); cette algèbre de von Neumann est en position
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standard dans H et a pour commutant l’algèbreR(G) de la représentation régulière
droite de G que nous noterons R. De plus, grâce au théorème 2.3 de [16], on peut
décrire le prédual de L(G): il existe une isométrie complète que nous noterons Ω
de L(G)∗ sur le produit tensoriel de Haagerup L2(G0, µ)∗⊗

hN
A(G)⊗

hN
L2(G0, µ) (au

dessus de N = L∞(G0, µ)); plus précisément, pour tous a, ϕ dans L2(G0, µ), A(G)
respectivement on a:

Ω(a∗⊗ϕ⊗ a) : (L(f) 7→
∫
G

a(r(x)ϕ(x)a(s(x))f(x) dν(x)).

Les triplets G = (L∞(G, ν), sG, rG) et Ĝ = (L(G), rG, rG) sont alors deux
bimodules de von Neumann sur N = L∞(G0, µ); rappelons que rG(L∞(G0, µ))
est inclu dans L(G) et sG(L∞(G0, µ)) est inclu dans son commutant R(G) .

Si, pour tous i, j dans {rG, sG}, G
i,j est l’ensemble {(x, y) ∈ G×G : i(x) =

j(y)}, les espaces hilbertiens L2(G, ν)i⊗
µ

jL
2(G, ν) et L2(G

i,j , ν

i,j), où νi,j est une

certaine mesure sur G2
i,j s’identifient d’après le lemme 3.2.2 de [22]. On peut alors

considérer l’isomorphisme isométrique fondamental WG de L2(G, ν)r⊗
µ

rL
2(G, ν)

sur L2(G, ν)s⊗
µ

rL
2(G, ν), en posant pour tous ξ dans L2(G

r,r, ν

r,r), ν2

s,r-presque

tout (x, y) dans G
s,r, et f dans L∞(G, ν):

WGξ(x, y) = ξ(x, xy).

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons plus précisément son adjoint VG = W ∗
G qui

est un isomorphisme isométrique de L2(G, ν)s⊗
µ

rL
2(G, ν) sur L2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν)

tel que pour tous ξ dans L2(G
s,r, ν


s,r), ν2

r,r-presque tout (x, y) dans G
r,r, et f dans

L∞(G, ν):
VGξ(x, y) = ξ(x, x−1y).

3.1.1. Théorème. Les coproduits ΓG et Γ̂G de L∞(G, ν) et L(G) respec-
tivement, sont engendrés par VG; plus précisément, pour tout x dans L∞(G, ν) et
tout y de L(G), on a:

ΓG(x) = V ∗
G(1r⊗ rx)VG,

Γ̂G(y) = VG(ys⊗ r1)V ∗
G.

Il s’agit d’une reformulation du théorème 3.2.7 et de la proposition 3.3.2
de [22] .

On notera toujours G le bimodule de Hopf commutatif (L∞(G, ν), sG, rG,ΓG)
et Ĝ le bimodule de Hopf symétrique (L(G), rG, rG, Γ̂G).

3.2. Représentation de Fourier des algèbres de P. Hahn et J. Renault.
Nous allons à présent traduire, dans ce contexte, la proposition 2.3.4. Rappelons
que Gµ

∗ est le sôus espace vectoriel de L∞(G, ν)∗ engendré par le cone convexe
héréditaire

{
ω ∈ (L∞(G, ν)∗)+ : dω◦rG

dτ , dω◦sG

dτ bornées
}

. De même, Ĝµ
∗ est le

sous espace vectoriel de L(G)∗ engendré par
{

ω ∈ (L(G)∗)+ : dω◦rG

dτ borné
}

.
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3.2.1. Lemme. Les espaces vectoriels I(G) et A(G) s’identifient respective-
ment à Gµ

∗ et Ĝµ
∗ .

Démonstration. Il est immédiat de constater que l’isomorphime canonique
d’espaces vectoriels entre L∞(G, ν)∗ et L1(G, ν) échange Gµ

∗ et I(G).
Soit ω̂ un élément positif quelconque de Ĝµ

∗ ; comme L(G) est en position
standard dans L2(G, ν), il existe ξ dans L2(G, ν) tel que ω̂ = ωξ. De plus, ξ est dans
D(L2(G, ν), rG) ceci permet d’affirmer, d’après 3.1 que ω̂ = Ω(1⊗ [ξ, ξ)⊗ 1), on en
déduit que Ω(1⊗A(G)+ ⊗ 1) est égal à la partie positive de Ĝµ

∗ , par polarisation
sur A(G) (cf. [16], Proposition 1.3 (i)), et compte tenu du lemme 2.1.2, on peut
identifier les ensembles A(G) et Ĝµ

∗ .

3.2.2. Lemme. Avec les notations de la définition 2.1.1, pour tout élément
ω positif dans I(G), ‖ω‖µ est égal à sa norme.

Démonstration. Des calculs de routine donnent le résultat.

3.2.3. Proposition. Les structures d’algèbres involutives, que la proposi-
tion 2.3.4 permet de conférer à I(G) et A(G), s’identifient à celle de la convolu-
tion de P. Hahn ([11], paragraphe 1) pour I(G) et à celle de la multiplication de
J. Renault pour A(G).

Démonstration. Suivant le chapitre 3 de [22], pour tout f dans L∞(G, ν),
ν2

s,r-presque tout (x, y) dans G2
s,r et tout ξ dans L2(G2

r,r, ν
2
r,r), on a:

(ΓG(f))ξ(x, y) = f(xy)ξ(x, y).

Des calculs de routine permettent alors de montrer que pour tout couple (f, g)
d’éléments positifs de I(G), on a:(

ω√
f s⊗ r

µ
ω√

g

)
◦ ΓG = ω√

f?g
,(

ω√
f

)∗
= ω√

f∗
,

où f ?g et f∗ désignent respectivement le produit de convolution et l’involution de
de P. Hahn. On retrouve ainsi la structure d’algèbre involutive usuelle sur I(G).

Parallèlement, d’après le chapitre 3 de [22], pour tout f dans I(G), ν2
r,r-

presque tout (x, y) dans G2
r,r et tout ξ dans L2(G2

r,r, ν
2
r,r), on a:

Γ̂G(L(f))ξ(x, y) =
∫
G

f(t)ξ(t−1x, t−1y) dλr(x)(t).

Alors, si (u, v) est un couple quelconque d’éléments de A(G), soient ξ, η dans
D(rG

H,µ) tels que u = (ξ, η), ainsi en notant ω̂u et ω̂v les éléments de Ĝµ
∗ corres-

pondants, on a: (
ω̂u

r⊗ r
µ

ω̂v
)
◦ Γ̂G = ω̂uv

(
ω̂(ξ,η)

)∗ = ω̂(η,ξ),

où uv désigne le produit ordinaire des fonctions; on retrouve la structure d’algèbre
involutive définie par J. Renault.
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3.2.4. Lemme. Avec les notations de la définition 2.2.1, l’application fon-
damentale VG appartient à G ? Ĝ et son adjoint WG appartient à Go ? Ĝ où Go

(l’opposé de G) désigne le triplet (L∞(G, ν), rG, sG).

Démonstration. Soit f un élément quelconque de L∞(G, ν) et g un élément
quelconque de I(G). Il est immédiat de constater que pour tout i dans {sG, rG},
en notant θ un élément quelconque de L2(G, ν2

i,r), on a, pour ν2
i,r-presque tout

(x, y) dans G2
i,r:

(f i⊗rR(g))θ(x, y) =
∫
G

f(x)g(t−1y)θ(x, t) dλr(y)(t).

Ainsi, quelque soit Σ dans L2(G, ν2
r,r) et pour ν2

r,r-presque tout (x, y) dans G2
r,r,

on peut écrire que:[
VG(fs⊗ rR(g))

]
Σ(x, y) = (fs⊗ rR(g))Σ(x, x−1y)

=
∫
G

f(x)g(t−1x−1y)Σ(x, t) dλr(x−1y)(t)

=
∫
G

f(x)g(t−1x−1y)Σ(x, t) dλs(x)(t).

En faisant le changement de variable t′ = xt dans la dernière intégrale, on obtient:[
VG(fs⊗ rR(g))Σ

]
(x, y) =

∫
G

f(x)g((t′)−1y)Σ(x, x−1t′) dλr(x)(t′)

=
∫
G

f(x)g((t′)−1y)(VGΣ)(x, t′) dλr(y)(t′)

=
[
(fr⊗ rR(g))VGΣ

]
(x, y),

donc VG appartient à G ? Ĝ; en passant aux adjoints dans la dernière égalité, il
vient:

(f∗s⊗ rR(g)∗)WG = WG(f∗r⊗ rR(g)∗).

Ceci permet d’affirmer que WG appartient à Go ? Ĝ.

3.2.5. Corollaire. Avec les notations du paragraphe 1.3, VG est de trois
manières un morphisme de modules hilbertiens sur L∞(G0, µ) que nous noterons
respectivement: rVG : r

(
L2(G, ν)s⊗

µ
rL

2(G, ν)
)

7→ r

(
L2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν)
)

(
=
(
L2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν)
)
r

)
, sVG : s

(
L2(G, ν)s⊗

µ
rL

2(G, ν)
) (

=
(
L2(G, ν)s⊗

µ

rL
2(G, ν)

)
r

)
7→ r

(
L2(G, ν)r⊗ rL

2(G, ν)
)
, (VG)s :

(
L2(G, ν)s⊗

µ
rL

2(G, ν)
)
s
7→(

L2(G, ν)r⊗ rL
2(G, ν)

)
s
.

Démonstration. Immédiate.
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3.2.6. Corollaire. En posant pour tout ω dans I(G) et tout ω′ dans A(G):

λ(ω) = (ω⊗
µ

i)(VG)

λ̂(ω′) = (i⊗
µ

ω′)(VG).

on définit une application λ à valeurs dans L(G) et une application λ̂ à valeurs
dans L∞(G).

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 2.2.7 pour montrer que
λ(ω) a bien un sens et est dans L(G). On fait un raisonnement identique pour le
reste du corollaire.

3.2.7. Proposition. Les applications λ et λ̂ sont les représentations de
I(G) et A(G) qui engendrent L(G) et L∞(G, ν).

Démonstration. Soient ξ dans D(Hr, µ) ∩ D(Hs, µ) et η, η′ deux fonctions
continues sur G à support compact (donc dans D(Hr, µ) d’après le lemme 3.2.1
de [22]) ces supports étant notés supp η et supp η′ respectivement, on a, d’après la
proposition 2.2.7 et le théorème de Fubini:

〈λ(ωξ)η, η′〉 =
(
ωξ⊗

µ
ωη,η′

)
(VG) =

〈
VG

(
ξs⊗ r

µ
η
)
, ξr⊗ r

µ
η′
〉

=
∫

G2
r,r

(
ξs⊗ r

µ
η
)
(x, x−1y)(ξr⊗ r

µ
η′)(x, y) dν2

r,r(x, y)

=
∫
G0

∫∫
G×G

ξ(x)η(x−1y)ξ(x)η′(y) dλu(x) dλu(y) dµ(u)

=
∫
G0

∫
supp η(supp η′)−1

∫
supp η′

ξξ(x)η(x−1y)η′(y) dλu(y) dλu(x) dµ(u)

=
∫
G0

∫
supp η′

∫
supp η(supp η′)−1

ξξ(x)η(x−1y) dλu(x)η′(y) dλu(y) dµ(u)

=
∫
G

∫
G

ξξ(x)η(x−1y) dλu(x)η′(y) dν(y) = 〈L(ξξ)η, η′〉.

On en tire par densité que λ(ωξ) = L(ξξ).
Soit u un élément positif de A(G) et ωu l’élément correspondant dans L(G)∗;

alors, pour tout ξ dans K(G), on a d’après la dernière égalité de la proposition 2.2.7
et en notant M(u) l’opérateur de multiplication par u dans L(L2(G, ν)):

〈λ̂(ωu)ξ, ξ〉 = ωξ(λ̂(ωu)) =
(
ωξ⊗

µ
ωu
)
(VG) = ωu

(
ωξ⊗

µ
i
)
(VG)

= ωu(L(ξξ)) = 〈M(u)ξ, ξ〉.

On en déduit par densité que λ̂(ωu) = M(u), et la proposition en résulte.
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3.2.8. Corollaire. On met en dualité séparante L(G) et L∞(G) en posant
pour tous ω dans I(G) et ω′ dans A(G): 〈λ(ω), λ̂(ω′)〉 =

(
ω⊗

µ
ω′
)
(VG).

Démonstration. Evidente.

3.3. Propriétés quantiques de VG. Dans ce paragraphe, on montre que
VG vérifie une relation pentagonale et définit la co-involution jG qui s’exprime
pour tout f dans L∞(G, ν) et ν-presque tout x dans G par jG(f)(x) = f(x−1)
(cf. [22], 3.1).

3.3.1. Remarque. Avec les notations du paragraphe 1.3, la reflexion Σr,s

est un morphisme de modules hilbertiens:
(
L2(G, ν)r⊗

µ
sL

2(G, ν)
)
r
7→r

(
L2(G, ν)s

⊗
µ

rL
2(G, ν)

)
; on peut donc construire par le procédé rappelé en 1.2, une applica-

tion linéaire continue que nous noterons (Σr,s)r⊗r1:

L2(G, ν)r⊗
µ

sL
2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν) 7→r

(
L2(G, ν)s⊗

µ
rL

2(G, ν)
)
⊗
µ

rL
2(G, ν).

De même, d’après 3.2.5 on construit canoniquement une application linéaire con-
tinue que nous noterons rVG⊗r1:

r

(
L2(G, ν)s⊗

µ
rL

2(G, ν)
)
⊗
µ

rL
2(G, ν) 7→r

(
L2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν)
)
⊗
µ

rL
2(G, ν)(

= L2(G, ν)r⊗
µ

rL
2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν)
)
.

On peut donc considérer la composée (rVG⊗r1) ◦ ((Σr,s)r⊗r1):

L2(G, ν)r⊗
µ

sL
2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν) 7→ L2(G, ν)r⊗
µ

rL
2(G, ν)r⊗

µ
rL

2(G, ν).

3.3.2. Lemme. Pour tous i, j, k, l dans {rG, sG}, soit G
(i,j,k,l) l’ensemble

{(x, y, z) ∈ G × G × G : i(x) = j(y); k(y) = l(z)}; alors l’espace hilbertien
L2(G, ν)i⊗

µ
jL

2(G, ν)k⊗
µ

lL
2(G, ν) s’identifie à L3(G

(i,j,k,l), ν

(i,j,k,l)), où ν3

(i,j,k,l)

est une certaine mesure sur G3
(i,j,k,l).

Démonstration. L’espace hilbertien L2(G, ν)i⊗
µ

jL
2(G, ν)k⊗

µ
lL

2(G, ν) est un

complété séparé de K(G)⊗K(G)⊗K(G), où K(G) désigne l’ensemble de fonctions
continues à support compact dans G; des calculs de routine amènent au résultat.

3.3.3. Lemme. En utilisant l’identification que permet le lemme 3.3.2, pour
ν3
(r,r,r,r)-presque tout (x, y, z) dans G

(r,r,r,r) et tout ξ dans L3(G
(r,s,r,r)), ν


(r,s,r,r))

on a:
(rVG⊗r1) ◦ ((Σr,s)r⊗r1)ξ(x, y, z) = ξ(x−1y, x, z).

Démonstration. Pour tous ξ1, ξ2, ξ3 dans K(G) on montre facilement que
ξ = ξ1

r⊗
µ

sξ
2
r⊗

µ
rξ

3 vérifie, pour ν3
(r,r,r,r)-presque tout (x, y, z) dans G

(r,r,r,r) l’égalité

(rVG⊗r1) ◦ ((Σr,s)r⊗r1)ξ(x, y, z) = ξ(x−1y, x, z);

on en déduit le résultat par continuité.
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3.3.4. Définition. Soit (N, τ) une algèbre de von Neumann munie d’un
poids normal semi-fini fidèle, et un couple (s, r) de représentations, qui commutent
entre elles, normales et non dégénérées de N dans un espace hilbertien H. On
appelle unitaire pseudo-multiplicatif tout unitaire V : Hs⊗

τ
rH 7→ Hr⊗

τ
rH, tel

que:
(i) Pour tout n dans N on a

V (s(n)s⊗s1) = (s(n)r⊗r1)V

V (r(n)s⊗s1) = (r(n)r⊗r1)V

V (1s⊗ss(n)) = (1r⊗rs(n))V.

(ii) V vérifie la relation pentagonale suivante:

(rV⊗r1)((Σr,s)r⊗r1)(1r⊗sV )((Σs,r)r⊗r1)(1s⊗rV ) = (1r⊗rV )(V s⊗r1).

3.3.5. Remarque. En vertu de 3.3.4 (i) les deux membres de l’égalité 3.3.4
(ii) ont un sens; les propriétés 3.3.4 (i) et (ii) ne dépendent pas de τ .

3.3.6. Proposition. L’application VG est un unitaire pseudo-multiplicatif.

Démonstration. D’après la remarque 3.3.1, VG est dans les conditions de
la définition 3.3.4 (i); pour tous ξ1, ξ2, ξ3 dans K(G) on montre, en vertu du
lemme 3.3.3, que ξ = ξ1

s⊗
µ

rξ
2
s⊗

µ
rξ

3 vérifie pour ν3
(r,r,r,r)-presque tout (x, y, z) dans

G
(r,r,r,r):

(rVG⊗ri)((Σr,s)r⊗ri)(1r⊗sVG)((Σs,r)r⊗ri)(1s⊗rVG)ξ(x, y, z) = ξ(x, x−1y, y−1z)

= (1r⊗rVG)(VGs⊗r1)ξ(x, y, z).

La proposition en résulte par continuité.

3.3.7. Proposition. Pour tout ω dans A(G) on a la relation:

jG

(
i⊗
µ

ω
)
(VG) =

(
i ⊗
r,s,µ,r,r

ω
)
(V ∗

G).

Démonstration. Grâce au corollaire 3.2.5 et à la remarque 2.2.8, les deux
membres de l’égalité ont un sens et sont dans L∞(G, ν). D’après la proposi-
tion 3.2.7, pour tout u, élément positif dans A(G), en notant ωu l’élément corres-
pondant de L(G)∗, on a, pour ν-presque tout x dans G:

jG

(
i⊗
µ

ωu
)
(VG)(x) = u(x−1).

Un calcul de routine analogue à ceux de la proposition 3.2.7 donne aussi l’égalité:(
i ⊗
r,s,µ,r,r

ω
)
(V ∗

G)(x) = u(x−1). La proposition en résulte.
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4. APPLICATION À LA MOYENNABILITÉ DES GROUPOÏDES

Dans le paragraphe 3.1 de [16] est donnée la définition d’un groupöıde mesuré
moyennable. Cette notion a été précisée par C. Anantharaman et J. Renault dans
[1] où de nouvelles caractérisations ont été données. Dans la proposition suivante
nous en extrayons celles que nous utiliserons pour prouver que l’unitaire VG fournit
lui aussi une caractérisation de cette moyennabilité et permet également de la
décrire à l’aide de l’existence d’une unité approchée de A(G) vu dans le prédual
de L(G).

4.1. Proposition. Un groupöıde mesuré (G, Λ, µ) est moyennable si et
seulement si l’une des conditions suivantes est réalisée:

(i) La représentation triviale de G est incluse dans la régulière;
(ii) Il existe une file {hi}i∈I de fonctions de type positif dans A(G) vérifiant:

(a) hi
(0) 6 1 pour tout i,

(b) lim
i

hi
(0) = 1 pour la topologie ∗-faible de L∞(G0, µ),

(c) lim
i

hi = 1 pour la topologie ∗-faible de L∞(G, ν).

Nous allons maintenant donner d’autres caractérisations de la moyennabilité.

4.1.1. Lemme. Pour tout x dans L(G) on a ‖xs⊗ r1‖ = ‖x‖.

Démonstration. Soit x dans L(G); puisqu’il commute avec s(L∞(G0, µ)),
c’est un opérateur décomposable et il s’écrit x =

∫
G0

x(u) dµ(u) avec ‖x‖ =

sup ess {u 7→ ‖x(u)‖}. D’après le paragraphe 1.1.5. de [18], on a: xs⊗ r1 =∫
G0

(x(u)⊗1) dµ(u). On en déduit, grâce à la proposition 2 du paragraphe II.2

de [6]:

‖xs⊗ r1‖ = sup ess {u 7→ ‖x(u)⊗1‖} = sup ess {u 7→ ‖x(u)‖} = ‖x‖

d’où le lemme.

4.2. Théorème. Le groupöıde mesuré (G, λ, µ) est moyennable si et seule-
ment si l’une des conditions suivantes est vérifiée:

(i) Il existe une file {ξj} de vecteurs de L2(G, ν), µ-bornés pour r telle que:

(a)
{

dωξj
◦r

dµ

}
est une file dans la boule unité de L∞(G0, µ) qui converge

vers 1 pour la topologie ultraforte de L(L2(G0, µ)),
(b) λ̂(ω̂ξj ) converge ∗-faiblement dans L∞(G, ν) vers 1.

(ii) Il existe une file {ξj} de vecteurs de L2(G, ν), µ-bornés pour r, telle que:

(a)
{

dωξj
◦r

dµ

}
est une file dans la boule unité de L∞(G0, µ) qui converge

vers 1 pour la topologie ultraforte de L(L2(G0, µ)),
(b) La file

∥∥ηr⊗
µ

rξj − VG

(
ηs⊗

µ
rξj

)∥∥ tend vers 0 pour tout η dans H;

(iii) L’algèbre A(G) possède une unité approchée pour la norme du prédual
de L(G), positive et qui est dans la boule unité pour la norme de A(G).

Démonstration. Supposons que le groupöıde mesuré (G, λ, µ) soit moyen-
nable; notons (hi) une file dans les conditions de la proposition 4.1 (ii). Comme
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la boule unité de A(G)+ est convexe, et que les topologies ∗-faibles et ultrafortes

sont compatibles avec la dualité, on peut affirmer l’existence d’une file (ej) dans
la boule unité de A(G)+ telle que (e0

j ) converge vers 1 pour la topologie ultraforte
de L(L2(G0, µ)) et (ej) converge vers 1 pour la topologie ∗-faible de L∞(G, ν).
Mais pour tout j, il existe un vecteur ξj de L2(G, ν), µ-borné pour r, tel que

ej = (ξj , ξj), or pour tout u dans G0 on a: ej
0(u) = ‖ξj |Gu‖2 =

(
dωξj

◦r
dµ

)
(u); on

en déduit que
{

dωξj
◦r

dµ

}
est une file dans la boule unité de L∞(G0, µ) qui converge

vers 1 pour la topologie ultraforte de L(L2(G0, µ)). D’après la proposition 3.2.7,
on sait que λ̂(ω̂ξj ) s’identifie à ej ce qui permet d’affirmer que λ̂(ω̂ξj ) converge
∗-faiblement dans L∞(G, ν) vers 1, donc la moyennabilité de (G, λ, µ) entrâıne (i).

Supposons maintenant que (i) soit réalisée; pour tout η dans H(= L2(G, ν))

et k dans {s, r}, on a:

∥∥ηk⊗r
µ

ξj

∥∥2 =
〈

k

(
dωξj

◦ r

dµ

)
η, η

〉

or, la file
{

dωξj
◦r

dµ

}
converge ultrafortement vers 1. Comme k est normale, on en

déduit que
{

k
(

dωξj
◦r

dµ

)}
converge ultrafortement vers 1. On en tire que:

(1) lim
j

∥∥ηr⊗ r
µ

ξj

∥∥ = lim
j

∥∥ηs⊗ r
µ

ξj

∥∥ = ‖η‖.

De plus, la propriété (b) permet d’affirmer que:

(2) lim
j

Re 〈λ̂(ω̂ξj )η, η〉 = lim
j
〈λ̂(ω̂ξj )η, η〉 = ‖η‖2.

Or on a:∥∥ηr⊗
µ

rξj−VG

(
ηs⊗

µ
rξj

)∥∥
=
∥∥ηr⊗

µ
rξj

∥∥∥2

+
∥∥VG(ηs⊗

µ
rξj)‖2 − 2Re

〈
VG

(
ηs⊗

µ
rξj

)
, ηr⊗

µ
rξj

〉
= ‖ηr⊗

µ
rξj‖2 +

∥∥ηs⊗
µ

rξj

∥∥2 − 2Re
(
ωη⊗

µ
ωξj

)
(VG)

=
∥∥ηr⊗

µ
rξj

∥∥2 +
∥∥ηs⊗

µ
rξj

∥∥2 − 2Re
(
ωη

(
i⊗
µ

ωξj

)
(VG)

)
=
∥∥ηr⊗

µ
rξj

∥∥2 +
∥∥ηs⊗

µ
rξj

∥∥2 − 2Re 〈λ̂(ω̂ξj
)η, η〉.

Ainsi (ii) est vérifiée d’après (1) et (2). Donc (i) entrâıne (ii).

Supposons à présent que (ii) est vraie; d’après le lemme 4.1.1 et la démonstra-
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tion du lemme 2.11 de [8] on peut écrire pour tous x dans L(G) avec ‖x‖ 6 1:∣∣〈VG(xs⊗ r1)V ∗
G

(
ηr⊗ r

µ
ξj

)
, ηr⊗ r

µ
ξj

〉
− 〈xη, η〉

∣∣
6
∣∣〈VG(xs⊗ r1)V ∗

G

(
ηr⊗ r

µ
ξj

)
, ηr⊗ r

µ
ξj

〉
−
〈(

xs⊗ r1
)(

ηs⊗ r
µ

ξj

)
, ηs⊗ r

µ
ξj

〉∣∣
+
∣∣〈(xs⊗ r1

)(
ηs⊗ r

µ
ξj

)
, ηs⊗ r

µ
ξj

〉
− 〈xη, η〉

∣∣
6 |
〈
(xs⊗ r1)V ∗

G(ηr⊗ r
µ

ξj), V ∗
G(ηr⊗ r

µ
ξj

〉
−
〈
(xs⊗ r1)(ηs⊗ r

µ
ξj), ηs⊗ r

µ
ξj

〉∥∥
+
∣∣〈(xη)s⊗ r

µ
ξj , ηs⊗ r

µ
ξj

〉
− 〈xη, η〉|

6
∣∣∣(ωV ∗

G
(ηr⊗ r

µ

ξj) − ωηr⊗ r
µ

ξj

)
(xs⊗ r1)

∣∣∣+ ∣∣∣∣〈(s

(
dωξj ◦ r

dµ

)
− 1
)

xη, η

〉∣∣∣∣
6
∥∥∥ωV ∗

G
(ηr⊗ r

µ

ξj) − ωηr⊗ r
µ

ξj

∥∥∥ ‖xs⊗ r1‖+
∣∣∣∣〈xη,

(
s

(
dωξj ◦ r

dµ

)
− 1
)

η

〉∣∣∣∣
6
∥∥∥(ωV ∗

G
(ηr⊗ r

µ

ξj) − ωηr⊗ r
µ

ξj

)∥∥∥ ‖x‖+ ‖xη‖
∥∥∥∥(s

(
dωξj

◦ r

dµ

)
− 1
)

η

∥∥∥∥
6
∥∥∥ωV ∗

G
(ηr⊗ r

µ

ξj) − ωηr⊗ r
µ

ξj

∥∥∥+ ‖η‖
∥∥∥∥(s

(
dωξj ◦ r

dµ

)
− 1
)

η

∥∥∥∥
6
∥∥V ∗

G

(
ηr⊗ r

µ
ξj

)
− ηr⊗ r

µ
ξj

∥∥∥∥V ∗
G

(
ηr⊗ r

µ
ξj

)
+ ηr⊗ r

µ
ξj

∥∥
+
∥∥∥∥(s

(
dωξj

◦ r

dµ

)
− 1
)

η

∥∥∥∥ ‖η‖
6 2
∥∥ηr⊗ r

µ
ξj − VG

(
ηr⊗ r

µ
ξj

)∥∥ ∥∥ηr⊗ r
µ

ξj)
∥∥+

∥∥∥∥(s

(
dωξj ◦ r

dµ

)
− 1
)

η

∥∥∥∥ ‖η‖.
Or, la condition (ii)(a), identique à (i)(a), permet d’affirmer que lim

∥∥ηr⊗ r
µ

ξj

∥∥ =

‖η‖ et que la file
{

s
(

dωξj
◦r

dµ

)}
converge ultrafortement vers 1 dans L(L2(G, ν)),

donc la condition (ii)(b) et la dernière inégalité entrâınent que:

lim
j

sup
x∈L(G); ‖x‖61

{∣∣〈VG(xs⊗ r1
)
V ∗

G

(
ηr⊗ r

µ
ξj

)
, ηr⊗ r

µ
ξj

〉
− 〈xη, η〉

∣∣} = 0.

Ainsi, pour tout élément η de D(Hr, µ) et puisque ςΓ̂G = Γ̂G on a:∥∥ω̂ξj ?µ
ω̂η − ω̂η

∥∥
∗ = sup

{∣∣〈Γ̂G(x), ω̂ξj r⊗ r
µ

ω̂η

〉
− 〈x, ω̂η〉

∣∣x ∈ L(G), ‖x‖ 6 1
}

= sup
{∣∣〈ςΓ̂G(x), ω̂ξj r⊗ r

µ
ω̂η

〉
− 〈x, ω̂η〉

∣∣x ∈ L(G), ‖x‖ 6 1
}

= sup
L(G); ‖x‖61

{∣∣〈Σr,rVG(xs⊗ r1)V ∗
GΣr,r(ξjr⊗ r

µ
η
)
, ξjr⊗ r

µ
η
〉
− 〈xη, η〉

∣∣}
= sup

L(G); ‖x‖61

{∣∣〈VG

(
xs⊗ r1

)
V ∗

G

(
ηr⊗ r

µ
ξj

)
, ηr⊗ r

µ
ξj

〉
− 〈xη, η〉

∣∣}.
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Ceci permet d’affirmer que la file ω̂ξj
est une unité approchée de A(G), positive

et dans la boule unité de A(G) pour la norme de A(G) car ‖ω̂ξj
‖A(G) =

∥∥∥ dωξj
◦r

dµ

∥∥∥;
donc (ii) entrâıne (iii).

Supposons que (iii) soit réalisée. Soit ω un élément quelconque de Gµ
∗ ; il

existe donc ξ, η dans L2(G, ν) tels que ξξ et ηη soient dans I(G) et ω = ωξ,η.
La représentation λ̂ étant non dégénérée, il existe une file (ω̂j)j∈J d’éléments de
Ĝµ
∗ telle que (λ̂(ω̂j))j∈J converge fortement vers 1 dans L(L2(G, ν)); ainsi la file

ωj = ω
λ̂(ω̂j)ξ,̂λ(ω̂j)η

converge normiquement vers ω dans le prédual de L∞(G, ν).

Soit alors (Θ̂i)i∈I une unité approchée de A(G) pour la norme préduale,
positive et dans la boule unité pour la norme de A(G); comme λ̂(Θ̂i) = (i⊗

µ
Θ̂i)(VG)

en vertu du corollaire 2.2.6, 1 majore la norme de λ̂(Θ̂i) pour tout i. Quelques
soient i, j dans I et J respectivement, on a:

|ω(1)−ω(λ̂(Θ̂i))| 6 |ω(1)−ωj(1)|+|ωj(1)−ωj(λ̂(Θ̂i))|+|ωj(λ̂(Θ̂i))−ω(λ̂(Θ̂i))|

6 ‖ω − ωj‖∗(1 + ‖λ̂(Θ̂i)‖) + |〈λ̂(ω̂j)ξ, λ̂(ω̂j)η〉 − 〈λ̂(Θ̂i)λ̂(ω̂j)ξ, λ̂(ω̂j)η〉|

6 ‖ω − ωj‖∗(1 + ‖Θ̂i)‖µ) +
∣∣〈λ̂(Θ̂i?

µ

(
ω̂j?

µ

(
ω̂j
)∗)− (ω̂j?

µ
(ω̂j)∗

))
, ω
〉∣∣

6 2‖ω − ωj‖∗ +
∣∣〈Θ̂i?

µ

(
ω̂j?

µ
(ω̂j)∗

)
−
(
ω̂j?

µ
(ω̂j)∗

)
, λ(ω)

〉∣∣
6 2‖ω − ωj‖∗ +

∥∥Θ̂i?
µ

(
ω̂j?

µ
(ω̂j)∗

)
−
(
ω̂j?

µ
(ω̂j)∗

)∥∥
∗‖λ(ω)‖.

Ceci entrâıne que pour tout ω dans Gµ
∗ , on a:

ω(1) = lim
I

ω(λ̂(Θ̂i)).

Il vient:
|ω(1)| = lim

I
|〈λ̂(Θ̂i), ω〉| = lim

I
|〈Θ̂i, λ(ω)〉| 6 ‖λ(ω)‖.

On en déduit que (G, λ, µ) est moyennable, le théorème en découle.
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