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ABSTRACT. From every measured groupoid, we construct a “pseudo-multipli-
cative” unitary, which generates the two Hopf-von-Neumann bimodule struc-
tures constructed in a former paper, and generalize in this way the well-
known multiplicative unitary associated with a locally compact group. We
prove a generalization of Leptin theorem which connects the amenability of
a measured groupoid and the existence of an approximate unit for its Fourier
algebra.
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1. PRELIMINAIRES

1.1. INTRODUCTION. Dans [22], nous avons montré comment, & tout groupoide
mesuré (G, A, 1), on associe deux structures de bimodules de Hopf von Neumann,
respectivement sur l'algebre L™ (G, v) des (classes d’équivalence) de fonctions sur
G essentiellement bornées, et sur algebre £(G) engendrée par la représentation
réguliere gauche de G. Dans cet article, nous poursuivons cette étude en constru-
isant un “unitaire pseudo-multiplicatif” Vi qui “engendre” ces deux structures:
comme premiere application, en reprenant les travaux de J. Renault sur la moyen-
nabilité des groupoides ([16]), cet unitaire nous permet de généraliser un théoréme
de H. Leptin ([13]) énoncant qu’un groupe localement compact est moyennable si
et seulement si son algebre de Fourier possede une unité approchée.

Apres un premier chapitre consacré a des rappels, le deuxiéme chapitre
complete la théorie des bimodules de Hopf von Neumann amorcée dans [22], on
élargit, & ce cadre, la notion, due & J.L. Sauvageot ([17], [18]), de produit fibré de
Z-modules ainsi que de formes normales, ce qui nous amene a définir pour toute
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trace normale finie fidéle 7 sur la base N et pour chaque bimodule de von Neu-
mann un sous-prédual qui s’avere étre une algebre dans le cas d’'un bimodule de
Hopf von Neumann.

Dans le troisieme chapitre, on applique ces résultats a G et é\ qui sont les
deux bimodules de Hopf von Neumann co-involutif associés & un groupoide mesuré,
on retrouve ainsi l'algebre que P. Hahn note I(G,v,u) dans un contexte plus
général (cf. [11], Theorem 1.8) et l'algebre de Fourier de G, notée A(G) dans
la définition 1.4 de [16]. On construit un unitaire Vi qui appartient au produit
fibré G % § , engendre ces deux structures de bimodule de Hopf von Neumann
co-involutif, et vérifie une relation pentagonale. On a ainsi I’analogue pour les
groupoides de 'unitaire multiplicatif associé a un groupe localement compact par
W.F. Stinespring ([20]) et qui a conduit & travers les travaux de M. Takesaki,
G. Kac et L. Vainerman, M. Enock et J.M. Schwartz, S.L.. Woronowicz, S. Baaj
et G. Skandalis, & la notion de groupe quantique ([21], [12], [7], [24], [2]). Enfin
dans le quatrieme chapitre, a l’aide de techniques initiées par D. Voiculescu ([23]),
on utilise cet unitaire pour étudier la moyennabilité des groupoides mesurés qu’on
caractérise sous de nouveaux aspects: par l'existence d’une unité approchée, en
norme préduale, pour A(G) ou en utilisant explicitement V.

Je tiens a remercier chaleureusement J. Renault et M. Enock pour les fruc-
tueuses discussions que nous avons eues sur les groupoides et la moyennabilité des
algebres de Kac.

1.2. NOTATIONS ET RAPPELS. On notera, dans toute la suite, N une algebre de
von Neumann commutative, de sorte que les N-modules & droite sont exactement
les N-modules & gauche, et on fixe une trace 7 normale, semi-finie, fidéle (n.s.f.f.)
sur N.

Soit K un espace hilbertien, X une partie de lalgebre £(K) des opérateurs
bornés sur K, p une représentation normale et non dégénérée de N sur K. L’espace
hilbertien K a naturellement une structure de N-module notée indifféremment K,
ou (,K) en posant pour tous ¢ dans K et n dans N:

§n=mn-&=pn).
p p

On notera Lx(K), le commutant de X dans L(K) et D(K,, ), 'ensemble
des vecteurs ¢ de K qui sont 7-bornés pour p, c’est a dire tels qu’il existe un
nombre réel k vérifiant pour tout élément n dans N:

lp(m))1? < k7 (n*n).

En notant we la forme linéaire sur L(K): (xz — (x€,§)) et d’apres le paragraphe 1.2
de [19], £ est 7-borné pour p si et seulement si 'opérateur w est borné.

Si p/,m,m désignent trois autres représentations normales et non dégénérée
de N dans des espaces hilbertiens K’, H, H' respectivement, on notera £, » (K, H)
(resp. Ly - (K’',H')) ensemble des opérateurs d’entrelacement de p et m (resp.

de p’ et 7).
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On construit d’apres [19] le produit tensoriel de K, par ,, K’ au dessus de
N, qu’on notera K,® ,K’, qui est le completé séparé pour le produit scalaire sur

le produit tensoriel algébrique D(K,,7) ® K’ défini par la relation:
d(we 0 p)
/ no__ / v
(eoecoe)=(f(T2L)e )

et qui, de maniere équivalente, est le complété séparé de K ©® D(K;),,T) pour le
produit scalaire suivant:

od.coe)=(o( L) ).

ces deux produits scalaires étant égaux sur D(K,, 7)o D(K[')/, 7); on notera £ &’
I'image dans K,® , K’ du tenseur algébrique élémentaire £ © £’
T

Si 7/ désigne un autre poids n.s.f.f. sur N, d’aprés [17], proposition 2.6 et
2.7, les deux produits tensoriels que 'on vient d’expliciter sont isomorphes mais
I'isomorphisme ne préserve pas les tenseurs élémentaires £® £'. Pour tous x, y res-

2

pectivement dans £, (K, H) et L, (K’', H'), on définit d’apres [17], lemme 2.3,

un produit tensoriel z ®  y de K,® » K’ vers H;® ~H' qui est indépendant
T T

pup! Ty
de 7, donc si p et 7 (resp. p’ et 7’) sont égaux on I’écrira plus simplement z,®,y.
On peut ainsi construire pour toute sous-algebre de von Neumann R de £,(n)(K)
et pour toute sous-algebre de von Neumann S de £,/ (n)(K’) un produit tensoriel

R,®,S, indépendant de 7, qui a pour réalisation dans L(Kp® p/K’) la sous-
T
algebre de von Neumann de L(K oy K’ ) engendrée par les tenseurs r,®, s pour
T

tous les r dans R et tous les s dans S.

De plus, si M et M? sont des algebres de von Neumann opérant dans des
espaces hilbertiens L' et L2, si 7! (resp. m?) est une représentation de N, normale,
préservant I'unité et & valeurs respectivement dans M et M2, le commutant dans
C(L}ﬂ@szz) de T'algeébre L1 (LY)p®p2Ly2(L?) est, & isomorphisme normal

T

pres, indépendant de (L', L? 7) on le notera M}, % r2M?. Plus précisement,
en considérant ! et 2 deux représentations normales non dégénérées de M* et
M? respectivement, dans des espaces hilbertiens K' et K2, I'application v! o 7!
(resp. 72 o 7?) est une représentation de N dans K' et dans K? respectivement,
et il existe une unique représentation, notée 771r1 * 272, de M7lr1 * 2M? dans
E(Kboﬂl@wzoﬂz[@) telle que pour tout 77 dans Liq., (L', K'), tout 75 dans

Lrdq,(L?, K?), et tout Z dans M}, % .2 M?:
(T@ 1) Z = (v * 2272)(2) (T@ T3)

(’y,,lrl * Wz’yZ)(MTlrl * 7r2M2) = ’yl(Ml),yloﬂ-l * Vzoﬂ.z’yQ(MQ);
de plus, si 71 et 7o sont fideles alors v}, * 272 l'est aussi.

Soient M une algebre de von Neumann et r, s deux représentations normales
non dégénérées de N dans M; on appelle module double le triplet V = (M, s, ).

Dans ces conditions, M est de deux manieres un N-module & gauche, de deux
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manieres un N-module a droite, et de quatre manieres un N-N-bimodule, qu’on
notera: ; M, M;, ;M; pour ¢,j dans {s,r}; par exemple les structures ;M et M,
sont données pour tous n,n’ dans N et m dans M par:

n-m = s(n)m, n-m-n' = s(n)mr(n’).
S S T

1.3. BIMODULES DE HoPF. (cf. [22]) Soit V = (M, s,r) un module double; on
dit que V est un bimodule de von Neumann sur N si pour tous n,n’ dans N, on
a s(n)r(n') =r(n’)s(n).

Si H est un espace hilbertien dans lequel M opere, H est un N-N-bimodule
de trois maniéres, on note ces structures ¢Hy, . H,, sH, (= . Hs).

Par exemple, la structure (H,. est donnée, pour tous n,n’ de N et tout £ de
H par:

n-&-n' = s(n)r(n’)E.
s T

Ainsi, on peut définir quatre produits tensoriels hilbertiens de H par H au
dessusde N : H,Q JH, H,® .H, H.® (H, H,®,H. Comme N est commutative,
T T T T

on a, dans E(HS(X)TH) la relation: s(n)s®,1 = 1;,®,r(n). Du fait de la com-
mutation de s et r, les opérateurs 1,® ,s(n), r(n)s®@,1 et r(n);®,.s(n) ont un
sens dans E(HS®TH), donc dans M, % .M, et sont indépendants de 7. L’espace
hilbertien Hs® .H et 'algebre de von Neumann Mg % .M deviennent des N-N-

bimodules notés respectivement ,,(H5®TH)5 et (Mg *,.M)s en posant pour tous
T

¢ dans H,®, H, tout x dans M, %, M, et tous n,n’ dans N:
T

n-&- n' = (T(n)8® 7"5(”/))57 n-x-n' = (r(n)s@) rl)x(ls@) rs(n/))'

T S T S

D’apres le lemme 2.1.3 de [22], les espaces hilbertiens (HS®TH)S®TH et
T T
H®, (Hs® ~H ) sont canoniquement isomorphes et isométriques, ce qui induit un

isomorphisme entre les algebres de von Neumann (Mg * M) x .M et Mg ,.(Ms*
T
Pour tous ¢, j dans {s,r}, on note ¥, ; la réflexion de H;® ;H vers H;® H,
T T

telle que, pour tous &Y,&2% respectivement dans D(H,i) et D(H,j), on a:
Ei,j(§}®j§2) = §?®i§1; on note ¢; ; lisomorphisme de M; x ;M sur M; ;M
T T

défini, pour tout = de M; * ; M, par: ¢; j(z) = B 2% 5
Avec les notations qui précédent, on a (cf. [22], définition 2.2.1):

1.3.1. DEFINITION. (i) Soit V' = (M, s,7) un bimodule de von Neumann; on
appelle coproduit de V' tout homomorphisme normal injectif I" de M vers Mg .M
qui vérifie pour tout n dans N:

(a) L(r(n)) =r(n)s®,1;
(b) I'(s(n)) = 1,@,5(n);
(¢) (Ps*,Id)ol = (Idg *,.I') o T
on dit alors que le couple (V,T') est un bimodule de Hopf.
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(ii) On dit qu'un bimodule de Hopf est symétrique ou co-commutatifsil’on a:
s=r, ol =T.

(iii) Si (V,T') est un bimodule de Hopf, on appelle co-involution de (V,T)
tout anti-automorphisme involutif j, de M, tel que:

jos=r, (Js*rj)ol =¢roloj.
On dit alors que (V, T, j) est un bimodule de Hopf co-involutif.

2. PRODUITS FIBRES, STRUCTURES SUR LE PREDUAL
D’UN BIMODULE DE HOPF

Dans tout ce chapitre, on considere V = (M,s,r) et VI = (M s1,71) deux
modules doubles; notons (M, H = L?*(M), J, P) et (M*, H' = L?(M*), J*, P') les
formes standard de M et M (cf. [8]). On suppose aussi que la trace T est finie
et normalisée.

2.1. LE SOUS-PREDUAL D’UN MODULE DOUBLE.

2.1.1. DEFINITIONS. On note

d d
FT = {w € (M)t ((Z: r) et (ac}lj s) bornés };
on pose pour tout w dans F):

)

e = )i
dr dr '
on désigne par VT le sous-espace vectoriel de M, engendré par F7; on note |||, la

*

norme usuelle de prédual. L’espace vectoriel V7 s’appellera le sous-prédual de V.

ol = max

2.1.2. LEMME. L’ensemble FT est un sous-cone conveze héréditaire de (M)
et pour tout élément w du sous-prédual de V il existe wy,ws,ws,wy, tous dans F,
tels que:
w=w; —ws +i(ws — wy).

Démonstration. Evidente. 1

2.2. PRODUITS FIBRES.

2.2.1. LEMME ET DEFINITION. S% on note:

Vavli= {x € L(H® o H  H,®, H") : VT € Ly (H),VT" € Loy (HY)
(Tr @ Tz = a:(Ts@SlTl)};

alors l’ensemble V V'Y, qu’on appellera produit fibré de VparV?! (au-dessus de N),
est un sous-espace vectoriel faiblement fermé de l’espace E(Hs® aH' H.® 1 Hl)

il a par induction une structure d’espace de Banach indépendante de T et posséde
un prédual.
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Démonstration. 1l est évident que V x V! est faiblement fermé dans ’espace
de Banach £(H,® g H', H,® .+ H") donc dans £L((H;® o H') ® (H,® 1 H')); il
possede ainsi un prédual (cf. [6], chapitre 1, paragraphe 3, lemme 1 ou [4], 3.1 &

3.3). Le reste du lemme est immédiat. &

2.2.2. REMARQUE. Sion ar = s et r' = s', on retrouve ’algébre de von
Neumann Mg « .1 M produit fibré rappelée au paragraphe 1.2.

Soit & présent w! un élément positif de V; d’apres le lemme 2.10 de [8] il
existe donc un unique élément &' dans le cone positif P de la forme standard de

M tel que w! = wer. D’apres ce qui précede, &1 est 7-borné pour r et pour s dans
'espace hilbertien H = L?(M).

2.2.3. LEMME. Pour tous n dans H' (= L*(M")) et « dans L(H,® o H*,
HT®T1H1), on a:

1
2

d(wlor)
dr

wlos)z

dr

(5(€1 1), €10 1) < ol |

Démonstration. Soient x et n dans les conditions de I’énoncé, on a:

(e(&o an).gonn)| <liell||ctean)|| &
O R &

1

< el (o (H42))F (e (F422))
105)) d(wlor) %

d(w
S )

2.2.4. NOTATIONS. (i) Sous les conditions qui précedent, on désignera par
Welg inele o ny Vélément de (V V1), défini pour tout 2 de V' x V' par:

1
2

(nggsm,s,},eg,,m)(x) = <x(§§<§>sm)7£i(§rln>-
(ii) Pour tout w positif dans M}, on notera 7 I'unique vecteur du cone de la
forme standard de M! tel que w = w,.
2.2.5. LEMME ET DEFINITION. L’application: w, — Welw inele, .y €St bien
définie de (M,,})Jr vers (V x V1), et posséde un unique prolongement linéaire nor-

miquement continu de M} vers (V « V1), de norme majorée par 2|w!||,.
L’image de tout élément w de M} par ce prolongement se notera w' ® w

s,r,7,st,rt
ou, 8%l n’y a pas d’ambiguité, w' Q@ w .
T
Démonstration. Le fait que 'application wy, — weig ne1@ 1y est bien dé-
T T

finie de M2 vers (V + V1), est évident d’apres le lemme 2.2.3, en suivant le méme
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raisonnement que J.L. Sauvageot dans la proposition I111.4 de [17] on montre que
cette application est additive et positivement homogene. On peut la prolonger
linéairement de maniére unique a tout M,, grace a l'existence de la décomposition
de Jordan (cf. [14], 3.1 & 3.6); de plus, si wg est un élément quelconque de M, et
wo = w1 — wa +i(ws — wy) est sa décomposition de Jordan, on a, en notant ¢ le
prolongement:

lp(wo)ll = llp(wi) = p(wa) +1i(p(ws) — @(wa))l
< flp(wn)ll + lle(w2) ]+ [[(e(ws) | + [le(wa))

d(wlos) 2y dwlor) )z
< (ol + o + llws | + o )| = -
d(wlos) 2y d(wtor) |z
< 2lfwol <2 .
ol | = " ol "

d’ou le corollaire. &

2.2.6. COROLLAIRE. Il existe une unique application linéaire normiquement

continue de V « V1 dans M, qu'on notera w' ® i ou w'®i, s%l n'y a pas
s,r,7,81,r1 T

d’ambiguité, qui vérifie, pour tout w dans M} :
wo (w1®i) = w1®w;
T T
de plus, on a ||w'@i| < 2jw!|-.
T

Démonstration. 1l suffit de transposer 'application ¢ définie dans la démon-
stration de 2.2.5. 1

1

2.2.7. PROPOSITION. L’application w' — w'®1i posséde un unique prolonge-
T

ment linéaire de V7 dans L(Vx V1, M'); en notant w @ i ouw®i, s’il n’y a
s,r, 7,81 ,r1 T
pas d’ambiguité, l'image par ce prolongement de tout élément w de VT, alors pour

tout w' dans M}, il existe un unique élément de (V xV1),, noté w @ W' ou

s,r,7,s1,rl

wRw' sl n’y a pas d’ambiguité, et tel que:
T
W' o (w®i) =weuw'.
T T

Démonstration. Le raisonnement est le méme que dans le corollaire 2.2.6,
compte tenu du lemme 2.1.2. 1

2.2.8. REMARQUE. (i) Les constructions qui viennent d’étre faites & gauche
peuvent I'étre & droite. Pour tous w? dans (V})” et tout w dans M., on peut
construire un élément w® w? qui coincide avec la construction & gauche si w est

>
dans V; on a aussi I’analogue, a droite, de la proposition 2.2.7.

(ii) Ces constructions généralisent le produit fibré de formes normales posi-
tives définies dans la proposition I111.4 de [17].

2.3. LE SOUS-PREDUAL D’UN BIMODULE DE HoPF. Soit (V = (M,s,r),T') un
bimodule de Hopf sur N munie d’une trace normale finie fidele; d’apres ce qui
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précede, l'algebre de von Neumann Mg, M n’est autre que 1; ﬂ; ol \; =(M,s,s)
S T
et \; = (M,r,r); on a donc V7 =V NV . Pour tous w dans VT et w’ dans M,,

d’apres le paragraphe 2.2, on peut construire deux éléments de (M, * .M ). que
nous noterons ws® ,w’ et W' ® ,w; Mg x,M possede une structure de bimodule,

T T
pour tout w” dans V7, et on peut définir dans (M x .My * . M), les deux formes
(ws® w ) ®Tw et ws® (w’s®rw”).
T

2.3.1. LEMME. Pour tous w, w" dans V| et tout ' dans M,, on a:
(ws® ” w’)s® W= ws®, (w’s® , w").
T T T T
Démonstration. Supposons que les formes w,w’ et w” sont positives, soient

¢ dans D(H,, 1), & dans D(H;,7) et & dans H tels que w = we, W' = wyr,
w"” = wer, d’apres le lemme 2.1.3 de [22]; on a (§S®T§’)S§>T€” &s ® (f’ f”)

d’on (ws®r w/)s®f’“’” = w® T(w’s® rw”). Le cas général s’en dedult al alde du
T T T T
lemme 2.1.2 et de la bilinéarité des produits fibrés. 1

2.3.2. LEMME. Pour tous 0 dans (Mg * M), et w dans V] on a (93®7- w) .
(Do) = (00T)®@,w et (ws®,0)(Tskpd) = ws®@, (GoT).

Démonstration. Soit T dans L(H, H;® , H) vérifiant pour tout x dans M:
Tz = I'(x)T; par définition de I'¢x,i, on a pour tout z dans M 4x,.M:
(Tsx, 1) (2)T = (Ts®,1)z.

Soient &, @ quelconques dans H et H,® , H respectivement, alors pour tout = dans
T
M on a:

(wrg o D) (x) = (T(2)T¢,TE) = (Txg,TE) = (26, T*TE) = we e ().

Donc wpe o' = we p+1¢, on en tire, pour tous n dans D(Hy, T) et z dans Ialgebre
M g%, M:

(wre 0 1)s@ r wy(2) = we.re7es@ r wy(2) = W n,T*T§s®rn(z)
= (2(&@ ), T"TES W) = (Tae, 1)z (6s® ), TE:© )
= (P )22 ) T, ®~7>f (“ireso ) (Ot 1)
= (WTss@wn)(str i) ().

On en déduit que (wT§s®Twn) (I‘s*r i) = (wre oT')s®, wy, et la premiere égalité
T T T

du lemme par linéarité. L’autre égalité se montre de maniere analogue. 1
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2.3.3. LEMME. Pour tous w,w’ dans FT, I’élément (ws® . w’) ol', qui appar-
T
tient a (M,)% d’aprés la proposition 2.2.7, est dans F et on a: H (ws® . w’)oFHT <
T
[wll=llw’ [l

Démonstration. Soient w,w’ positifs dans V7; en notant H = L?(M) choi-
sissons ¢ dans D(Hy, 7) et &' dans D(H,., 7) tels que w = we et w’ = wer. Pour tout
n dans D(H,,T), on a:

<d(|(ws®rw')01'"or) > <d((w3(§$Tw')OFor) >

dr

ws@ w oFor dwy o7 _ ws®rwl,(F0r) dwy, or
dr T dr

)or M o1y = (r( L2200, ¢ 6,0, ¢
dr T dr T T

< dwgor dwnOT >

) JICEI(=5) o)
dwgor ((dwnor) )&r((dwnor) )§>
(=)A=
<||w'||r<r<d”"°7”)e5><||w'|| (m@r&mo:)
/ dwg o s ,
<1l {5( 222 Yo ) < el

d|(ws®  w')ol'|or d|(ws® - w')ol'|or
est borné et || ——————

N

H ;

.

dr
d|(ws® - w')ol'|os

r

On en déduit que < W'l llwll+; un

dr

raisonnement analogue permet de montrer que est dans les mémes

conditions; ainsi, (ws® ,w’) ol est dans V| avec !’(ws@rw/)OFHT < [Jw'f|+lw]l -
T T

2.3.4. PROPOSITION. Soit V = (V,T) un bimodule de Hopf, alors en posant
pour tous w,w’ dans V] :
wrkw' = (WRw')oT
T T
on fait de (V.7 , ) une algébre qu’on notera VI ; celte algébre est commutative si et
T

seulement si (V,T) est symétrique. Si, de plus, k est une co-involution de (V,T),
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en posant pour tout x dans M :
w*(z) = wo k(x*)
on fait de V] une algébre involutive.

Démonstration. Soient w,w’,w” quel conques dans V7 on a, en utilisant suc-
cessivement le lemme 2.3.2, le fait que I' est un coproduit, le lemme 2.3.1 et le
lemme 2.3.2 & nouveau:

(rel i = ((n ) 0Ty = (0480) 0T ) o
= (ws®, W)@, w") 0 (Tgkyi) o T = (W@ (W@ w"))o0(igk, )l
= (ws®, (W@, w") o)) ol = (we®, (Wrw")) ol = wk (wW*w").

Le fait que (V7,*) soit une algebre est clair par linéarité.

Si k est une co-involution de V = (M, T'), alors en notant J une implémen-
tation involutive de k dans H, on a pour tout z dans M, k(x) = Jz*J; en
particulier, I’égalité Jr(n) = s(n*)J pour tout n dans N permet de définir deux
anti-isomorphismes adjoints I'un de 'autre:

Js®rJ H®@sH— H;®, H, Jr®sJ Hs®rH— H.@sH
définis pour tous &,n dans D(H,, 7) et D(H,r) respectivement, par les conditions
suivantes: (J,®sJ)(Es®rn) = TER TN et (Ts®»T)(r® &) = Tns® » TE.
Ainsi, pour tout y dans M 4*,.M, on a:

(Kskpk)(y) = (jr(% s j)y*(js(}?r J).

Soit w dans dans M et € dans H tel que w = wg; alors pour tout « dans M

on a:
w(z) = (k(@*)§, §) = (TaTE €) = (2TE TE) = wge(w).
Si w est plus spécialement dans V], alors £ est dans D(H,,7); soit w’ un
autre élément positif de V] et si ¢’ dans D(Hs, 7) est tel que w’ = we/, on a:

(w*jw'*)(x) = (w*ségrw’*)F(:v) = (WJ£S(§STWJ§/)F($) =wew, g¢) ()
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On en déduit par linéarité que (V;7,x,*) est une algébre involutive. 1
T

3. UNITAIRES PSEUDO-MULTIPLICATIFS ASSOCIES AUX GROUPOIDES

3.1. RAPPELS ET COMPLEMENTS. (cf. [22], paragraphe 3) Dans toute la suite,
on notera GG un groupoide topologique localement compact et o-compact, muni
d'un systeéme de Haar {\* : v € G°}; on considére p une mesure de probabilité
quasi-invariante sur G qu’on identifie & la trace sur L°°(G,u) canoniquement
associée; on note v la mesure sur G associée a p (avec la méme identification
que précédemment), ! la mesure image de v par lapplication (z +— z71) et
§ la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport & v—!. Dans [16], le triplet
(G,{\* : u € G°}, ) s’appelle un groupoide mesuré. Les applications s et r
(source et but de G) ameénent & définir deux représentations normales et unitaires
notées sg et rg de L>(GY, 1) vers L™ (G, v) en posant pour tout f de L>°(G?, p)
et pour v-presque tout x de G:

[ra(N(z) = flzz™)
[sc(N(z) = flz™"a).

Pour tout  dans G, on peut définir une isométrie surjective, L(z) de L*(G, A\**))
sur L*(G, )\T(””)), telle que pour tout & dans L?(G, )\T(”)) et A\"(*)_presque tout y
dans GT): L(z)&(y) = E(x™'y).

Ces données permettent de construire deux algebres de Banach involutives,
lune est définie par P. Hahn dans le premier paragraphe de [11] et notée I(G);
c’est ’ensemble:

{rev@mium finav s [l s o)
essentiellement bornées}

muni du produit de convolution et de la norme définie pour tout f dans I(G) par

11 =sup {[Jus f11ax] o [1r@ 6@ av@)] )

L’autre algebre de Banach involutive, appelée algebre de Fourier de G par J.
Renault, est d’apres la proposition 2.5 de [16], 'algébre A(G) des fonctions numé-
riques ¢ sur G définies pour tout x dans G par:

p(x) = (& n)(x) = (L(x)(§ o 5(x)),nor(x))

ot &,n sont quelconques dans D(,,L?(G,v), 1) (qui est exactement, puisqu’ici p
est bornée, I'ensemble noté L>°(G, L?(G, )\)) dans [16]). La norme employée par
J. Renault est définie pour tout ¢ de A(G) par |||l aq) = inf [|{']|oo |7 [|oo, ol 1a
borne inférieure est a prendre sur toutes les représentations possibles de ¢ sous la
forme ¢ = (¢/,17).

L’algebre de Banach involutive I(G) se représente dans H = L*(G,v) par
convolution et fournit par construction l’algebre de la représentation réguliere
gauche de G que nous noterons L(G); cette algebre de von Neumann est en position

)
oo
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standard dans H et a pour commutant I’algébre R(G) de la représentation réguliere
droite de G que nous noterons R. De plus, grace au théoreme 2.3 de [16], on peut
décrire le prédual de £(G): il existe une isométrie compléte que nous noterons €2
de £(G). sur le produit tensoriel de Haagerup L?(GY, u)*% A(G)}(LE?V L2(G°, ) (au

dessus de N = L*(G°, p)); plus précisément, pour tous a, ¢ dans L?(G°, i), A(G)
respectivement on a:

O(a*® p@a) : (L(f) / a(r(@)p(x)a(s(2)) f () dv(x)).
G

Les triplets G = (L*°(G,v),sq,rq) et G = (L(G),rg,r¢) sont alors deux
bimodules de von Neumann sur N = L>(G, u1); rappelons que rg(L%°(GY, 1))
est inclu dans £(G) et sq(L>(G°, 1)) est inclu dans son commutant R(G) .

Si, pour tous i,j dans {rg, sg}, G7; est 'ensemble {(z,y) € G x G :i(z) =
J(y)}, les espaces hilbertiens L?*(G,v);® ;L*(G,v) et LQ(Gij7 v;), ol v; j est une

o
certaine mesure sur G7 ; s’identifient d’aprés le lemme 3.2.2 de [22]. On peut alors
considérer I'isomorphisme isométrique fondamental W de L?(G,v),® ,.L?(G,v)
m
sur L?(G,v),®,L*(G,v), en posant pour tous & dans L*(G?,.,v2,), V2 -presque
“w
et f dans L (G, v):

WG{(.Z‘, y) = f(.l?, 'Ty)

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons plus précisément son adjoint Vg = W§ qui
est un isomorphisme isométrique de L*(G,v)s® . L*(G,v) sur L?(G,v),® .L*(G,v)
123 w

tout (x,y) dans G2

8,77

tel que pour tous & dans L?(G2 ., v2

s,r Ys,r et f dans
L>(G,v):

), V7 ~presque tout (z,y) dans G?

r,r

ng(m,y) = g(.’l?, x_ly)'

3.1.1. THEOREME. Les coproduits T et T de L®(G,v) et L(G) respec-
tivement, sont engendrés par Vg ; plus précisément, pour tout x dans L™ (G, v) et
tout y de L(G), on a:

Fa(z) =Va(1,@,.2)Va,
fG(y) = VG<ys® rl)VG*‘

Il s’agit d’une reformulation du théoreme 3.2.7 et de la proposition 3.3.2
de [22] .

On notera toujours G le bimodule de Hopf commutatif (L*(G,v), sq,r¢,T'a)
et G le bimodule de Hopf symétrique (L(G),rq,ra,La).

3.2. REPRESENTATION DE FOURIER DES ALGEBRES DE P. HAHN ET J. RENAULT.
Nous allons a présent traduire, dans ce contexte, la proposition 2.3.4. Rappelons
que Gi est le sobus espace vectoriel de L*°(G,v), engendré par le cone convexe

héréditaire {w € (L®(G,v), )t : dere dwosg bornées}. De méme, G est le

sous espace vectoriel de £(G), engendré par {w € (L(G))T: % borné}.
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3.2.1. LEMME. Les espaces vectoriels I(G) et A(G) s’identifient respective-
ment a G et GV

Démonstration. 1l est immédiat de constater que l'isomorphime canonique
d’espaces vectoriels entre L*°(G,v), et L1(G,v) échange G et I(G).

Soit @ un élément positif quelconque de G!; comme L(G) est en position
standard dans L?(G, v), il existe £ dans L?(G, v) tel que @ = we. De plus, € est dans
D(L*(G,v),rg) ceci permet d’affirmer, d’apreés 3.1 que @ = Q(1® [£,£)® 1), on en
déduit que (10 A(G)T @ 1) est égal & la partie positive de G, par polarisation
sur A(G) (cf. [16], Proposition 1.3 (i)), et compte tenu du lemme 2.1.2, on peut
identifier les ensembles A(G) et Gl

3.2.2. LEMME. Awec les notations de la définition 2.1.1, pour tout élément
w positif dans 1(G), ||wl|, est égal a sa norme.

Démonstration. Des calculs de routine donnent le résultat. &

3.2.3. PROPOSITION. Les structures d’algébres involutives, que la proposi-
tion 2.3.4 permet de conférer a I(G) et A(G), s’identifient & celle de la convolu-
tion de P. Hahn ([11], paragraphe 1) pour I(G) et a celle de la multiplication de
J. Renault pour A(G).

Démonstration. Suivant le chapitre 3 de [22], pour tout f dans L*®(G,v),

v2 -presque tout (z,y) dans G2, et tout £ dans L*(G?,,v2,), on a:

Ta(f))E(,y) = fzy)é(z, y).

Des calculs de routine permettent alors de montrer que pour tout couple (f,g)
d’éléments positifs de I(G), on a:

(oyperoys) oTe = o
(7) =

ou fxg et f* désignent respectivement le produit de convolution et I'involution de
de P. Hahn. On retrouve ainsi la structure d’algebre involutive usuelle sur I(G).

Parallelement, d’apres le chapitre 3 de [22], pour tout f dans I(G), z/fyr—
presque tout (z,y) dans G2, et tout  dans L*(G2,.,172,), on a:

roro Yrr

~

Pa(L())E(,y) = / FOEC 2t y) AN @ (1),
G

Alors, si (u,v) est un couple quelconque d’éléments de A(G), soient £, 7 dans
D(r, H, 1) tels que u = (£, 7), ainsi en notant ©* et @Y les éléments de G4 corres-

pondants, on a:
(@“T®T @”) olg=0o"
n
(@(5,77))* =58,

ou wv désigne le produit ordinaire des fonctions; on retrouve la structure d’algebre
involutive définie par J. Renault. 1
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3.2.4. LEMME. Awvec les notations de la définition 2.2.1, Uapplication fon-
damentale Vg appartient a G x G et son adjoint Wg appartient a G° x G ou G°
(Dopposé de G) désigne le triplet (L (G, v),rq, Sa)-

Démonstration. Soit f un élément quelconque de L*>°(G,v) et g un élément
quelconque de I(G). Il est immédiat de Constater que pour tout i dans {sg,rq},

en notant # un élément quelconque de L*(G,v7,), on a, pour v} -presque tout

s Yir
(z,y) dans G7 .:

(fi2,R(9))0(z,y) /f O(z,t) AN W) (1).

Ainsi, quelque soit ¥ dans L?(G, I/M,) et pour 1/ ~~bresque tout (z,y) dans GM,
on peut écrire que:

[VG(fs®rR(g))]E(x y) fs®'r‘ ( ))E(x7$_ly)
/f Yg(t—La L) (@, £) AT (1)

- / F@)g(t e ) S (e, ) AN @) (1),
G

En faisant le changement de variable ¢’ = xt dans la derniere intégrale, on obtient:

(Ve (fs® - R(9)S] (z,y) = /f(w)g((t’)‘ly)E(%x_lt')dA"(”“') (t")
G

- / F@)g((t) ) (Ve L) (@, ) AN O (¢')

G
[(fr®r ( ))VGE] (x,y),

donc Vi appartient a G * §; en passant aux adjoints dans la derniere égalité, il
vient:

(f*s@,R(g)" )Wa =Wa(f*@,R(g)").
Ceci permet d’affirmer que W appartient a G° x G.

3.2.5. COROLLAIRE. Awec les notations du paragraphe 1.3, Vg est de trois
maniéres un morphisme de modules hilbertiens sur L>(G°, ) que nous noterons
respectivement: Vg : »(L*(G,v)s@,.L*(G,v)) — (L*G,v),®,.L*(G,v))

13 W

(= (LQ(GJ)TQETLQ(G,V))T), Vo 1 s(L3(G, V)SQETLQ(G,V)) (= (LQ(G,V)SQE
LQ(G,V))T) — T(L2(G,V)T®TL2(G,I/)), Ve)s - (L2(G7V)S%TL2(G,V))S —
(LQ(G,V)T®TL2(G, V))s.

Démonstration. Immédiate. &
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3.2.6. COROLLAIRE. En posant pour toutw dans I(G) et tout w’ dans A(G):
AMw) = (w§i)(VG)
Aw') = (i®w)(Va).
o
on définit une application A & valeurs dans L(G) et une application X a valeurs
dans L*=(G).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition 2.2.7 pour montrer que
A(w) a bien un sens et est dans £(G). On fait un raisonnement identique pour le
reste du corollaire. I

3.2.7. PROPOSITION. Les applications A et X sont les représentations de
I(G) et A(G) qui engendrent L(G) et L>°(G,v).

Démonstration. Soient & dans D(H,,u) N D(Hs, u) et n,n’ deux fonctions
continues sur G & support compact (donc dans D(H,., ) d’apres le lemme 3.2.1
de [22]) ces supports étant notés supp n et supp 7’ respectivement, on a, d’apres la
proposition 2.2.7 et le théoreme de Fubini:

N 1) = (we@wn) (Va) = (Vo (€@ 1), &0 )

= [ €@ &S 1w 0) 4 0.0)

- / / / £()n(a y)E@)T (y) AN (2) AN (y) du(u)

GO GxG

/ / / EE(x)n(~ y)T (y) AN (y) AN () dpa(w)

GO supp n(suppn’)~! suppn’

- / / / EE(a)n(a~"y) AN ()77 (y) AN (y) dpu(u)

GO suppn’ suppn(suppn’)~!

/ / EE(x)n(ay) AN ()7 () du(y) = (L(EE)n, ).

On en tire par densité que \(wg) = L(£E).

Soit u un élément positif de A(G) et w* I’élément correspondant dans L(G).;
alors, pour tout £ dans K(G), on a d’apres la derniere égalité de la proposition 2.2.7
et en notant M (u) Popérateur de multiplication par u dans £(L?*(G,v)):

@8, €) = we(\(w")) = (w2 w") (Vo) = " (we@ 1) (V)
= W (L(EE)) = (M(w)&,€).

On en déduit par densité que /)\\(w") = M (u), et la proposition en résulte. 1
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3.2.8. COROLLAIRE. On met en dualité séparante L(G) et L>°(G) en posant
pour tous w dans I(G) et w' dans A(G): (A\(w), \(w)) = (w@w)(Vg).
“w

Démonstration. Evidente. 1

3.3. PROPRIETES QUANTIQUES DE Vi. Dans ce paragraphe, on montre que
Ve vérifie une relation pentagonale et définit la co-involution jg qui s’exprime
pour tout f dans L°(G,v) et v-presque tout = dans G par jo(f)(z) = f(z™1)
(cf. [22], 3.1).

3.3.1. REMARQUE. Avec les notations du paragraphe 1.3, la reflexion 3, s
est un morphisme de modules hilbertiens: (L*(G,v),® ;L*(G, l/))r —r (L2(G,v)s
uw

®.L*(G, u)); on peut donc construire par le procédé rappelé en 1.2, une applica-
n
tion linéaire continue que nous noterons (X, s),®,1:

L*(G,v),® ,L*(G,v),®,L*(G,v) —, (L*(G,v)®.L*(G,v))® . L*(G,v).
p p p p

De méme, d’apres 3.2.5 on construit canoniquement une application linéaire con-
tinue que nous noterons ,Vg®,1:

r(LQ(G, V)SQE TLZ(G, V))QE TL2(G, V) (LQ(G7 V)TQE TLQ(G, V))QE TLQ(G, V)
(= L2(G.w)r@r L3(G ), 1 L2 (G, ),

On peut donc considérer la composée (,Va®,1) o ((Lr,5)r®y1):
L*(G,v),® L*(G,v),®,.L*(G,v) — L*(G,v),®,L*(G,v),®,.L*(G,v).
p I p I

3.3.2. LEMME. Pour tous i,j,k,l dans {rg,sqa}, soit Gf’ijkl) l’ensemble
{(z,y,2) € Gx G xG :i(x) = jly); k(y) = l(2)}; alors U'espace hilbertien
L2(G,V)i<§jL2(G,1/)k%lL2(G,I/) s’identifie a Lg(G?i,j,k,l)’V?i,j,k,l))’ ol VEO’M,,CJ)

est une certaine mesure sur G?@,j,k,l)'
Démonstration. L’espace hilbertien L?(G,v);® ;L*(G,v),®,L*(G,v) est un
7 I

complété séparé de K(G)RK(G)RK(G), ou K(G) désigne 'ensemble de fonctions
continues & support compact dans G; des calculs de routine ameénent au résultat. B

3.3.3. LEMME. FEn utilisant l’identification que permet le lemme 3.3.2, pour
-presque tout (x,y,z) dans G? et tout € dans L3(G?T o)) V?T s M))

3
1%
(ryr,m,r) (ryryryr)

on'a
(’I‘VG®’I‘1) o ((ZT7S)T®T1)£<x7y7 Z) = §($_1y7.’177 Z)
Démonstration. Pour tous &%, &2, €3 dans K(G) on montre facilement que

€ =€l L2 &3 vérifie, pour V?T rrry-PrESqUE tout (x,y,2) dans G2 Iégalité
o oo RXS

(ryr,mr)

(rVG®r1) o ((Er,s)r®r1)§(xay7 Z) = §(x_1y,ac7 Z);

on en déduit le résultat par continuité. &



UNITAIRE PSEUDO-MULTIPLICATIF ASSOCIE A UN GROUPOIDE 363

3.3.4. DEFINITION. Soit (NN, 7) une algébre de von Neumann munie d’un
poids normal semi-fini fidele, et un couple (s, r) de représentations, qui commutent
entre elles, normales et non dégénérées de N dans un espace hilbertien H. On
appelle unitaire pseudo-multiplicatif tout unitaire V : H,® . H — H,® .H, tel
que: T T

(i) Pour tout n dans N on a

V(s(n)s@,1) = (s(n),@,1)V
V(r(n)s®sl) = (r(n),®,1)V
V(15®ss(n)) = (1,@,5(n))V.

(i) V vérifie la relation pentagonale suivante:

(V@) ((Zr,5)r@:r1) (1,05 V) (X, )r @ 1) (12, V) = (1,2, V)(V©,r1).

3.3.5. REMARQUE. En vertu de 3.3.4 (i) les deux membres de 1’égalité 3.3.4
(ii) ont un sens; les propriétés 3.3.4 (i) et (ii) ne dépendent pas de 7.

3.3.6. PROPOSITION. L’application Vg est un unitaire pseudo-multiplicatif.
Démonstration. D’apres la remarque 3.3.1, Vo est dans les conditions de

la définition 3.3.4 (i); pour tous &!,£2 €3 dans K(G) on montre, en vertu du
-presque tout (x,y, z) dans

lemme 3.3.3, que ¢ = ¢l ® ,.£2®,.£3 vérifie pour Z/E’T rorr)
X . T
(ryryryr)”

(Ve @) ((Zr,6)r@:1) (1,05 Ve) (Zsr)r@,1) (1@, Ve )E (2, y, 2) = E(a, a7 y, y 7 2)
= (1T®7‘VG) (VG5®7‘1)§(1:7 Y, Z)

La proposition en résulte par continuité. 1§
3.3.7. PROPOSITION. Pour tout w dans A(G) on a la relation:

Jja (1(%) w) (Vg) = (iT757§7T7T w) (VG*)

Démonstration. Grace au corollaire 3.2.5 et a la remarque 2.2.8, les deux
membres de ’égalité ont un sens et sont dans L*°(G,v). D’apres la proposi-
tion 3.2.7, pour tout u, élément positif dans A(G), en notant w* I’élément corres-
pondant de £(G),, on a, pour v-presque tout x dans G:

ja (1%@ W) (V) (z) = u(z™).

Un calcul de routine analogue & ceux de la proposition 3.2.7 donne aussi 1’égalité:
(i ® w)(VE)(x)=u(z"'). La proposition en résulte. 1

Y8, T
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4. APPLICATION A LA MOYENNABILITE DES GROUPOIDES

Dans le paragraphe 3.1 de [16] est donnée la définition d’un groupoide mesuré
moyennable. Cette notion a été précisée par C. Anantharaman et J. Renault dans
[1] ol de nouvelles caractérisations ont été données. Dans la proposition suivante
nous en extrayons celles que nous utiliserons pour prouver que l'unitaire V¢ fournit
lui aussi une caractérisation de cette moyennabilité et permet également de la
décrire a l'aide de l'existence d’une unité approchée de A(G) vu dans le prédual

de L(G).

4.1. PROPOSITION. Un groupoide mesuré (G,A,pn) est moyennable si et
seulement si l'une des conditions suivantes est réalisée:
(i) La représentation triviale de G est incluse dans la réguliére;
(ii) Il existe une file {h;}ics de fonctions de type positif dans A(G) vérifiant:
(a) hi Y < 1 pour tout i,
(b) lim R =1 pour la topologie *-faible de L>=(G°, ),
2

(c) limh; =1 pour la topologie *-faible de L>=(G,v).

Nous allons maintenant donner d’autres caractérisations de la moyennabilité.
4.1.1. LEMME. Pour tout x dans L(G) on a ||zs® 1| = ||=].

Démonstration. Soit x dans L£(G); puisqu’il commute avec s(L>(G°, p)),
c’est un opérateur décomposable et il sécrit @ = [ z(u)du(u) avec ||z| =
GO
supess{u +— |xz(u)||}. D’apreés le paragraphe 1.1.5. de [18], on a: z,®,1 =
J (z(w)®1)dp(u). On en déduit, grace a la proposition 2 du paragraphe IL2
GO
de [6]:

[5@ 1| = supess {u — [[z(u)@1][} = supess {u — [la(u)||} = [|l]|
d’otl le lemme. &
4.2. THEOREME. Le groupoide mesuré (G, \, i) est moyennable si et seule-

ment si l'une des conditions suivantes est vérifiée:
(i) Il existe une file {&;} de vecteurs de L*(G,v), u-bornés pour r telle que:

(a) { dw;;or} est une file dans la boule unité de L>°(G°, 1) qui converge

vers 1 pour la topologie ultraforte de L(L*(G°, i),

~

(b) M@¢,;) converge x-faiblement dans L>(G,v) vers 1.
(ii) Il existe une file {&;} de vecteurs de L*(G,v), p-bornés pour r, telle que:
a dwe;or est une file dans la boule unité de L= (G, i) qui converge
du

vers 1 pour la topologie ultraforte de L(L*(G°, p)),
(b) La file H77r®r§j e Ze] (775®T§j) || tend vers 0 pour tout n dans H;
I n

(i) L’algébre A(G) posséde une unité approchée pour la norme du prédual
de L(Q), positive et qui est dans la boule unité pour la norme de A(G).

Démonstration. Supposons que le groupoide mesuré (G, A, ) soit moyen-
nable; notons (h;) une file dans les conditions de la proposition 4.1 (ii). Comme
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la boule unité de A(G)™ est convexe, et que les topologies *-faibles et ultrafortes

sont compatibles avec la dualité, on peut affirmer I’existence d'une file (e;) dans
la boule unité de A(G)™ telle que (e(;) converge vers 1 pour la topologie ultraforte
de L(L*(G° p)) et (ej) converge vers 1 pour la topologie *-faible de L>(G,v).

Mais pour tout j, il existe un vecteur ¢; de L?(G,v), p-borné pour r, tel que

duwse,
ej = (&, &;), or pour tout u dans G° on a: ¢;%(u) = [|§q.l* = ( w;;or)(u); on

dwe; or

en déduit que { a0 } est une file dans la boule unité de L> (G, 1) qui converge

vers 1 pour la topologie ultraforte de £(L?(G°, 1)). D’apres la proposition 3.2.7,
on sait que X(@gj) s’identifie & e; ce qui permet d’affirmer que X(@gj) converge
x-faiblement dans L>° (G, v) vers 1, donc la moyennabilité de (G, A, ) entraine (i).

Supposons maintenant que (i) soit réalisée; pour tout n dans H(= L?*(G,v))

2 dwe, or
||77k(i§r§jH = <k(dju>77777>
dw

.or
or, la file { jL } converge ultrafortement vers 1. Comme k est normale, on en

duwe
déduit que {k( wjior)} converge ultrafortement vers 1. On en tire que:

et k dans {s,r}, on a:

(1) lim |[7,® , & || = lim ||ns® » &]| = [In]l-
J Iz J H

De plus, la propriété (b) permet d’affirmer que:
(2) lim Re (A&, )0, m) = Lim(A(@e, )0, m) = [l

Or on a:

10 & =V (1255 |
= o] + Vot &) = 2Re (Vo nez 165). m:9.;)
= &1 + [0 &5]|” = 2Re (wn@we,) (Vo)
= ||’7r<§>rfj”2 + ||’7s<§>rfj||2 —2Re (Wn(i<§>w£j)(VG))
=021 & " + 192 1 |* — 2Re (e, . )

Ainsi (ii) est vérifiée d’apres (1) et (2). Donc (i) entraine (ii).

Supposons a présent que (ii) est vraie; d’apres le lemme 4.1.1 et la démonstra-
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tion du lemme 2.11 de [8] on peut écrire pour tous x dans L£(G) avec ||z| < 1

(Ve (zs®, 1)V (nr%rfj)vnr%r &) — (@, n)|
< [(Vo(@:@ DV (0:0 1 £).0r@ 1 &) = (220 01) (1591 §) 1@ &)
+ |<(:vs®r1)(ns%éj),ns%r@ — (axn,m)|
(@@ VG2, &), Vim0, &) - <($s®r]—)(ns%r£j)’ns%r£j>||

+ !((m)s%r@,ns@grfﬁ — (an,n)]

N

% °r

S (wvé(nr®r€j)_wnv@rﬁj)(mS@ xn,n
w Iz

dwgJ or
< wVé(”h‘@rE])iwnr@rgj ||"rS® ]‘||+ xn’

ng or
< |(vze e = emen s, )| el + femi
‘ ( (d”ff ) H
S| WVEmr@ &) T Wne@ g, -

G(n H J) ! B ! dl’L

<

HVC*?(nr(X)rg]) - 77r®r€j|| ||VG nr®r€j) +77r®r§j”
I3 I " I3

dwe; or
ACCE5)
dwe,
<2llws & = Volne, &) lme &)l + | (s( 252 ) =)o I
I H H H

Or, la condition (ii)(a), identique & (i)(a), permet d’affirmer que lim ||7,®, &;|| =
m

dwg , or
[ln]] et que la file {s( déz )} converge ultrafortement vers 1 dans £(L?(G,v)),

donc la condition (ii)(b) et la derniére inégalité entrainent que:

lim  sup {|<VG(xS®T1)VC*¥(nr®rfj)anr®r§j>_<'T77777>|}:0'
T zeL(G);|lz]I<1 Iz n

Ainsi, pour tout élément n de D(H,., ) et puisque ng = fg on a:
e, £, — @], = sup {|<FG(I)@@T§T@”> ~ (2,By)]z € £(G), |12l < 1}
— sup {\(JG(J; SRCE By) — (2,8,)|x € L(@), |z] < 1}

= sup
L(G); Izl <1

{
_ {(Va(we2,1) Va2 &), 1@, &) (ann) |

[,(G) Ha:|\<1 Iz

| Er ’I‘VG LL'S(X) )Vézr,r(gjr%rn)agjr%rn> - <!L"I7,7’]>|}
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Ceci permet d’affirmer que la file &e; est une unité approchée de A(G) positive
dng or

et dans la boule unité de A(G) pour la norme de A(G) car ||W,

7

donc (ii) entraine (iii).

Supposons que (iii) soit réalisée. Soit w un élément quelconque de G il
existe donc &, dans L%(G,v) tels que &€ et 7 soient dans I(G) et w = we,y.
La représentation A étant non dégénérée, il existe une file (@7);c; d’éléments de
G telle que (A(&7));es converge fortement vers 1 dans £(L2(G,v)); ainsi la file
Wj = WG R (Gi )y COTVerse normiquement vers w dans le prédual de L (G, v).

Soit alors (@i)ie ; une unité approchée de A(G) pour la norme préduale,
positive et dans la boule unité pour la norme de A(G); comme X(@l) = (i® (:)i)(Vc;)

o

en vertu du corollaire 2.2.6, 1 majore la norme de X(@’) pour tout i. Quelques
soient ¢, 7 dans I et J respectivement, on a:

w(1) ~w(NO9))] < |w(1)—w! (1)]+]w’ (1) —w’ (A(©O7))]+]w’ (A(O7)) —w(A(8))]
< lw = W (1 + [AO)]) + [(ANGT)E, X@7)m) — (ANOHAG)E, @ )n)|
< o = o (1+ [09)]l0) + (MO (@% (&7) ) = (&% (@)7)),w)]
<2||w—wﬂ‘u*+]<éi (w’* @)) - (Jﬁ(aﬂ ), AW))]
< 2w =l +[[0% (&% (@)7) — (@ @)7) [ I

Ceci entraine que pour tout w dans G%, on a:
w(l) = li}nw(X(C:)i)).

Il vient:

jw ()I—hm|< (6, >|—hm\<@l Aw)] < A @)]-

On en déduit que (G, A, i) est moyennable, le théoréme en découle. &
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