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ABSTRACT. In this work, we prove that, under natural conditions, one can
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INTRODUCTION

A la fin du XIXeme siecle, Hilbert prouve l'existence de polynomes stricte-
ment positifs qui ne peuvent s’écrire comme somme de carrés de polynémes (ceci
des que le nombre de variables est supérieur ou égal a 2). Des exemples ex-
plicites seront donnés dans la seconde moitié du XXeme siecle par T.S. Motzkin,
R.M. Robinson ou K. Schmitidgen (voir respectivement [12], [19] et [20]). Le poly-
nome P(x,y) = x*y?(x*> +y? — 1) + 1 [12] en est une illustration. En 1900, Hilbert
pose alors la question suivante : tout polyndome de R[xy, . .., x,] positif sur tout R”
peut-il s’écrire comme somme de carrés de fractions rationnelles ? C’est le 17eme
probleme de Hilbert. En 1927, E. Artin [2] répond par l'affirmative en n'imposant
aucune condition sur la forme des dénominateurs. On peut aussi consulter [4] sur
le sujet. Plus récemment, par des méthodes d’analyse fonctionnelle, G. Cassier [6]
s’est intéressé a la représentation polynomiale (mais non sous la forme de somme
de carrés) de polynomes strictement positifs sur un compact d’intérieur non vide
(on peut également consulter [22] pour le cas des compacts semi-algébriques, et
[14] pour des idées similaires). La représentation des polyndmes strictement posi-
tifs sur des compacts semi-algébriques, en somme de carrés de polyndmes, a été
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étudiée par M. Putinar et FE-H. Vasilescu ([13] ou [15]) et aussi par K. Schmiid-
gen [21]. Dans [16], les auteurs montrent aussi que les polyndémes positifs sur
des ensembles non bornés de R” se décomposent, sous de bonnes conditions, en
somme de carrés de fractions rationnelles avec des dénominateurs de la forme
(14 x% 4 -+ 4+ x2)™. 1l s'agit ici d’une particularisation du résultat d’Artin. La
méthode utilisée, basée sur la transformation de Gelfand et Naimark, a permis
d’obtenir des décompositions avec d’autres types de dénominateurs [7] ou des
résultats analogues dans le cas opératoriel [1]. On peut aussi consulter [8].

Dans cet article, on considere H un espace de Hilbert séparable muni d’une
base orthonormale (¢;);>1. On note || * || sa norme hilbertienne. Pour tout élément
x de H, on note (x;);>1 ses coordonnées dans la base (¢;);>1. On définit aussi des
normes de Holder || * [|; sur cet espace, pour tout entier j = 27,

1

T 5\ 1/2)
Vx eH, ||x||j:<2x2]) < 400,

i=1

Onadong, pour p =0, || *||1 = || * ||. Le but est d’étudier le cas ot les polyndmes
sont définis sur I'espace H, c’est-a-dire les polyndmes en une infinité de variables.
On reporte le lecteur a la section 1 pour la définition et les propriétés essentielles.
De maniere analogue a [16], on cherche des représentations des polyndmes posi-
tifs P sous formes de carrés de fractions rationnelles ayant des dénominateurs uni-
versels de la forme

(1+[x|?)f, kez*

On obtient ainsi, sous de bonnes conditions, ’existence d’un entier naturel i tel
que l'on ait la décomposition

L Qx(x) 2 w12 v Ry (x) 2
0.1 P = —_— S : ],
(0.1) (x) k; ((1 N ||x||]2])mk) + xH] k:zl ((1 + ||x|]2'])nk)

out my et 1y sont des entiers, Qy et Ry des polynémes sur H et S* 'adjoint du
shift unilatéral sur H. C’est le théoréme 4.3. On peut comparer ce résultat a la dé-
composition des polyndmes positifs en un nombre fini de variables obtenue dans
[16]. La méthode employée est d’ailleurs similaire. Elle est explicitée dans la sec-
tion 2. Comme conséquence, on prouve, en particulier, la densité de I'ensemble
des polynémes qui peuvent se décomposer comme dans (0.1) dans 1’ensemble
des polyndmes positifs sur H. On reporte le lecteur a la section 5. Des corol-
laires sur la décomposition de polyndmes positifs sur des ensembles de type
semi-algébriques sont également donnés dans la section 6. On précise d’abord
la notion de polynodmes sur un espace vectoriel.
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1. POLYNOMES SUR UN ESPACE VECTORIEL NORME

On rappelle dans ce paragraphe des outils essentiels pour la suite. Dans
tout ce travail, on identifie polynome et fonction polynomiale. On renvoie a [5]
ou [17] pour une étude plus précise. On dit que P est un polynome homogene de
degré n sur H s’il existe une forme n-linéaire symétrique ¢ sur H" telle que 'on
ait
P(x)=¢(x,x,...,x), VYxeH.
Dans ces conditions, ¢ est unique et se calcule par

1
P(x1,...,xn) = EAX” <Ay, P,

outl’on a posé, pour x,y € H,

AXP(]/) =

Tout polynéme P s’écrit donc

(P(y +x) —P(y —x)).

N

P=Py+Pr+-+Py,

ol pour touti = 0,...,n, P; est un polyndme homogene de degré i et n est le
degré de P (que I'on note deg(P)). On note ¢; les formes multilinéaires associées
a P;. On a alors les équivalences suivantes.

PROPOSITION 1.1. ([5]) Les conditions suivantes sont équivalentes:
() o, - - -, Pn sont des applications continues;
(ii) le polyndme P est une application continue;
(iii) P est continue a I'origine;
(iv) pour tout r > 0, || P(x)|| est bornée sur la boule ||x|| < r.

Dans toute la suite, on s’intéresse aux polyndmes continus sur H. Tout
polynéme P(x) = ¢(x,...,x) homogene de degré j se décompose formellement
de la maniere suivante

P(x) = Y. crxy,

I:(il,..‘,llj),ikEN*

en notant xy = xj, - - - xj et c; = 4>(eil,...,ei],).

LEMME 1.2. Soit P(x) = ¢(x,...,x) un polyndme continu homogene de degré j
sur H. Alorson a
sup |¢(e, - ,el-].)| < 400,
(i1,e0i})
Preuve. 1l est bien connu [5] qu’il existe une constante A > 0 telle que, pour
tout polynome homogene Q(t) = Y. g;t' de degré j en la variable t € C", on ait
IeN"

(1.1) Al sup |q;| < sup |Q(#)].
IeNr |t]=1
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Comme P est continu, on a, d’apres la proposition 1.1, sup |P(x)| < +oc0. Si on
[l€]=1
suppose sup |¢(e;,, .. .,ei],)\ non fini, on peut donc trouver une suite de coeffi-
(i10eri)
cients ¢(ej, . .., e;;) qui tend vers l'infini. Quitte alors a faire des projections sur j
variables choisies en fonction des termes de la suite, on obtient alors, en utilisant
I'inégalité (1.1), des polyndmes homogenes de degré j en j variables qui satisfont,
pour tous les coefficients <P(€z‘1/ eeey el-j) de la suite extraite, I'inégalité

p(eiy, )] < AT ”stnlp [P(x)],
x||=1

ce qui donne une contradiction. 1

2. PRESENTATION DU PROBLEME

2.1. DEFINITIONS. (i) On définit F; comme le cOne positif engendré par les carrés
de fractions rationnelles ayant des dénominateurs de la forme (1 + Hx||]2] )k, (k €
Z*). On introduit alors les ensembles C; définis de la maniére suivante

Y
Cj={f(x) + |Ixll(x); f, g € Fj}.
Il est facile de voir que les ensembles C; sont également des cones positifs. Il faut

. 2j . . . -
aussi remarquer que les |/x|| j] sont bien des polyndmes positifs sur H, mais ils

ne peuvent s’écrire comme somme (finie) de carrés de polynémes. On le justifie
pour j = 1. Sinon, on a la décomposition

n
(2.1) x| =Y PE(x),
k=1
ou, pour k =1,...,n, le terme P est, par identification, un polynéme homogene

de degré 1. Le polynéme Py est donc, par définition, une forme linéaire continue
sur H. On a donc, pour toutk =1,...,n,

+o0
Pe(x) = Y Pilej)xj,
j=1
avec, par dualité, (Pk(e]-)) =1 élément de H. On en déduit

+co
Y Pi(ej) < +oo.
j=1

En utilisant la relation (2.1), on a aussi
n
Y Pej) =1,
k=1

ce qui donne une contradiction (via Fubini) avec 1'inégalité précédente.
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Cela constitue une différence majeure entre la dimension finie et le cadre
hilbertien. Dans le cas d"un nombre fini de variables, C; nest autre que F;.
(if) On introduit 'espace £ comme 1’ensemble des fractions rationnelles bor-
nées et on pose

C]‘,+ ZC]’ﬂg, .7:]‘,+ 2.7:]'(75,
et £ comme étant la C-algebre engendrée par les éléments de (Fj . — ;). Dans
toute la suite, on impose xg = 1. On note i tout multi-indice (7, .. ., izj) de Zij. On
note alors ¥U) (e (Ciy — C]-,+)N2j) l'application de 'espace H dans RN définie
par

. Xip o X, .
) (y) = (2T — D))
) <1+le?f)i1,...,i2jez+ G ez
J

C’est-a-dire, £ est la C-algebre générée par les (‘Ifi(] )).

(ili) On rappelle aussi la transformation due a LM. Gelfand et M.A. Naimark
sur des formes semi-définies positives (voir [11], [10] et [16]).
Soit A une algebre, sur C, de fonctions a valeurs complexes définies sur un espace
vectoriel X, vérifiant les propriétés suivantes

le A
sif €A, alors f € A

Soit ¢ une forme linéaire semi-définie positive sur .A dans C, c’est a dire vérifiant

o(ff) =0, VfeA

Si la forme ¢ n’est pas identiquement nulle, on a nécessairement ¢(1) > 0 et on
peut associer a la paire (A, ¢) un espace préhilbertien. Il suffit en effet de poser

N ={feA:9(ff) =0}

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, N est un idéal bilatere. Par conséquent, on
peut définir le quotient A/N qui est un A-module. En fait, on attache & ce quo-
tient A/N un produit scalaire en posant

(f+N,g+N)g=o(f3), V(f.8) € A%

On définit alors || * || la norme associée au produit scalaire précédent. Pour plus
de détails, on peut consulter [9], [10]. Dans toute la suite, on note H,, le complété
de A/N.H, est donc un espace de Hilbert.

(iv) Soit ¢ une forme linéaire sur £, semi-définie positive. Soit H, 1'espace de
Hilbert associé a ¢ par la transformation de Gelfand-Naimark. Pour tout multi-
indice a de Zi], on définit les opérateurs V; et T, de multiplication sur £ /N par,
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pour tout f de &4,

(17
Vi(f+N) = —Lf+ N,
1+ |||

1
= ——f+N,
1+

T,(f+N) =¥V f+ .

To(f +N)

On remarque que les opérateurs V; et T, sont bien définis. En effet, si g € N,
on a HngH%P = (Tég,g>¢ < |\T£2g||q,Hg||(P = 0, ce qui donne bien T;,¢ = 0. La
justification est identique pour V;.

Enfin, dans la suite, on confond f et sa classe dans £ /.

2.2. POSITION DU PROBLEME. Le résultat principal de ce travail est contenu dans
le théoreme 4.3. Ce théoréme donne, pour tout polynéme P continu et strictement
positif sur H, vérifiant une condition technique supplémentaire, 1’existence d'un
entier positif ou nul i, tel que l'on puisse écrire

u

P(x) ZI: (( Qx(x) )2+ Hs*ixH]%j 5 ( Rk(x)')nk)z’

2j 2
=1 “(1+ ||X||j])mk =1 (1+ ”xH]']

ol my, et ny sont des entiers, Qi et Ry des polyndmes sur H et S* 'adjoint du
shift unilatéral sur /. La méthode employée pour la démonstration est tout a
fait parallele a celle de [16]. Elle consiste a plonger l'espace H dans un espace
plus grand via 'application ¥/, définie en 2.1 (ii). Les coordonnées du plonge-
ment engendrent une algebre de fonctions rationnelles bornées sur H. Une forme
linéaire semi-définie positive ¢ sur cette algebre permet d’obtenir un espace de
Hilbert H, en complétant le quotient de 1’algebre par le noyau de la forme sesqui-
linéaire associée a ¢. C’est ce qui est décrit en 2.1 (iii). On définit alors les opéra-
teurs de multiplication par les coordonnées du plongement ¥ (voir 2.1 (iv)).
La premiere étape de la démonstration, développée dans la section 3, consiste
d’abord a montrer que les opérateurs de multiplication se prolongent a H,. C’est
le lemme 3.3. Ainsi on peut représenter ¢ par une mesure positive a support dans
'adhérence de Iimage de ¥(/). C’est le théoréme 3.4. On aboutit ensuite au ré-
sultat principal, dans la section 4, en séparant le cone réel décrit par les éléments
ayant une représentation comme dans le théoreme et un élément n’appartenant
pas a ce cone par une forme linéaire semi-définie positive. Le fait que le support
de la mesure est contenu dans la réunion de ¥ (H) et de sa frontiére se traduit
par le fait qu’il faut imposer plus que la stricte positivité de P sur . Enfin, le
terme correcteur, donné par le shift, qui apparait ici et pas dans la décomposition
des polyndmes en un nombre fini de variables de [16] est une conséquence de la
différence majeure mise en valeur dans 2.1 (i).
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3. REPRESENTATION DANS LES CONES POSITIFS C;, .

Le lemme suivant donne une description de l'image de H par ¥{/).

LEMME 3.1. L'application (C;  — C]-,+)N2j 5 ¥ : H — RV est injective. Son
image est donnée par

—+00
20>0,) z, ;=1
(i) —dz=(z , i=0
YV (H) = {z = (Zl)zeZi’ t.q. 2j-1 }

Zal,...,[IZjZO = Zal,O,...,O e ZO,...,O,LIZJ‘
Zal,...,[l2]' = Zag(l),...,aa(z]v)/ (S SZ]
oit Sp; est I'ensemble des permutations a 2j éléments.

Preuve. Si on suppose ¥)(x) = ¥U) ('), 'égalité
#0,.0() _ ¥ip o(¥)

i0,...,

LA CI I AN D

Xi

donne directement l'injectivité. Pour la description de I'ensemble image, soit y
avec les propriétés de I'énoncé. On pose t; = y; . o/yo. Alors, des deux dernieres

o , +oo
. 2.2 21 a.oos1, s Faoalita
relations, on tire y ti] =y Yy - Ainsi, alaide de l'égalité E ylzl =1,0on

déduit que t appartient a H et vérifie =
B 1
T
Par conséquent, pour tout k > 1, on a
Yk0,..,0 = tkYo = t7k2
o 14 e

Enfin, soita = (aq,..., azj) un multi-indice, on a I’écriture suivante

o Ya1,0,...0 - ']/0,---,0,ﬂz; . ta, -~ tﬂzj . tay - - tﬂz;‘

Yar,mpy = 2j—1 - —1 - 2j
vy Y 1+ e

ce qui nous permet de conclure y¥ ) (). L’inclusion réciproque est triviale. &

LEMME 3.2. On a les égalités suivantes sur /N (en notant 1d 'application
identité)
2
To+Vi=1d, ), Tg s, ,=1d e Y T =V,
k,p>0 k>1

oit dans le multi-indice (k, ..., k,p,...,p) les entiers k et p apparaissent j fois. De plus,
avec les notations de la définition 2.1 (iv), les opérateurs Ty et V; sont positifs sur He.
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Preuve. Pour f € £;,0ona

2j
To(f) + Vi) = — N
0 NI = 2j 2/ =/
1+Hx||‘] 1+||x|\j]
x2jx2j
Y TRopopf= X T f=f,
kpso P S (1+||x||j )?
2]
Y T if =Y, ——5f=Vi(f).
1 >114 ||xH

On obtient ainsi les relations annoncées. Pour la positivité, il suffit de remarquer
quel’ona

(Tof flg = o(TofF) = o (— L) - ((ff

iy
. —(1+]x17)),
2 275
1t x| 1t P2 /
F
5
1+ [x]7)2
donc positive par définition. La démonstration est analogue pour l'application

Vi

et que I'élément + Hx||]2] ) appartient a C; ;. Son image par ¢ est

LEMME 3.3. Soit ¢ une forme linéaire sur £, semi-définie positive. Alors les
opérateurs de multiplications Ty, V; et T, se prolongent continiiment sur Hg, en applica-
tions contractantes.

Preuve. Ona, pour f € £ /N

IF15 = 1(To + V)£ = ¢((To + V) f) x (To + V})f))
= ITof 11§ + IVif 5 +2Re(9(ToVif f))-

Or, clairement Ty V; ffec j,+- On en déduit que Tj et V; sont des contractions sur
&4+ /N.On peut donc les prolonger par continuité. On a aussi pour tout entier 7,

si on note, pour tout entier i, Zle multi-indice (i,...,i) de Zi],

H Z | = LA ) =t

La suite (u),>1 est donc positive, croissante et, d’apres le lemme 3.2, lim u, =
n—-+4o0o

IVif ||%p De plus, en utilisant la forme linéaire ¢, on a

n 2
Vk=1,...,n, |Tefll5 < H ZT%fH(p'
= k=1 —
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On en déduit que, pour tout entier k non nul, T% est une contraction. De méme,
on montre que pour touta = (ay, ..., azj) T, est une contraction. On a

2 2

2 2 2 2

xﬂl e xﬂz‘ . xﬂl e xﬂ‘ xﬂ‘+1 ... xH24
T2 =o(——2—ff) = Ay el
aflly qv((Hx ff) <( f f>q)

2 2 2
172 L [P (1 )

g || Tul,ul,uz,uz,...,uj,ajfH qU || Tllj+1,{1j+1,...,{12]‘,u2]‘f|‘ q) .

Soit f un vecteur de £ /N de norme inférieure & 1. On obtient alors (ot p désigne
toujours l'entier naturel vérifiant 27 = )
2 2 2 2 2 2
. X5 oo X5 _\2F X5 - X4 X .
2] ay Fl2] ay a] 11 112/
1717 = oo F) = 2t f>
(1 +[Ix]157) (1 +[Ix]157) (1+|| 1)

2p
|Tﬂ11a1/a2rﬂ2/ /a//a]fH HTaJ+1Ia]+1/ /aZ]ﬂZ]fH
2p-1

<|
g ||T111,111,a1,111, . ]/2/ ]/2/ ]/2/ ]/2-](H

x| Ta
x| Ts

2r-1

/2410872418 /241/87 /241714, 8} 05,0 f”

21
j+1/ 41841441/ /ﬂsj/z,ﬂsj/zrﬂ3j/2,ﬂ3j/zf”
X 3

A3j/2+1/43j/2+1,43j/241,/43] / 2+411--+/82j,02j,02,02]

N

21
<TTITflp <1

k=1

Et donc pour tout multi-indice g, T, est une contraction. 1

On peut remarquer que 'hypothese j = 2 joue un role essentiel dans la
preuve du lemme précédent. A l'aide des contractions ainsi trouvées, on donne
une représentation des formes linéaires sur £, qui sont semi-définies positives.
On considere alors P un polyndme défini et continu sur H. Clairement il existe
une fonction Qp,; en N/ variables vérifiant Q PO Y0 (x) = P(x)(1+ Hx|| ) (ot
m est le plus petit multiple de j supérieur a deg(P)).

THEOREME 3.4. Soit ¢ une forme linéaire sur £, semi-définie positive. Il ex-

iste deux mesures positives u et p sur RN et RN vérifiant I'égalité suivante pour tout
polynome, continu a coefficients complexes, sur H (oit 2mj > deg(P)) :

P(P()(1+ x[) ) = / P(x)(1+ ||| ) "dp(x / Qp,(t)dp(t)

Preuve. On se place dans I'espace de Hilbert H,, associé a la forme linéaire
@ sur &, Par les lemmes précédents, on sait que les opérateurs T et V; sont des
contractions. Le fait que ces opérateurs soient des opérateurs de multiplication
par une fonction réelle permet d’affirmer que les T; et V; sont auto-adjoints. On
définit A comme étant 'adhérence de 1’algebre engendrée par les polyndmes en
(Ta, V}). L'algebre A est donc une C*-algebre commutative fermée de B(Hy). Il
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existe alors (voir par exemple [18]) une résolution de l'identité E sur les sous-
ensembles boréliens de I'espace idéal maximal (noté A) de A telle que 1’on ait

:/de, Vf e L®(E),
A

ol @ est un *-isomorphisme isométrique qui prolonge la transformée de Gelfand
inverse. Or l'espace A peut étre identifié & 1’'espace des caracteres sur A (noté
I'(A)).

Si Qp,j est une fonction bornée sur E, en utilisant I'égalité Qp ; o w0 (x) =

P(x)(1+4+ ||xH ) , on peut écrire

Qpjo T(1) = P(x)(1+ x[) ™"

ot T est la famille d’opérateurs (T,),. Alors, on obtient

p(P()(1+ [x|Z)™) = (Qpjo T(1),1)p = / Qp, (HA(E(H)1,1).

On veut alors appliquer le lemme 3.1. Si v € I'(A) est un caractere, on utilisera
la notation suivante : 7, = (T,). En utilisant le lemme 3.2 combiné avec la
commutativité de la famille d’opérateurs étudiés, on voit que si yg > 0, alors il
existe x € H tel que (T, V;) = ¥ () (x). Dans le cas contraire, ona 7y = 0 puisque
I'opérateur Ty est un opérateur positif. Alors on obtient la représentation voulue

p(P()(1+ [|x[|7) ™) = (Qp 0 T(1), 1)y
= /Qp,] E(H1,1) + / Qn,(N(E(t)L,1)
tey () Y

€r(A),7=0

r'(A
- /P<x><1+ IxI7) " dp(x) + [ Qrj()e(t
oll les mesures i et p sont deux mesures positives définies par
{Vﬁ0=<Eﬁﬁﬁﬁﬂ?ﬂvo>ODL1%
p(o) = (E(cn{y/7 =0})1,1).
Il reste alors a montrer que Qp ; est effectivement borné sur E. Soit 7y un caractere.

Si y vérifie 19 > 0, il existe donc x € H tel que (7(T)) = ¥ (x) et donc on a la
relation

Qp,(7(T)) = P(x)(1+ x| 7) ™

Or, par continuité du polynome P, il existe une constante M telle que 1'on ait
2j\—
P(x)(1+ [|x[)™ < M

et, 'application Qp ;(v(T)) = P(x)(1 + Hx||]2j)’”1 est donc bornée. Sinon, par une
simple récurrence sur le nombre d’indices non nul, on peut affirmer que y(T,)
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est nul des que l'un des indices est nul. Dans ces conditions, on en déduit que
Qp,i(7(T)) est égal a la valeur de Qp;(7y(T)) ot Q est la partie homogene de plus
haut degré. Ainsi, on obtient la relation

QP,j('Y(T)) = lim P(x)(l + Hx”]z])fm <M,

llx[j—g+o00

ol la limite est prise suivant une direction d donnée. La fonction Qp/j est donc
dans L*(E), ce qui acheéve la démonstration. 1

4. DECOMPOSITION DES POLYNOMES POSITIFS

On applique les résultats de la section 3 pour obtenir des décompositions
particulieres des polyndmes (a coefficients réels) continus et positifs sur H.

DEFINITIONS ET NOTATIONS 4.1. On note dans la suite S le shift unilatéral
sur H et S* son adjoint. On définit alors, pour tout entier i, les cones C]? par

Ci = {f(x) +5"x|Vg(x), f.g € Fi}.

Ona C]Q = Cj et on remarque que, pour tout entier i > 1, on al'inclusion C ]’:*1 - C]’
On pose alors
i _ i © i
Ci,=cin€ et C7° =[],
i>1
On peut noter que les inclusions sur les cones C} impliquent les inclusions
: i—1 i
suivantes C]-, L C C]-, 4
LEMME-CLE 4.2. Pour tout entier non nul j, le polyndme constant égal a 1 appar-
tient a l'intérieur de C]?’°+.
Preuve. On procede comme dans Lemme 15 de [1]. 1l suffit de remarquer
. . Sy . 2j
que, en posant i = (i1,...,4), i = max(ix) +1et &y, = x; - x;, /(1 + Hx||].])m,
on a l'existence de fractions g et /i de tels que 1 = &% + Y g7 + ||S*ix||]2] Y h.
- k k
On termine alors exactement comme dans [1]. &

On énonce alors un théoréme de décomposition des polyndmes continus et
positifs sur H relativement a I'ensemble C]?’°+.

THEOREME 4.3. Soit P un polyndéme, a coefficients réels, défini et continu sur
H. Si P est strictement positif sur H et s'il existe une fonction associée Qp; qui soit
strictement positive sur I'adhérence de ¥V) (H) privée éventuellement de 0, alors il existe
un entier i tel que le polynome P soit dans le cone C]Z
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Preuve. Soit Qp,; une fonction associée a P (c’est a dire Qp; o ‘f’(f)(x) =
P(x)(1+ Hx||2] )~ ™), vérifiant les conditions du théoréme. On suppose que P(x)(1+

5
IIx]| j] )~™ n’est pas dans un cone convexe C . qui est d'intérieur non vide par le
lemme 4.2. En utilisant un résultat de Mazur [3], il existe une forme linéaire ¢ sur
R qui sépare ces deux convexes. C’est-a-dire

. 00 2j\—
inf{p(f); f € Ci3} = (P + [|x[7) ™).
Par construction, siona f € Cﬁi, alors, pour tout entier n, on a aussi nf et f/n

dans C]‘?i. Par passage a la limite, on en déduit ¢(P(x)(1+ ||x||]zj)’m) < Oet
@(f) = 0 pour tout f € Cj",°+. On prolonge alors ¢ en une forme linéaire sur &,.
La positivité de la forme linéaire ¢ sur C]‘?"+ entraine que son extension, que 'on

notera toujours ¢, est semi-définie positive sur £;. On peut donc appliquer le
théoréme 3.4 a ¢ pour obtenir

02 P+ )™ = [ Pe+ 7)™ dn(x) + [ Qpj()0(0

Or, par construction, les deux mesures positives ne peuvent avoir un support
vide simultanément. De plus les fonctions intégrées sont strictement positives
sur ces supports respectifs. Donc, on obtient 1'inégalité stricte

[ P ) mau + [ Qpjde)

qui donne une contradiction. Donc P(x)(1 + | x| j] )™ est, en particulier, dans
C]l: 4, pour un certain entier i. On en déduit aisément que P est un élément du

cOne positif C]l 1

REMARQUES 4.4. (i) Le théoréeme 4.3 donne donc, pour tout polyndéme P,
vérifiant de bonnes conditions, continu et strictement positif sur H, 'existence
d’un entier positif ou nul i, tel que 1’on puisse écrire

l Qk(x) 2 w2 v Ry (x) 2
P(x) = _— S - —_— ),
(x) k:Zl ((1 N ||x||]2])mk) + || xH] k:zl ((1 + ||x|]2.])”k)

ou my et ny sont des entiers, Qy et Ry des polyndmes sur H. Dans la section
suivante, on montre que I’ensemble des polyndmes continus et positifs ayant une
telle décomposition est dense dans I’ensemble des polyndmes continus et positifs.

(ii) Contrairement au cas d’un nombre fini de variables [16], on ne controdle
pas le degré des dénominateurs des fractions rationnelles qui apparaissent dans
la décomposition.

(iii) Le théoreme précédent est un analogue du théoreme 4.2 de [16] dans
le cas d'un espace de Hilbert. Les conditions de décomposition sont compara-
bles. On remarque simplement l'existence de termes correcteurs faisant appa-
raitre 'expression ||x||?. Cela provient essentiellement du fait que les termes du
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type ||x|? ne sont plus des sommes de carrés de polyndmes (on peut se reporter
aux sections 1 et 2).

5. APPLICATIONS

Dans cette section, on donne quelques conséquences du théoreme 4.3. On
commence par un lemme qui permet de contrdler le support des mesures posi-
tives qui apparaissent dans le théoreme 3.4.

PROPOSITION 5.1. Soit @ une forme linéaire sur £, semi-définie positive. On
suppose qu’il existe un polyndme (a coefficients réels) R et une fonction associée Qg ;
vérifiant

Qr,jo ¥ (x) = R(x)(1 + [I*[)~,
@(sz) >0, feé&,.
(1+ )y
Alors le support des mesures positives y et p vérifie

supp(y) C R™H(RY),
supp(p) € Qg ;(R*) {0},

Preuve. Si @(Rff(1+ Hx||]?j )~!) > 0 on obtient I'inégalité suivante

(Qr(Df, o = (Qrjo ¥V (Vf, flo = PRFF(1+[xII7) ") > 0.

Donc l'opérateur Qg ;(T) est positif dans I'espace de Hilbert H¢. En utilisant les
propriétés de multiplicativité et de linéarité des caracteres, on a, pour tout v €

I'(A),
Y(Qr,j(T)) = Qr,j(7(T)) = 0.

Ceci signifie exactement que y(T) est dans QE}(RJF). On obtient ainsi les inclu-
sions annoncées pour les supports (en décomposant, a nouveau, I'(A) = {y/vo =

0}U{y/v >0}). 1

On peut donner quelques exemples de polyndmes vérifiant les hypotheses
des théoremes précédents.

PROPOSITION 5.2. Soit P un polynome (i coefficients réels) défini et continu sur
H.Si P = U+ V est strictement positif H et s'il vérifie
deg(U) > deg(V),
Qu,j(t) >0, Vte¥YW(H)—{0},

alors il existe un entier i tel que le polynéme P soit dans le cone C]l
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Preuve. 1l suffit de reprendre les preuves des deux théoremes principaux de
la section précédente en remarquant que la condition deg(U) > deg(V) affirme
que, pour tout caractere y vérifiant yg = 0, on a

Qp,j(7(T)) = Qu,;(¥(T)) > 0.

En effet, cela est une conséquence du fait suivant : si yp = 0, ona 7y, = 0 des qu’il
yaunzérodansa. 1

Cette derniere proposition peut se traduire par : pour un polyndéme stricte-
ment positif, s’il existe une partie dominante ayant une fonction associée qui
est strictement positive sur ¥ (H) — {0}, le polynome est dans le cone C]?’°. On
donne ci-dessous quelques exemples pour lesquels cette propriété est vérifiée.

EXEMPLES 5.3. On se place dans le cas o1 j = 1. On peut donner sans au-
cune difficulté des exemples du méme type pour toute valeur de j = 27.
(a) Soit P un polynéme défini, continu et strictement positif sur H, de degré n.
Alors pour tout réel strictement positif ¢, on pose

P.(x) = e||x|** + P(x), x€ M.

Le polyndme P: est dans Ci°. En effet, P; est strictement positif sur H. Il suffit
donc de montrer qu'il existe une fonction associée Qp, 1 strictement positive sur
I'(A).Siqg > 0,iln’y a aucun probleéme puisque on est dans ¥ ) (). Sinon, on
obtient, en utilisant la méthode donnée dans la partie précédente, une fonction

Qp.1
Qra(Y(T) = Y, Yiviy = Viniy = 8( Z%'i)n > 0.

il Jeerdn i>0
En effet, tous les 7y; ; sont positifs car les T; ; sont des opérateurs positifs. De plus,
comme yg = 0,0ona ), v;; = 1 (c’est une conséquence directe du lemme 3.2).

i>0
(b) On considere les polynomes de la forme

Se(x) =Y exxz™ + P(x)
k

ot P est un polyndme défini, continu et strictement positif sur 7 et ot1 la suite
(ex )y vérifie
irk1f(sk) eR} et sip(sk) e R}.

De la méme maniere que précédemment, on montre que tous ces polynémes sont
dans un cone positif C.

Les exemples construits permettent aussi d’obtenir des résultats de densité.
On précise d’abord quelques notations. Par le lemme 1.2, on sait que si P est un
polynoéme continu sur H, tous ses coefficients sont bornés. On peut donc normer
I'espace des polynémes continus sur H en posant

[P = sup [|cal],
14
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si (ca)a représente la suite des coefficients de P.

THEOREME 5.4. Soit N une norme sur l'ensemble des polynémes continus sur H
moins fine que la norme ||| - |||. Alors 'ensemble des polyndmes continus sur H qui sont
dans C]?"’ est dense dans I'ensemble des polyndmes continus non négatifs sur H.

Preuve. Soit P un polyndme continu non négatif sur H. Pour obtenir le ré-
sultat, il suffit de perturber le polyndme P par un élément de la forme e(1 +
| x||>)", avec n > deg(P), et appliquer alors la méthode de (i) de I'exemple 5.3. &

REMARQUE 5.5. On peut remarquer que de tels résultats de densité ont
également été obtenus par M.A. Dritschel [8] pour des carrés de fractions avec
d’autres dénominateurs dans le cadre d’un nombre fini de variables. On généra-
lise donc ici au cadre hilbertien ce qui est connu dans la dimension finie.

6. POSITIVITE ET ENSEMBLES SEMI-ALGEBRIQUES

Dans cette section, on donne quelques généralisations, a des ensembles de
type semi-algébriques, des résultats de la section 4. Les démonstrations se trans-
posent aisément dans ce cadre. On dit qu'un ensemble F est de type semi-algébrique
s’il existe une famille finie Py, ..., P, de polyndmes, continus sur H, telle que

m
-1
F= ()P ' (R").
k=1
On définit les cones G; par les relations suivantes

Gl =CI+PICl+ -+ PyCl.

THEOREME 6.1. On se donne m polyndmes réels Py, ..., Py, continus et de de-
gré multiple de 2j, définissant un ensemble de type semi-algébrique F. Soit aussi P un
polyndme (a coefficients réels) défini et continu sur ‘H de degré multiple de 2j. Si P est
strictement positif sur F et s'il existe des fonctions Qp, Qp, j,---,Qp,,j, associées a
P,Py,..., Py, vérifiant les conditions suivantes

Qrj(t) >0 vie (QuL®)) NFDH)\ (¥ (1);0),
k

Jre

alors il existe un entier i tel que le polyndme P soit dans le cone g;

Preuve. On remplace les cones C]l- par g]%. La condition supplémentaire est
nécessaire pour étre certain qu’il existe des polynémes P avec la condition sur
Qp,j qui soit vérifice. 1

Si on ne demande aucune condition sur les degrés, on peut donner des
représentations mais avec des fractions dont les dénominateurs sont du type
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1+ ||x|\]2j )"/2, avec m entier. On note Y) I'application de I'espace H dans
l'espace RN définie par

YW (x) = ( Yk

()
— = (Y (0))kez,
(1+IXI?)”2J>"€Z+ ‘ o

Onnote , /C]lf le cone positif engendré par les carrés de fractions avec des dénomi-
nateurs de la forme (1 + ||x|\]2] )"/21 et des numérateurs de la forme R(x, (1 +

||x||2])1/2]) (R étant un polynome) ainsi que par ||S*ix||]zj.

Si on note les Uy les opérateurs multiplications par la fraction YY), il existe

toujours une fonction associée Q' j vérifiant 1’égalité suivante

P(x)
2j\deg(P)/2j
(1+ [[x]7)des(P)/2

= QoY (x) = Qp(U)(1).

On définit les cones QJZ-' par les relations suivantes

\/97;:\/67]?+P1\/67]?+~~+Pm\/c7.

Alors on peut énoncer le théoréme suivant

THEOREME 6.2. Soient m polyndmes Py, ..., Py, (continus, a coefficients réels)
définissant un ensemble de type semi-algébrique F. Soit P un polyndme défini et continu
(a coefficients réels) sur H de degré arbitraire. Si P est strictement positif sur F et s'il

. . ., N / / N . . 2
exzs.tfz des fonctloln.s, assqczees aP,DP,..., Py, QP,j' %1,]-,. ..,Q P (a coefficients réels)
vérifiant la condition suivante

Qp,(t) >0, Vie (ﬂ%} ®*)) YD)\ (Y0 (71);0}),

alors le polynome P est dans le cone /g]lf pour un entier i.

REMARQUES 6.3. (i) Si on se place dans le cadre d’un nombre fini de vari-
ables xi,...,x;; et si on pose j = 1, on retrouve des résultats analogues aux
théorémes 4.2 et 4.5 de M. Putinar et F.-H. Vasilescu [16].

(if) Sans aucune difficulté, on peut énoncer 'analogue de la proposition 5.2
dans ce cadre. De plus, il est facile de donner des exemples simples ou ces
résultats s’appliquent, en procédant comme dans 5.3. Grace a une perturba—

tion des polyndémes positifs par des éléments de la forme Hx||cleg P ou 1+
[lx || j ) (deg(P)+1)/2f on peut méme obtenir la densité du cone | J, /G i G! dans’ensemble
i

des polynomes positifs sur I'ensemble de type semi-algébrique F.
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(iif) Bien évidemment ce qui est valable pour un fermé de type semi-algébri-
que reste valable pour un fermé quelconque a la condition de prendre une famille
dénombrable de polynoémes plutdt que d’en prendre une famille finie.
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