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CLASSE DE DIXMIER D’OPERATEURS DE HANKEL

ROMARIC TYTGAT

Communicated by Nikolai K. Nikolski

RESUME. Soit s une suite de moments de Stieljes ne s’annulant pas et soit u
la mesure qui la représente. On note i la mesure image sur C de y ® o par

'application (t,¢) — \/fé, oll o est la mesure de Lebesgue normalisée sur le
cercle unité et nous nous intéressons aux opérateurs de Hankel, de symbole
anti-holomorphe, associés. Nous caractérisons les espaces de Dixmier et nous
donnons une formule de la trace de Dixmier pour dy = e~ ¥ *)dx. Enfin, nous
regardons les exemples ¥ (x) = exf,j >0ou¥(x) =e.

ABSTRACT. Let s be a non-vanishing Stieltjes moment sequence and let  be a
representing measure of it. We denote by y; the image measure in C of 4 ® o

under the map (¢, &) — \/EQ’, when ¢ is the rotation invariant probability mea-
sure on the unit sphere and we study Hankel operator with anti-holomorphic
symbol. We characterize the Dixmier space and compute the Dixmier trace for

dp = e~ ¥ dx. We study the examples ¥ (x) = e",j > 0 or ¥(x) = e°".
KEYWORDS: Dixmier trace, Hankel operators.
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1. INTRODUCTION

Les propriétés spectrale des opérateurs de Hankel sont traités dans [1] et [2]
pour les espaces de Bergman et dans 1'ouvrage de [12] pour 'espace de Hardy.
On pourra aussi consulter le livre de Zhu [16] et les références qu’il contient. Les
auteurs de [15] s’intéressent eux au cas de certains espaces de Fock. L'étude de
leur trace de Dixmier est plus récente, méme si le premier résultat dans ce sens se
trouve dans [], ott il est montré que 'espace de Besov B! est inclus dans 'espace
de Dixmier D'. C’est une dizaine d’années plus tard que l'espace de Dixmier
a été caractérisé par Li et Russo [10] dans le cas du petit opérateur de Hankel.
I a encore fallu attentre plus de dix ans pour connaitre 1’expression de la trace
de Dixmier du grand opérateur de Hankel sur 'espace de Bergman de la boule
unité de C%,d > 1. Ce dernier résultat a été obtenu par Englis, Guo et Zhang [7].
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Le cas d = 1 a du étre traité de facon différente, c’est dans les travaux de Englis
et Rochberg [8] que I'espace et la trace de Dixmier ont été exhibés. Les auteurs
arrivent a se ramener, par une transformation unitaire, & un opérateur pseudo-
différentiel, et utilisent le résultat de Wodzicki. Notre approche est différente et
rejoint celle de [10].

Nous rappelons qu’une suite s = (s;),d € N, est une suite de moments de
Stieljes si elle est de la forme

+00
Sq = /tddy(t)
0

ol i est une mesure positive sur [0; +oo[. On dit que p représente s. Notons D;

le disque de C de centre 0 et de rayon R := lim sd“ lim s;/ 4, Quand
d—+o0 d~>+oo

Rs < 400, on dit que la suite s est exponentiellement bornee. Soit A?(s) I'espace

de Hilbert de fonctions f(z) = Y. a,z" holomorphes sur D vérifiant
neN

) Splan|? < +oo
neN

équipé du produit scalaire

g> = Z Snangn

neN
si f(z) = ¥ anz" et g(z) = ¥ byz" sont deux éléments de A% (s). Soit yq la
neN neN
mesure image sur C de y ® ¢ par 'application (t,&) +— V/t¢, ou ¢ est la mesure
de Lebesgue normalisée sur cercle unité. Les auteurs de [4] ont montré que A?(s)
coincide avec I'adhérence des polyndmes holomorphes de L?(y) et a comme
noyau reproduisant

d
Ks(z,w) = ) (zw)® z,w € Ds.
den  5d

On considere la projection orthogonale Ps associée a .A%(s) donnée pour g €
L?(pq) par
(Psg)(z /KS z,w)g(w)du; z € Ds.

On peut l'étendre de fagon naturelle aux fonctions g qui satisfont Ks(z,-)g €
L'(p1) pour tout z € D;. Cette extension permet de définir les opérateurs de Han-
kel. Notons 7(s) la classe des fonctions f de .A%(s) vérifiant pour tout polyndme
holomorphe ¢ et tout z € D; :

foKs(z) € L) etz [ Ki(zw)g@)[F() — F(w)ldp (w) € ().

D,
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On pose alors pour f € 7(s)

Hy(9)(z) i= [ Kolz,w)p(w)[f(2) — F(w)]dn(w) z e D
D

Cet opérateur est défini sur un sous espace dense de A2 (s) a valeurs dans L2(y1),
il est appelé opérateur de Hankel Hy de symbole f. Il peut étre écrit sous la forme

H;(¢) = (I-Ps)(fo)
pour tout polynéme holomorphe ¢ et tout f € 7(s).
Comme dans [15], le contexte est le suivant. ¥ est une fonction de classe C>
de R dans R vérifiant :
(1.1) Y(x) =0, ¥ (x)>0, ¥'(x)=0 et ¥"(x)=0
et
dp = e ¥z gz

otl dz est la mesure de Lebesgue. Les moments sont de la forme
o
54 = / e ¥t qy
0

et comme il est dit dans [15], R¢ = +oo.
On note alors respectivement duy, A?(¥) et Ky plutot que dpy, A% (s) et K.
La fonction
@(x) := x¥'(x)
prend une place importante dans notre étude. Comme dans [15], nous considé-
rons la condition : il existe 17 < % vérifiant

(1.2) " (x) = O(x~120' (x)1F1)  x = c0.

Par exemple, si P est un mondme, ¥ (x) = e’ vérifie (1.1) et (1.2).
Rappelons aussi que la transformation de Berezin d'un opérateur T sur
A2(¥) est la fonction T définie sur C par :
~ TKw (-, z), Ky (-
Foy — (TKy(,2) Ke(2))
Ky (z,z)

Si T = My la multiplication par f, nous notons T = f. On pose alors

(MOF)(z) = VI (2) - [F2)

L’espace de Besov BP, est 'ensemble des fonctions entiéres, vérifiant :

1l = (/[MOf(z)]pKT(z,z)dW)w < .
C
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Une autre facon de définir 'espace de Besov Bg est de demander

£l = ([ 17/ @ Kz 2)apey) " < oo
C

ou =
[(f'(2). &)
f@)lp= sup =t
p FeC\{0} B(z,¢)
et B la métrique de Bergman associée a ¥ qui est définie comme suit :

2 _ PAy(2) =
B (z,¢) == W@@
avecz € C, ¢ € Cet Ay(z) =logKy(z,z).

Ces deux définitions proviennent de [15] et par le théoréme F de ce méme
papier nous savons que ces deux espaces coincident dans notre contexte. Nous
parlerons donc de I’espace de Besov et nous le noterons B”. Nous pouvons aussi
remarquer que les normes ||f|| Bl £l g et ”Hf” sp sont uniformément équiva-

lentes dans le sens o1 il existe une constante ¢ > 0 vérfiant pour tout p > 2
-1 -1
¢ fllgy < IHpllsy <cllfllgy, et e lIfllg < [Hpllsr <cllfllge-

En effet, reprennons la preuve de ce théoreme F. L'implication (i) = (ii)
résulte de l'inégalité de Holder et ne pose pas de soucis, tandis que (ii) = (iii)
provient du lemme 2.1 de ce méme papier, et la aussi ne pose pas de soucis. La
dépendance en p dans les inégalités de (iii) = (i) se contrdle de la méme maniere,
il reste donc a s’intéresser au théoreme E. Ce dernier est prouvé par interpolation
avec les mémes arguments. Il faut alors remarquer que la norme interpolée entre
deux classes de Schatten n’est pas seulement équivalente a la norme usuelle des
classes de Schatten mais égale. Ainsi, a chaque étape de la preuve les constantes
dans les inégalités peuvent étre controlées par une constante absolue indépen-
dantes de p. A partir de 13, on introduit la norme || - ||g» sur 'espace de Besov :

1 fllze = [|Hfl[sr-

Rappelons enfin, que la p-iéme classe de Schatten S pour 0 < p < oo
est le sous espace des opérateurs compacts T vérifiant (s,(T)),eny € IP(N) ot
(54(T))n est la suite des valeurs singulieres rangée par ordre décroissant. Voir
par exemple [11].

On note S; I'idéal des opérateurs compacts T vérifiant :

Is\]u>13 {ﬁUN(T)} < o0

N-1
on(T) =} s(T)
k=0

etpour T € S, onnote Tr,(T) sa trace de Dixmier.
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Moralement Tr,(T) = e ﬁUN(T). Choisissons un forme linéaire po-

li
N—
sitive w sur [*°(N) et notons sa valeur en a = (ag,ay,...) par lim(a,). On de-

w
mande, lorsqu’elle existe, que lim(a,,) = lim a,. On demande aussi que w soit in-
w

variante par 2-dilatation, propriété technique fondamentale pour la théorie, mais
qui ne nous concerne pas ici. Pour un opérateur positif T dans S on définit sa
trace de Dixmier Tr,,(T) par
. (on(T
lim < v ))
w

In(N)
Tro(-) s’étend a S} par linéarité. La définition de la trace de Dixmier dépend de
w et nous dirons que T est mesurable si Tr,, (T) est indépendant de w. Nous en
verrons des exemples. On renvoie a [5], [6] et [13] pour plus de détails. La trace
de Dixmier est une forme linéaire continue si nous équipons S! de la norme
complete :

N-1

1
Ml =gy 0

On définit alors les espaces de Dixmier DF comme ceci :
DP ={fe1(s): \Hf\” €St}
avec y
fllor = I HF"l 5"

De fagon équivalente,

N
p VP =
feDl & ,;)S”(Hf) = O(In(N)).
Supposons que 1’on soit dans 1'un des deux cas suivant :
Rs < 400; Rs=+00 et VPcP,zcC |HpKs(-,z)| < oo.

Alors, si p = 1, DP est un espace vectoriel complet pour la semie norme
Il - lpr, tandis que si 0 < p < 1, DP est un espace vectoriel complet pour la
quasi-semie norme || - || pr.

THEOREME 1.1. Soit ¥ vérifiant (1.7)) et (1.2).
Si0 < p < 2, DP est trivial, sinon DP I'ensemble des fonctions f € T(s) vérifiant :

sup {(s — D)l Hrllgw} < oo
s€]1;2]

peut étre décrit de la facon suivante :

sup {(s —1)[|fllgrs} < oo
se]1;2]

ou encore

sup {(s =1 171 (@z2)72) ") "} <

se]1;2( C
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oit dA(z) = @' (z)dA(z).
De plus, lorsque la limite existe, on a :

Tro (|H|?) = lim ( (s = D) fll50s-

Le cas p = 2 fournit donc le plus petit espace DF non nul. On donne
quelques résultats pour des poids particuliers.

THEOREME 1.2. (i) Si ¥(x) = ¥ pour j > 0, D? est I'ensemble P; des poly-
nomes de degré inférieur ou egal aj.
Depius, < Teu(|Hy ) e Tl 1Hpf) = e P T | ).
(ii) Si ¥ (x) = €%, 1 ensemble des polyomes P est inclus dans D? et Tro (|Hp|?) = 0.

L'auteur voudrait signaler que I'on peut obtenir l'égalité j = Tr,(|H,;|?)
avec le méme type de calculs.

2. ETUDE DES MOMENTS

Les auteurs de [3] caractérisent les S? en fonctions des moments

_ /td ¥(b) g4

et explicitent les valeurs et les vecteurs propres de H;‘k H pour un entier k :

LEMME 2.1. Chaque mondme z", n € N est un vecteur propre de H;‘k H associé
a la valeur propre
A, = Stk Sn
Sn Sn—k
sin >k
_ Sptk
Ap = s,
sinomn.

Dans toute cette partie, le poids sera supposé dans A 'ensemble des fonc-
tions de la forme e®” oue”, j > 0 un réel. Si f(d) = % In (s4), on pose

Vi(d, k) =kf (d)+(d+k)(f(d+k)=f(d)), Va(d, k) =kf(d)+(d=k)(f(d)—f(d—Fk)),
alors
SN+k _ eV1(NA) SN _ eV2(NK) ot SN+k SN _ JVi(NK) _ JVa(NK)
SN SN—k SN SN—k
Comme nous le verrons, la quantité Vi (N, k) — V»(N, k) tend vers 0 quand N part
a l'infini, et donc

SN+k _ SN V' (NK) (V1 (N, k) — Va(N, k).
SN SN—k
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Mais, on peut voir que :
d+k
Vi(d,k) = kf(d) + (d +K) / F(Hdt et
d

d+-k d+k t

Vi(d, k) — Va(d, k) = k / F(6)dt+d / / £ (x)dxdt.
d—k d t—k

t

Ainsi, il faut étudier les fonctions f, f’ et f”. Pour cela on introduit x; le
maximum de la fonction x — x'e~¥(*) ’est a dire la solution de § = ¥'(x).
Comme l'on considere ¥ (x) = et(%)  x, vérifie t = xtu’(xt)e”(xf) et alors x; =
@~1(t). Comme @ est croissante, on déduit que x; part a l'infini avec . Soit encore

hi(x) = —tIn(x) + ¥(x) — (—tIn(x;) + ¥(x)) et I(t)= /efhdx)dx_
0
On a alors
f(t) =In(x;) — %‘P(xt) + %ln(l(t)), f(t) = tquf(xt) _ tlzln(l(t)) + 111((;),

2 1 1 2 20I(t)  1I(H)I"(t) — I'(t)?

f'(t) = —ﬁlf[(xt) + ?@(xt)?/(xt) + B In(I(t)) — n 0) + n 2(t) ’

ou

LEMME 2.2. Ona:

iy~ 1 1’(t)=o([ xtu’(xt)t]ill(t)), I”(t)zO([xtu’(xt)t}711(15)).

() Vi
Démonstration. Comme ¥ € A, il est clair que
1{;// o
? ~Uu.
Ainsi
1 Y”
D' (x1) = ¥ (x1) + ¥ (x1) = ¥ (x4) (x—t + T,((;C:))) ~ tu' (x¢).

Les résultats découlent alors immédiatement du lemme 3.3 de [15] :

Xt j|1/2

I(t) = (27 + 0(1)) L‘D’(xt)

et du lemme 3.4 de [15] :

1’(t):o([ xtqbf(xt)]*lz(t)), I"(t) = O([x @' (x:)]"LI(t)). u
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Avant de passer aux estimations des fonctions f, ' et f”, il nous faut un
équivalent de x;.

LEMME 2.3. Soitj > 0et ¥(x) = ¥, Alors,
x{ ~ In(t).
Soit ¥(x) = e*". Alors,
xr ~ In(In(t)).
Démonstration. Dans le premier cas x; vérifie :

A
o jx; e
et donc
. i—1 j
In(t) —In(x;) = In(j) + In(x} ") + «
ce qui montre le résultat puisque x; — 4-co.
Et dans le second, x; vérifie :

d’ot
In(in(t)) +1n (1 - w) o
En divisant par x;, on a I'équivalent. 1
LEMME 24. Ona:
f(t) =In(xt) +0(1), f(t)= @’ £ = @'

t
Démonstration. On rappelle que f(t) = In(x;) — ¥ (x¢) + L In(I(t)).
Grace aux deux derniers lemmes, on a :

0 < —In(I(t)) < In(t).

Ainsi
InI(0) _ o1
Comme ¥ € A, il est clair que
bd 1 1 - ‘If’(xt) IF(Xt) - 1 1 -
¥ TS T i) T

On obtient le résultat voulu.
D’autre part, on a vu que f'(t) = tlz‘f’(xt) - tlz In(I(t)) +
dessusona:

()

T - Comme ci

=
~

1
tjlf/(xt) =

1 1 In(I(t))  o(1)
txpu! (xp) 2 32
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Enfin, par le lemme
!
ll(t)‘s‘l 1 ‘:o(l)
tI(t) t L/t (xp)x; t
on somme pour conclure.
Enfin, on a rappelle que
w2y L g2 2T I ~ (1)
f (t) - tglf/(xt) + £2 (p(xt)lfl (xt) + 3 h’l(I(t)) t I(t) + t Iz(t) .

Les premier, troisiéme et quatrieme termes s’estiment de la méme fagon avec la
méme précision.
Pour le second :
‘ 1Y (xt) ‘
12 (D(xt)

~

=7
tZu (x)t !l T2 u! (xp)xe

’ 1 ¥ (x 1 ‘ _o(1)

2

Pour le dernier terme, on estime en deux fois. D’un coté, comme pour f .
! 2

I'(t) ‘ <11
I() |~ tu!(x)xy

tandis que par le lemme

I”(t)‘<1 1
~t

et donc

LI -re*> 11 o(1)
t I2(t) ~EuGn 2

En examinant la preuve précédente, on peut voir que :

COROLLAIRE 2.5. Onas:

avec dans les deux cas

On peut a présent énoncer :
LEMME 2.6. Soit N un entier positif assez grand devant k
SN+k .k SNtk SN o k1 1
o N T T T o RINN e i (e )
SN SN SN—k XNt (XN )
Démonstration. On rappelle que

SNtk _ GVANK) — Gkf(N)+(N+K) (T £/ (1)t

SN

=€
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et

SNtk N QVi(NK) _ @V (NK) o Vi (NK) (1 (N, k) — V5 (N, k)
SN SN—k

N+k N+k t

« (k / F(H)dt+ N / / £ (x)dxdt).
N—k N t—k

N+k
kf(N)-+(N+k) [ f'(t)dt
= e N

On conclut grace au corollaire 1

3. PREUVES

Commencons par montrer les résultats sur les espaces de Dixmier.
LEMME 3.1. Soit T un opérateur positif et r un réel positif. Ona :
1T = 171"
Démonstration. Par le théoreme 12.24, p. 309 de Rudin [14], on a:
| /\|r/2

17|l = II(T* 7)) = sup { =— € o(T*T) c R*}

Al/z * ! *
:(sup{| |A € (T T)cR+}) = (T D)Y2|| = |T|".

PROPOSITION 3.2. Si R; est finioii si Rg = +ooet VP € P,z € C
| HpKs (-, 2)]| < +oo
alors DP est un espace de Banach pour p > 1 et un quasi Banach pour 0 < p < 1.

Démonstration. Pour p > 1 commengons par montrer que D est un espace
vectoriel. C’est un sous espace de 7(s), il suffit de vérifier la stabilité par addi-
tivité. Soient donc f et g deux éléments de DP. En reprenant la preuve du co-
rollaire 16.34, p. 170 de R. Meise et D. Vogt [11] pour les opérateurs compacts
A= ij et B = Hg on obtient, pour tout N > 1:

N 1/p N

(Lsta+r)"" < (Lsar) "+ (Laer)”

k=0 k=0 k=0
Ainsi,

N

(J}é%m+mm”%quzmmmfﬁngz%wmf“

k=0
On déduit :

1/ 1/ v
1A+ B|p”51+p < |||A|p||Sl+P + H\B|P||SI+P.
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Comme Hyr> = Hr + Hg, ona f + g € DP.On déduit immédiatement que || - || py
est une norme puisque l'inégalité triangulaire, seul point délicat a vérifier, résulte
du calcul précédent.
Il nous reste a montrer la complétude. Soit ( f;),en une suite de Cauchy de
DF. Parlelemme 3.1,0na:
1/
kg, — Hy PP > IHy, — By P17 = |[1Hy, — Hy 11> |
Ainsi, (Hf, )nen est de Cauchy dans L(A?(s),L?(un)) donc converge vers
un opérateur T. L’hypothése dans le cas Rg = 400 permet d’affirmer que pour
tout polynéme P et tout z € C la fonction w + P(w)K(w, z) est dans L?(p7). On
peut ainsi reprendre la preuve du lemme 2.14, p. 18 de [4] et on montre que T est
un opérateur borné et compact de la forme H]7 avec f € 7(s).

Hy —Hz |

Soit ¢ > 0 et Ny donné par la suite de Cauchy (H 7 Jnen. Fixons k > N :

N
S‘;pmlw X on(( lim, 17, - i;)")

—sup — hm inf Z sn( Hy — ka)p

m~>+oo —

P
| He—H I = arzmem Hy |

N
<11m1nfsup1 ! Z "(Hfm — ka)l’
=0

m—»400
ot1 la derniere égalité est justifiée par ([11], p. 171) :

[51(A) —sn(B)| < [|A = BJ|.
On a ainsi obtenu :
- 1P < limi . _ - |IP
I1H7 = Hy llpr < Uminfl|Hy = Hg, 1.

On déduit donc que f € DF et que f, converge vers f dans DP.

Pour 0 < p < 1, on montre simplement que D est un espace vectoriel, le
reste se fait comme ci dessus.

Soient A et B deux opérateurs dans D? et P un projecteur orthogonal. On a
pour tout entier 7 :

5u(AP + BP) = s,(|(A+ B)P|) = s, (|| A+ BIP|) = su(|A + BIP).

Sil'on considere P, le projecteur de rang N + 1 associé aux N + 1 premieres
valeurs propres de |A + B|, on obtient :

1/p s N 1/p

(isn(AP—i-BP)’") =(an(|A+B|P) (2 (|A + BJ) )

n=0 n=0 n=0

-

™M=z 1

1/p
Sn(A"’B)p) .
n=0
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Comme S est un quasi Banach, il existe une constante C > 1 telle que :

[e0]

( Y su(AP+ BP)”)W < CK ésn(AP)")l/p + ( ésn(BP)”)l/p}

n=0
etdonc, P étantderang N 4 1:

( X n(AF B)p)w <c[( iosn(AP)p>1/p (X sn(BP)P)l/p]

n=0

Comme ||P|| <1,ona:

( ésnmww)w <c[( isnm)p)

REMARQUE 3.3. L'hypothese VP € P,z € C | HpKs(:,z)|| < 400 n'est
pas trop restrictive. En effet, pour les poids super polynomiaux les opérateurs
de Hankel de symboles polynémiaux sont bornés (cf. [15]) et donc conviennent.
Pour des poids simplement polynémiaux, le théoreme A de [15] ainsi que les
remarques qui le suivent, permettent d’affirmer que D7 est de dimension finie.

1/p N ( i Sn(B)p)l/P}. .

n=0

Preuve du théoreme[l.1l Soit0 < p < 2 et supposons par I’absurde que |HJ7|P
n’est pas dans S}. Alors pour tout ¢ > O on a \H7|p € S'*¢ et donc ‘Hf| €
SPTeP. Comme p < 2 on peut choisir ¢ > 0 tel que |HJ7| € S2. Ceci contredit
le théoreme C de [4] puisque comme il est dit dans [15], notre poids n’est pas

exponentiellement borné.
Supposons p > 2. Pour un opérateur compact T, on définit pour s > 1,

Cr(s) :== Y su(T)*. Si T est de plus positif, alors {7(s) = Tr(T°). Comme les
n=0
auteurs de [10] nous utiliserons le critére suivant :
LEMME 3.4. Soit T un opérateur compact, on a alors :

TeS < sup {(s—1)¢r(s)} < .
s€]1;2]

Comme Tr([|H7|7”]S) = Tr(\H?\pS) = ||f||Z,spb, le lemme précédent permet de
conclure. Il est important de noter que c’est a cet endroit que 1’on utilise 1'indé-
pendance évoquée en introduction. Enfin, la derniére caractérisation résulte du
Théoreme B et du lemme 3.1 de [15] ainsi que de la définition de Bg . La encore,
iln’y a pas de dépendance en p. De la méme fagon, le calcul de la trace résulte de
la proposition 4 p. 306 de [5] :

LEMME 3.5. Soit T un opérateur compact positif dans S;". Les conditions suivant
sont équivalentes :

N-1
(s—=1)¢r(s) = L quands — 17, (In(N))~} Y su(T) = L quand N — +co.

n=0
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Dans ce cas,ona Tr,(T) = L. 1

Preuve du théoreme[.2l On démontre le résultat pour ¥ (x) = ¥ pour j > 0,
le second cas se fait de fagon analogue. Dans notre contexte, étre dans la classe de
Dixmier ou non, ne dépend pas de l’ordre dans lequel nous formons les sommes
partielles de valeurs singuliéres. Nous allons sommer les valeurs propres de | H. ?
comme elles sont présentées dans la proposition [2.1{afin qu’elles se téléscopent.

Pour k un entier, et N assez grand, on a:

SN+1 SN-+k
ON-1 f{k Ad ffk =t —.
w(H ) Z 1) SN+1-k SN
Par les lemmes2.3] etm on peut estimer oy
_SN+1 N SNtk _ x’;\]+l_ke0(1) RS x’;\]eo(l)
SN+1—k SN
= xlzcxll kx]N+1 V) xlz(\;]eo(l)
Z xNere"(1 + Z (In N+d))xN+de°(1)
d=1-k d=1-k
(3.1) + Y (In(N+d) —InN)e"Dxl /.

d=1-k
Comme x; — +0o0 et que les deux derniers termes de la somme précédente
sont négligeables devant le premier, on a :

{(7N+1 (IHzxl*)
Nen U In(N+1)

On ne peut pas utiliser le méme argument pour le calcul de la trace, puisque
la fagon dont nous sommons est primordiale comme le montre 'exemple stan-
dard de la série harmonique. Dans un premier temps, on évalue Tr(| H_|*). Soit
N assez grand devant k :

}<oo<:>k<j.

SN+k SN \? e 1 1 5
(Ha )~ (B Ny ey (el 1
NgN (1E1) N;\IO SN SN—k N>ZN NNXN—ku’(xN—k)
1 1 s k—i 1
k
= L (dy7—) = & (W'y
N>No y N>No

Comme xy — oo avec N, on obtient immédiatement pour k < j par le lemme 3.5
Treo (| H|?) = lim(s — 1)Tr(|H|*) = 0.
s—1
Traitons le cas k = j. Si A, est la suite des valeurs propres d’un opérateur
compact positif et A}, la méme suite rangée par ordre décroissant, il est clair que
1 ¥ 1
——— ) A< ——— ) A
In(N +1) k;O " S In(N+1) k;) "
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Cette remarque associée a (3.1) montre que
(3.2) j < Tro(|Hy?).

Passons aux symboles quelconques, supposons |H]7|2 € &', pour f(z) =
Y. aizk € 1(s). Par le lemme 2.12(3) de [4], on a :

|H. Zk\z = |ak|2|sz|2 €S poura #0.

az
Ainsi, par ce que 'on vient juste de prouver, on a : k < j. Réciproquement, soit
j
P= kgo a;z*. Encore par ce qui vient d’étre prouvé on sait que chaque |Ha7z" 2 est
dans S}, on conclut par linéarité.
Pour la trace de Dixmier :
2 J 2 2 J
— 7%
Tro, (|Hp|") = Trw( Y lag|? | Ho| ) +Trw( ) akaleksz>
k=0 k#1Lk,1>0
i
2 2 =
= |aj]*Tro (|Hgl*) + ), @@ Tro(HiHy).
k#Lk,1>0
Or, pour k # 1
* —
Tro (HLHy) = 0.

En effet, pour ¢ € T, considérons I'opérateur unitaire Uz, défini par :

Uef(z) := f(z).
On a alors, lemme 2.10 de [4] :

UgHs Uy = ¢ Hyi

et par invariance de la trace de Dixmier :

Troo (HZi Hy) = Tro (UgH Hy Ug) = &' * T (HE Hy)

ce qui permet de conclure. 1

REMARQUE 3.6. Toujours avec (3.1) I’étude de la trace serait plus simple et
plus précise, si la suite des valeurs singulieres, telle que nous la sommons, était
décroissante. On pourrait par exemple obtenir 1’égalité dans (3.2).

THEOREME 3.7. Pour tout poids ¥ € A, tout 2p > 2, et tout P polynome,
|Hp|? € S et Tre,(|Hp|?) = 0.
Démonstration. Onrappelle que par I’étude des moments, on a pour N assez
grand :
SN+k SN k1 1
— - = XN T
SN SN—k N xn ¢t (XN—k)
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Comme les poids sont dans A, x%; est au plus une puissance de In(N), ainsi

Sd+ |k Sd_\?
su — < 00,
Np 11'1(N+1) d;()( S4 Sd*‘k‘)

Ainsi pour tout k € N, |[H |’ € 81, on conclut par linéarité.
Par des arguments similaires, en regardant la limite de (s — 1)Tr(| H.«|*"*),
on obtient le résultat sur la trace. Des inégalités

Tr(|A +B[*)"® = [|A+ Bllss < [|Allss + [IBllss = Te(|A[F)/* + Tr(|B[*)'/*

m
on déduit que pour P(z) = ¥ a;zF
k=0

a4z

m
(s = 1)Tr(|Hp*) /27 < (s = 1) ) Tr(|Hge ) 1/27,
k=0

Comme (s — 1)Tr(|H.¢|?P*) tend vers 0, le terme de droite ci dessus a une limite
nulle et donc

lim(s — 1)Tr(|Hp|*®) = 0.
s—1

Comme toujours, on conclut par la proposition3.5 &

4. REMARQUES

Il est dit dans [15] que P I’ensemble des polynomes est inclus dans By, si et
seulement si p > 2. On a ainsi :

Tro (| Hpl?) = 0.

C’est exactement ce que 1’on vient de prouver "a la main" dans le dernier théo-
réme et en fait, pour p > 2, |Hp|? € S'. Les exemples du théoreme Emontrent
que pour p = 2 la situation est différente. Avec le poids ¥(x) = e®, non ex-
ponentiellement borné, les |Hz|* donnent des exemples d’opérateurs de trace de
Dixmier nulle sans étre dans S'.

Notons d’ailleurs Dg le sous espace de D? dont tous les éléments ont une

trace de Dixmier nulle. On alors pour 2 < p les inclusions B, C Dg C DP.
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